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Losungen zur Klausur Nr. 2

Aufgabe 1: Vergiitungsschicht [14]

Da die Wellen senkrecht zu den Grenzfldachen einfallen, miissen wir nicht zwischen verschiedenen
Polarisationsrichtungen unterscheiden. In Medium 1 liege E entlang der x-Richtung. Das Licht
tallt entlang der positiven z—-Richtung auf die Schicht. Mit 3 = pp = p3 = py konnen wir di-
rekt die Brechungsindices ; in die H-Gleichungen einsetzen. Dann schreiben wir die einfallende
Welle als

B, = E01exez(klz wt) ) B, = _1E01eyel(k1z wt) .
c
Wir benutzen hier und im folgenden die Relation B = %% x E. Die reflektierte Welle lauft in
—&;—Richtung und lautet dementsprechend
o > i —kiz—wt 5 1 S i(—kjz—awt
By = e Cheet) g = My g ei(hear)

In Medium 2 haben wir auch eine einlaufende und eine reflektierte Welle,

E’z — Eozgxei(kzz*wt) , EZ _ %Eozgyei(kzzwo ,
E‘/z _ E6zgxei(—k22—wt) ) B’é _ _%E()Zé»yei(—kzz—wt) )

In Medium 3 gibt es nur eine transmittierte Welle:
E3 — E03exel (k3Z (Ut) , B3 — §E03eyel (k3Z (Ut) .

An den Grenzschichten sollen die Parallelkomponenten von E— und H-Feld stetig sein. Daraus
erhalten wir vier Gleichungen. Fiir die Grenzschicht 1-2:

Eo1 + Ey = Eoa + Egy
n1(Eo1 — Epy) = n2(Eo2 — Egp)

wobei wir direkt z = 0 eingesetzt haben. Fiir die Grenzschicht zwischen Medium 2 und 3 bekom-
men wir jeweils eine Phase dazu,

Eozelkzd + E62e—lk2d — E03elk3d ,

—ikyd iksd

leEozelkzd — 1’12E626 = n3E03e

Jetzt fordern wir E;; = 0. Aus den 4 Gleichungen eliminieren wir zunichst (z.B.) Eg; und Eg3 und
haben damit ein relativ einfaches System von zwei Gleichungen fiir Ep, Ejy,,

(np —n1)Egp + (na +n1)Egy =0,
(ny — n3)e™Egy — (ny 4+ n3)e ™EH, = 0.
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Wir interessieren uns fiir eine Bedingung an d und ny. Daher fordern wir nur, dass dieses Glei-
chungssystem eine Losung besitzt. Die Koeffizientendeterminante muss also verschwinden. Da-

mit bekommen wir
(np —mny)(na+mn3) o2ikad

(m1+mnp)(np —nz)
Da die linke Seite reell ist, muss auch die rechte Seite reell werden, also e*2? = +1. Im Fall +1
bekommen wir die uninteressante Lésung 11 = n3, also den Ubergang zwischen zwei gleichen
Medien ohne Reflexion. Im anderen Fall bekommen wir

, 1
e2iked — 1 = jod = (m + E)71 oder d= (2m+ 1)% ,

und
(ny —ny)(npg+mn3) = —(ny+ny)(np+n3) = np=/nns.

Aus den Randbedingungen fiir die ebenen Wellen erhalten wir auch das Brechungsgesetz, in
diesem Fall ky /kq = np/ny und damit Ay = (117 /n2)A;. Damit lautet unser Ergebnis

ny A

n, = \/ninz, d=02m+1)——.

7124

Aufgabe 2: Felder im Medium [4+4 = 8]

Das dargestellte Feld ist divergenzfrei, da die Anzahl der Feldlinien, die in ein Volumen hinein-
fliefSen auch wieder hinausfliefst.

(@ Far die dielektrische Verschiebung D = eoE + P gilt bei Abwesenheit von freien Ladungen
V -D = 0, ist also divergenzfrei. Wahrend das elektrische Feld nicht divergenzfrei ist, V - E =
v /€0, die Polarisationsladungen stellen neue Quellen fiir das elektrische Feld dar. Weiter-
hin gilt beim Ubergang von Medium (1) nach (2) D(j) — D(f) = 0. Ohne Oberfldchenladung ist
die Senkrechtkomponente von D also stetig. Wahrend E |(|1) =E ‘(|2 ), bzw. D‘(‘l) =€/ ezDﬁz). Die
Tangentialkomponente wird damit von innen nach aussen grosser (e€; > €;), was auf der Skizze

deutlich zu erkennen ist. Es handelt sich also um das D-Feld.

(b) Hier ist B divergenzfrei, denn es gilt immer V- B = 0 = 1V - (H 4+ M). Daraus ergibt
sich auch, dass B, and der Grenzfliche stetig ist. Die Bedingung fiir die Tangentialkomponente
ergibt sich aus der Rotationsgleichung. Ohne Oberflichenstréme ergibt sich hier, dass H | stetig
sein soll. Damit muss aber B‘| = uH | einen Sprung machen, B|(|1) = p1/uB ‘(‘2 ), Auch hier wird

die Tangentialkomponente dann von innen nach aussen grosser (1; > p,). Es handelt sich hier
also um das B-Feld.
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Aufgabe 3: Magnetfeld einer azimuthalsymmetrischen Stromdichte [945=14]

(@) Wir berechnen direkt das Vektorpotential mit

1" / d3—»/
|7 —7|

Wir setzen die Entwicklung von 1/|7 — 7| nach Kugelflachenfunktionen (s. Aufgabenblatt) ein.
Da wir A nur fiir r > R suchen, gilt immerr. =71, 7. = r’. Damit bekommen wir

, 1 .
A7) = 0221+1 Y10, /d3 P8, o))

:I

Die Stufenfunktion beschrankt lediglich die 7 Integration. Mit der Beobachtung

15 ; ; . /15 .
Y21(Q) +Y2,1(Q) = |/ o= sinfcos 0 (—e“" + e*”"> = —21\/— sinfcosOsin g,
’ 8 8
15 .
Y21(Q) — Yy,1(Q) =24/ oy sinfcosBcos @,

(Q ist der Raumwinkel (6, ¢)) konnen wir den Integranden umformen,

o i(Y21(Q') + Yz,1(Q))
_ / dr'y+3 / do't o / Y3 () | V21(Q) = Yo, ()
0
Das Integral tiber Q' 16sen wir mit Hilfe der Orthogonalitdtsrelation

/ dQ Y}, (Q) Yy (Q) = 816y

und erhalten insgesamt

o R+ (8 [ T10128m1 + 8126m, 1)
I== ——= | —(8120m1 = 01,20m,-1) | -
R2(1+4)V 15 .

Setzen wir nun in A (7) ein, so bleiben uns wegen der Kronecker Symbole jeweils nur zwei Terme
aus der Summe, beide mit / = 2. Das ergibt

—i(Y21(Q) + Y 1(Q)) . 5 [—2sinfcosfsin ¢
i(r) — JoroR® [8m11 [ v _ jomoR .
A7) = R2e\V1553 (Y21(Q) ; Y 1(Q)) | = 073 251n6c%s(9cos<p )

A(7) hat also die gesuchte Form

N TN &
A(?) _ JoHo

: L Ao, S
30,3 S0 0 cos e, = 23 sin @ cos 0e, .

73
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(b) Wir berechnen B(7) in Kugelkoordinaten direkt aus B = V x A in Kugelkoordinaten. Da
A(7) = (0,0, Ay (r,0)) tragen nur zwei Terme zur Rotation bei,

B L9 (Ginoa,) - @1§(n4)

I
ol

"rsin 000
. Ay ([2sinfcos’0 —sin®0 _ Ap (—2sinBcosH)
o rsin0 r3 + r3 B 697 3
_ jomoR® 2 " . S
= 30,3 <(3cos 9—1)er—|—251n9c05669) .
Aufgabe 4: Geboostete Wellen [6+44+4 =14]

(@) k-xistein Lorentz—Skalar, alsok-x =k’ -x'.Da @ parallel zur y—Achse, 7 = vé’y gilt 7 x B=0
und @ - E = 0. Damit ergibt sich fiir E’ einfach

E' = yE = yEgcos(K' - x')é, .

Fiir B’ brauchen wir €y X €y = —e;. Wir erhalten durch Einsetzen in die Transformationsformeln
(s. Aufgabenblatt) zunachst

B’ = cos(k' - x) {VBOEy +7/U Cgez - U—Bogy]

22
VBTN ~
= By cos (k" - x') [(y—y_i_l)ey—l—yﬁez} :

Weiterhin ist .

222 222 2 2
ve: _y(y+ 1) v vy (1-8)
y+1 y+1 y+1

’)/ p—
Also bleibt als Ergebnis
B' = Bycos(K - ') [¢, + vBE] .
(b) Es gilt
Fuv P = P gupgvoF?7 = FOF® + FY g0y gio FP7+ FY gip g00 F° +F/ giy gjs FP7.
T T Y
+1 - — -1 -1

Die Vorzeichen kommen' aus den Teljmen des metrischen Tensors, die in der Summe beitragen.
Weiterhin ist (F*)? = (E*)2/c und (F"/)? = (BX)? Damit ergibt sich fiir die 4 Terme

FudF* = 0 — (E/0)? — (E/fc)? +2(B)? = — ;(# ) |

(¢) Da F, F*¥ ein Lorentz—Skalar ist, muss gelten, dass
B2 _Bro2 — B2 _ g2

Wir konnen die Probe machen:

o E2
E? — B%? = cos?(k - x) [E% — C_ZOCZ] =0,

sowie
o 3 E?
E"”? — B?c® = cos?®(K - x') |?E5 — C—g(l +9v2B3) 2| = E3cos®(K - ') [v*(1-B%) —1| =0.

—_——
=1



