und setzen dies oben ein, so erhalten wir _ ‘ b i |
10p oA |

ﬁ =3 & - o -
\ : ¢y AR
und teilen durch po um zur bekannten Kontinuitatsgleichung zu gelangen %
- - ap A
0=V- e .é?

Teil b) Die Herleitung der Wellengleichung fiir das B-Feld, die magnetische Induktion,
beginnen wir ebenfalls bei den vier Maxwell-Gleichungen aus Teil a), wobei wir gemﬂB -y
Aufgabenstellung p = 0 und j = 0 setzen, o

1)  V-E=0 @) VxB=an
(3) V-B=0 (4) V'xE=-—%t—.

Mithilfe der Identitat V x (V x B) = V(V - B) — AB und unter Benutzung der dritten 4
Maxwell Gleichung gelangen wir zu Vx(ﬁxﬁ) — —AB. Nun bﬂdenwrrdlbﬂotmm Sa
der zweiten Maxwell-Gleichung * '

234 OF
Goﬁovx-a-?
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AT Bk con nal O

VxV xB

Die Zeitableitung der vierten Maxwell Gleichung



ag Aeiaa:-l—iﬂz - (iﬁ)2 Aeiaz-l-iﬁz o . 87 ﬁ?'AMA

Somit gilt B
AB = —(a® + g%)B. | _T} =
Da die Zeitabhéngigkeit nur im Faktor e~** vorhanden ist, gilt fiir die zweite
bleitung 87e~ ! = (—iw)?e~ ! = —w?e "%, oder L 3
9%B =
F. 2t

Orts- und Zeitableitungen in die Wellengleichung eingesett fithrt auf
—(a® + B?)B - egpo( —w?B) =0

(copow? — (a? + 3%))B = 0. &5 : 3

Diese Gleichung ist also genau dann erfiillt, wenn die in der Aﬂfgnbﬂwtellqu
bene (Dispersions-) Beziehung (a? + 32) = k? = eouow? gilt. |

V x B = eopod E(Z,t) = —-weopo.g(i' t).
Jetzt ist vom obigen B-Feld noch explizit die Rotation zu bestimmen
a;: ¢ 0

VxB=1 8, |'x} By
- 0z | 0

Daraus fol_gt. da.nn sofort das E-Feld
@, = Lt

LA
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Mb)FisteinTbnsmzweiterStufemdtrmformimmm
oder in Komponentenschreibweise F/"* = A¥, A F‘"ﬂ F

A — Vy) lautet in 4—Schre1bweme AF = AF 4 B”x Ausgehmd von der"Dﬁnﬂi

Fi = gAY — 3" A* betrachten wir also das geeichte Feld F*** und finden _,
Y = 0FAY — gvAs “ 1 J < k
= O*AY +0"0"x — ¥ A* — 9V 0"y - | R TV
— aagh H 4 - s JET By
OMAY — 0" A* + 0"0"x — 0"9"x 7 .
L =0[Vertauschbarkeit der zweiten Ableitung] '
R oA

gilt:

41 gerade Permutation von (0,1, 2, 3) '
¢vre — ) g ungerade Permutation von (0, 1,2, 3) FAY =
0 wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind

Mit Fo3 = 9o, F? g, (siehe a)) folgt also

e S LS 0. " R 1Ty i 1
o R R E; . 0. +-cB, ‘eB 0 :

F.s = f F y

e 0 0 -1 0 By By o L0 ekl 0 %
o R By ol o oBe it 0 ]
1 5, %30 0 RSEZ LB o "
0 -1 0 0 Fe ' 0.  cBy + ~aB

F = z ~ v

. 0 0 -1 0 E, ~cB, 0 . ¢B;
0 0 0 """1 Ez CBy ""'GB;- 0
0 i Bpsalls . Fi |

Faﬁ o _Eg 0 _CB; C.By

""'Ey GB‘; 0 —CBH ?
"""E 4 - CBy cBl 0

'Ihrmezu jeder Kom emzebol) kommtm E
&Fmi’ﬁm t(ﬂn - Fua) = ic--egg-»

{1 detater ST wurde im zweiten Mmm em




um die “richtige” Reihenfolge 0123 zu erhalten, deshalb wird € = —1. Bei der Bestim-

mung von F0 ergibt sich in jedem ¢ eine zusiitzliche Permutation (0 und 1), deshalb
gilt F10 = —F0! = ¢B,,

F02 — 2(60213 Fiz + 60231 F31) = -%( Fiz + F31) %(—CB CBy) = —
-1 +1

Da fiir F2° wiederum in jedem € eine zusitzliche Verta.uschung anfallt, gilt wiederum

(wie auch immer im Folgenden) F02 —F2 und damit F20 —
F03 s 1(60312 Fio + 60321 FEI)

lf

= 3(Fia = Fa1) = 3(=¢B; —¢B;) = -

2 +1 -1

FN = cB,

e '}(..6“30, F30 + g Fo1) = %(—Fan + Fo3) = E,

-1 +1

FR = _B,

1'::‘13 » %(61302 ftd =1 EISEOFO) o %(_"FUQ 4 FUS) o 0
. -1 +1

F3 = B,

F23 _ %(62301 Fhr L 2310 FIO) — %(FDI - Fyo) = E;
. +1 =3

F32 - "-E.r

Alle Komponenten zusammen gefiigt ergeben den dualen Feldstarketensor

0 ~cBy —cB, -cB.

F‘uu s CBI 0 Ez -—E
"~ | eBy -—E, 0 E’jr
CB;: Ev T e P 0

Als letztes bleibt noch die Frage zu beantworten, Was ergibt sich wenn man die Trans-
formation zweimal anwendet? Es ergibt sich FAY — — Fuv

Zum Beweis dieser Aussage muss man FA¥ — 1

1e#vPo . explizit berechnen. Analog zu
oben bestimmt man zunéchst F,, = g.o F*?gs, zu

" Bl ) ) 0 —eB; —-cB, —cB, G L (R Y
Bl F s 1Y D ¢By! 0. . 'Bg' —Ey 0 -1 0 0
e
USEQ ~I% 0 cBy -—F, 0 E; 0 0 -1 o0
g | U ) O oy W He ~E, 0 0 0 0 -1
Fa a0 0 0. ¢B, eB, B,
H sl =) cB, 0 -E, E,
g0, =D By F, 0 =Ez
0 0 0 -1 cB, ~-E, E, 0
0 a8y 6By ¢B;:
- e —cBE* 0 E. —E

i

Mit diesem Ergebmq 148t sich Fuv —

Qe"“""'F berechnen. Aufg-und der Symmetne
des ¢ Tensors ist F'“" = ()

fir alle 4 = v (Dlagona.lelemente), also F°° F” F"2 = S {.




TR L ( anm' ﬁ"m + 60321 F'm) = - !(E,@
+1 ¥ A 1

durch eine zusitzliche Permutation im ¢ Tensor (“-1") erhal
nenten - p .

weiterhin
g 3 a o
R N 120 2
F*= = *2'(!5 S Foz + €% Fyp) =
+1 o
= 1
13 ¢ (1302
F bl 2 F02 A 61320F ) »
! +1
F3 -(523101"' 1 2301 Fol) = -( (—CB.-;)-I-GB;) cB,; { & 4.
—1 +1

aus Symmetriegriinden gilt auch hier

FZ]. Flﬂ g . ch Fal <7 F13 2 By

Mit diesen Ergebnissen lafit sich F* nun -a;'tgé'ben als

U T MR -
FHY — ~FEy 0 CB; -*CB;E 2
~By —cB;




Aufgabe 3 Elektrisches Feld einer “Wolke”

eine Kraft. Die Wolke ist eigentlich als ganzes elektrisch neuﬁral (in dieser Aufgabe),
allerdings existiert intern eine Ladungsverteilung, die eine Feldverteilung erzeugt, umi |
ausserdem auf der Erde eine Ladungsverteilung induziert. Somit haben wir lokal kﬁiﬂ "t ,r,- L 15
neutrales Problem mehr, sondern miissen eigentlich die Gesamtkraft auf den Ladunp- Yoll™
schwerpunkt aus den lokal resultierenden Kriften auf die Ladungsverteilung berechnen.

Teil b) Der Beobachtungspunkt (und Koordinatenursprung) sei direkt unter dem Di-
pol, die wirkende Kraft ergibt sich entsprechend der Ladungen und Bildladungen ent-

sprechend dem Ausdruck

AR 1 1 1 5 1
5 X 7o [ (2d 2t (3d)2 T Bd) (4d)2]
2
P TRy Pl Y —3
% 4m0d2[ ] 4.05 x 107N,

fiir das E-Feld in diesem Punkt findet man dann entsprechend

| l q

o 2 2411'50 d? “dmeg (2d)?

fiir die Ladung ¢ ergibt sich damit dann z.B. der Ausdruck q = iﬂ%-ﬁg- = 6.7 x 1074C.

¢) Eine effiziente Moglichkeit zur Berechnung des elektrischen Felds E bietet die Bezie-

hung zum elektrischen Potential ¢ gemaf E = —Vo. Zur Aufstellung des Potentials ist
es zuerst notig die Position der Ladungen und Bildladungen zu kennen. Laut Aufgaben-
stellung befindet sich Ladung —¢ am Punkt 77 = (0,0, ) und die Ladung +¢ am Punkt
'y = (0,0, h+d). Damit befinden sich die zwei bendtigten Spiegelladungen also mit +¢
am Punkt 75 = (0,0, —h) = —7; und mit —q am Punkt 3 = (0,0, ~(h + d)) = —7%.



Unm Beachhung der 'Bemehung ﬁ lﬁ'lﬁ =

Feld E im gesamten Raum demzufolge als *‘".I et N
(A = (PO N T BT 00 " Tl SRt |
e g 4«e( RGN FrrP " F=mP | FraP

Um den Feldverlauf zu bestimmen betrachten wir zunachst das Verhalten ’H

der Grenzflache, d.h. bei z = 0. Ausgeschrieben folgt von oben: , !__ at :rg‘?" '*;"-*‘ -' 8 i
S 0 e (9,2~ h) (z,y.2 + h)
£ 41re( (@2 + 32 + (z — h)2)3/2 v (24 Y%+ (2 + h)3)3/2 N 5o

B T

(z,y,2 — 2h) (2,3,2+2h) )5;”_?”':’
(@2 + 92+ (2 —2R)2)3/2 (22 + 42 +(2 + 2h)_""2)312

bei z = ) vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

(0,0, 2h) ' AU
E(7) = R (W (22 + 92 + 4h2)379)

und hat nur noch eine Komponenete in 2 Richtung, steht also senk:recht auf der Ef'd-

oberflache und zeigt nach unten. Der Verlauf des Felds tiber der Erdoberﬂache ist m f"’ p '"T &7 e

der eines Dipols.
Skizze des berechneten elektrischen Felds: (s.0.)




durch einen Hﬂhlmmlt“ﬂadiuaumthngd&g. ’!« omdichted ist it
diesem Fall gegeben als j = jod(p — a)é: w istverknﬁpm o

s oot (TR [;’df ; _*
[ 4 [ dopins(p ~ ajé Bk g
I = 2rajoé, also I = 2majo. R SO

Teil a) Eine Moglichkeit die magnetische Induktion, das B-Feld, zn bereclmen besl:eht
darin, die Maxwell-Gleichung

it
il

V x B(F) = poj(F) ATE L B T *,L;*
iber eine (Kreis-) Flache senkrecht zur z-Achse zu integrieren, d.h. . e
oy po s . -l :, ! | .
§ 9 x BG) - df = o § 5(7) - df . .
fg(f’)*ds=nof3’(?’)-df'
- 1
hierbei wurde Satz von Stokes benutzt. Aufgrund der Symmetrie hat das B-Feld im , i
Aussenraum nur eine ¢-Komponente (“rechte Hand Regel”), diese ist entlang eines | |
Kreises mit Radius p konstant und kann vor das Integral gezogen werden. Setzt man
nun noch die Stromdichte ein, so erhilt man
Bsfds = o sodlp—a)é - df = paio [ 3¢ [ aopi(o—a) = wa2mao = ot
- | Hol 5 Mol
By2np = puol somit Bs(p) = 2P d.h. = 2ﬂpe.¢.
Teil b) Eine erster Weg die auf den Zylinder wirkende Kraft zu berechnen besteht
darin, den Impulsflu von der unteren in die obere Hélfte des Hohlzylinders zu betrach-
ten (siehe Skizze unten). Dazu benotigen wir den Maxwellschen Spannungstensor 7 fiir .
die Magnetostatik, gegeben als
1
ey = --1--5'43J - 8;,;—B?*.
o 10 M
Die ite Komponente der Kraft F ist damit gegeben als
3
Fy = df 1iiny,
S(V) ,; * _
7 ist der Normaleneinheitsvektor auf S(V), und S(V) ist eine den Korper umschlies- Ay L
sende Fliache. In der gewédhlten Geometrie triagt aus Symmetriegriinden nur die y Kom- s
ponente bei el
Pl LBl & =
v 140 §(V) Vg 2 /3 A

Der Integrationsweg ergibt sich entlang der a-Achse (der zum schliefen des Weges
bendtigte Halbkreis tragt bei “oo™ nichts bei), und wir finden fiir die Kraft pro Lange

2= () + e (88)) e [ """“f&?z‘:

3




Teil h.ﬂ) Ein alternatlver Weg zur Berenhnung dm' Kxa&wkkung a:ufdm ,sm_l..

linder besteht darin, die durch dﬂa erzeugte Magnetfeld ausgeiibte m i
obere Halfte des Hohlzylinders zu bestimmen. Diese ergibt sich aus der .h..r 3§

Fy = fda’-"w(f"i) x By(f1) . _: "%
By(7}) ist dabei das oben bestimmte B-Feld, also

pol Tl m(¢1)

EQ(FI) 2 E‘)(Ph o1, 31) - 2‘::; aﬁ: T '2';"’_1' 003(¢1) .

Somit gilt fir die magnetische Kraft auf die obere Hilfte des Hohlzylinders

Fay = /daFJ(ﬁ.) X EQ(FI)
I +L:/2 . 1 A
= . f d¢1.[ dzlfd9191305(ﬂl '_'a)_ei X €p,
L./2 . 21
I —==ain(¢1)
= %—JDLI A dtﬁlé;x mﬂsf’l)
k- Bk 3 ¥ _ #l 1 ;
X g o7 30 L‘ 0 i —ﬁ?}(éﬂ — (27)? a” —&2
1/(2ra) '
oy s T 2
- ity ““(2«)% e ;

Es ergibt sich eine anziehende Kraft pro Lingeneinheit L, des Hohlzyﬂndm

==:===============E====I==:=====:==============================---.--====HI:==HE=L--.-;::::::::1:::::-_.

X : ﬁ +|..-I P
Teil b.3) eine weitere Alternative ist die Berechnung der differentiellen Imm |
Kraftdichte y—L——FL So bekommt man zwar keine Kraft im dgenﬂmhm &me

aber der damit berechnete Ausdruck entspricht einem n Druck. j ist die

F

FL "-=pE +3>< B= ;’K ,§

- 4 1
= —0(p—a)- e ha
_ J zﬂ.a (p ) = - .
8 Tt
L= ':-an——fﬁ(ﬂ “ﬁ‘l €p
0 ' : - T‘F: AT &
’ i i By \ 5
: & - g % 3 ‘ i
- = J g o -
- 4f? {‘ﬂhﬂ!f ‘iiqL' ol s ‘:? .
T N 9 1‘¢~r- :}._.: ! j
a T .-a'yll ‘é : 1’ %: 14 :"?;P
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Dies muss durch einen Druck P kompensiert werden: ?.{;. g
' -- | FEak gl
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