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Hinweise zur Korrektur

e Beachtet bitte, dass in der Elektrodynamik unterschiedliche Einheitensysteme (vornehmlich
CGS- und SI-Einheiten) verwendet werden. Die hier angegebenen Losungen sind in CGS-Einheiten.
Natiirlich kénnen alle Aufgaben auch in anderen Einheitensystemen korrekt gelost werden.

e Die kursiv angegeben Teilpunkte fiir Zwischenschenergebnisse sind als Vorschlag zu verstehen.

Aufgabe 1 Mazwell-Gleichungen und Wellen 10 Punkte
a) , 1 Punkt
Die Maxwell-Gleichungen in Vakuum mit p(7,t) und 7(7,t) als Quellen lauten:
divE =4rp, - (1)
- 10 5 4m-
rotB YT » 7" (2)
oo 1 Ay O
S B = 3
rotE+ =B =0, (3)
divB=0. . (4)
b) 3 Punkte
Wir betrachten die Zeitableitung von Gl (1):
8 divE = 4mo;p . (5)
N e’

* =divd, E=div(c rotB—4mj)

Wobei wir Gl. (2) verwendet haben. Benutzen wir nun, dass die Divergenz einer Rotation ver-
schwindet, erhalten wir

Bp(F,t) + divi(7t) =0 . (6)
Dies ist die Kontinuitétsgleichung der Elektrodynamik.
1 Punkt
Der physikalische Zusammenhang wird deutlich, wenn wir die Kontinuitétsgleichung in der Form
o [ @r o)+ § 770 af =0 @)
%
1 Punkte

betrachten. Hierbei ist f die Oberfliche des Volumens V und wir haben den Satz von Gaufl
verwendet. Die Kontinuitétsgleichung bedeutet also, dass die zeitliche Anderung der Ladungs-
dichte in einem bestimmten Volumen, dem durch die Oberfliche des Volumens austretenden
Ladungsstrom entsprechen muss. Somit ist der Betrag der Gesamtladung erhalten.

1 Punkt



2 Punkte

c)
Wir setzen p(7,t) = 0 und j(7,¢) = 0 und betrachten die Zeitableitung von GL. (3):
Lo Lodngds 5
Lot ®)
rot ékE +C &2
=crotB
s 1 8% =
—===B=0 (9)
& robtrotB +c2 52
=grad divﬁ—AE
= LS _
CUEICE (10)
< AB 258 B
Wobei wir verwendet haben, dass divB = 0 gilt.
1 Punkt
Auf gleichem Wege lisst sich die Wellengleichung fiir das elektrische Feld herleiten. .
1 Punkt
dF 3 Punkte
Die Wellengleichung fiir das elektrische Feld ﬁ(f", t) lautet
TR S - 2
i Ji = () 11
AFE > 6t2E 0 (11)
Wir machen den Fourier-Ansatz
20 1) K] e
B(r 1) = / s / &k B(F, w)e Fe-wt) (12)
—00
Eingesetzt in die Wellengleichung liefert dies
N
G?—g)Ew¢a=o (13)
Die einzig nichttrivialen Lésungen E: # 0 erhalten wir also, wenn
5.2 w?
e == 0 ‘ (14)

gilt. Die Lésung hierfiir ist offensichtlich w = i|Efc. Es ldsst sich aber zeigen, dass wir uns
0.B.d.A. (wie {iblich) auf positive Frequenzen beschrinken kénnen. Die Dispersionsrelation lautet
also

w = clk| . (15)
1 Punkte
Formal schreiben wir
E(E,w) = Bg)d(w — [Fle) (16)
und finden damit die allgemeine Losung : ‘
Bt = f &k B(E)e®=0 mit o — [Rlc . 2 (17)
b )
lr‘; -~
\ 13,?
‘\ 1 Punkt
- E:,y i

& =z Co



Da das elektrische Feld eine reele GrisBe ist, die rechte Seite von GI.

; i (17) im Allgemeinen aber
komplex ist, schreiben wir fiir die physikalische Losung

E(F,‘ )= Re[dak E:(I—c‘)ei(di“wt) mit w = ]E|c et (18)

3 1 Punkt
Nicht gefordert: Bemerke, dass E weiterhin eine komplexe Gréfle der Form E — Ep + iE, ist.

]?ie beiden reellen Funktionen E‘l'z werden durch die Anfangsbedingunend E(F,t = ty) und

—

E(F,t = to) bestimmt.

e) 1 Punkt

Es ist zu zeigen, dass die Losung der Wellengleichung in einer Dimension im Allgemeinen der
Form

E(z,t) = f(z — ct) + g(z + ct) (19)
entsprechen.

Dies lésst sich auf zwei Wegen zeigen.

— Variante 1: Wir setzen die gegeben Lisung in die Wellengleichung ein und finden

1 ; nL T
(08~ 2%) fa—et) =1"(o— ) - 70— ct)(-o? (20)
=f"(z—ct)— f"(z—ct) =0. (21)
Gleichges gilt fiir g(z + ct). Damit haben wir gezeigt, dass das E(z,t) aus GL.(19) die

Wellengleichung lést.

— Variante 2: In d) haben wir die allgemeine Form der Lésung der Wellengleichung hergeleitet.
Betrachten wir diese in einer Dimension:

B(z,t) =Re [ dkB(k)eitte &2

=5 [ ak [Blrjettemet 1 Be(pyemite] (23)

=';“ fow dk [B(k)e™(==t) 4 B (—K)eikl=+et] e

o [ ak[feiead 4 geivere] i

=f(a ) +g(o+et) i

Wobei wir ;

L L

n= [ {Ewres o

definiert haben und die Dispersionsrelation verwendet haben, d.h. w = ke fiir £ > 0 und
w = —ke fiir k < 0. Beachte, dass Faktoren 1/4/27 Konventionssache sind.

Nicht gefordert: Bemerke, dass f(z — ct) einer in positiver z-Richtung laufenden Wellen
entspricht. Entsprechend propagiert g(z + c¢t) in negative z-Richtung.



Aufgabe 2 Magnetostatik

a)

12 Punkte

3 Punkte
- Die fiir das Magnetfeld interessanten Maxwell-Gleichungen im statischen Fall lauten
ot =217, (31)
divB =0 . (32)
Wegen Gl (32) kénnen wir B mittels
B =rotA (33)

durch ein Vektorpotential A ausdriicken, denn div rotzi‘_j: 0 fiir beliebige A. Anmerkungen: Da
Gl (32) auch im nichtstatischen Fall gilt, kénnen wir B natiirlich immer durch ein Vektorpo-

tential A ausdriicken.
1 Punkt

Aus der Definition in Gl. (33) folgern wir, dass A nur bis auf eine Konstante einedeutig bestimmt
ist. Diese Konstante konnen wir durch den Gradient eines beliebigen Skalarfeldes A ausdriicken.
Denn wir beobachten, dass das B-Feld invariant unter Transformationen der Form

A— A = A+ gradA : (34)
ist. Da
B' = rotA’ = rotA + rot gradA = B . (35)
=0
1 Punkt

Solche Transformationen bezeichnen wir als Eichtransformationen. Die Freiheit das Vektorpo-
tential A mittels dem Gradient eines Skalarfeldes A zu redefinieren, ohne das physiklische Feld
B zu veriindern, bezeichnen wir als Eichfreiheit.

1 Punkt
3 Punkte
Wir betrachten
5 47

rosB(F) = —j(7) . (36)

Nun driicken wir B(7) durch ein Vektorpotential A(7) aus, B = rotA und finden

- RS

rot rotA = grad divA — AA = =4 (37)

Auf Grund der zuvor diskutierten Eichfreiheit kénnen wir nun A so wiihlen, dass divd = 0 gilt.

Diese Eichung nennt man Coulomb-Eichung.

Damit finden wir die Poisson-Gleichung

= 477—_0
i )

1.5 Punkte

Um eine allgemeine Lésung dieser Gleichung zu bestimmen gehen wir komplett analog zu Auf-
gabe 3 auf Ubungsblatt 3 vor. Wir verwenden also die Greensche Methode. D.h. wir miissen



zunéchst .die Greensche Funktion G (7, 7') des Laplace-Operators bestimmen. Wegen der bekann-
ten Relation (gegeben in den Hinweisen auf dem Deckblatt, hergeleitet auf dem 2. ﬂ'bungsbiatt)

1
A = Wil ) (39)
ist diese durch
s
Gl Ly
o (40)

gegeben. Also finden wir eine allgemeine Lésung durch

Ar) = [ @t (i) (a1)
! , J(F)

:E/dar {;jF'| .m (42)

1.5 Punkte

Nicht gefordert: Bemerke, dass die Bedingung fiir die Coulomb-Eichung immer erfiillt werden
kann., Nehmen wir dazu an, das Vektorpotential é die Coulomb-Bedingung nicht erfiillt. Aus
der Forderung, dass das transformierte Potential A’ der Bedinungen geniigt, d.h.

divA' =0, (43)
erhalten wir
AA = —divA . (44)

Dies ist eine Poisson-Gleichung fﬁ{ A. Fiir diese existiert immer eine Lésung A. D.h. dank der
Eichfreiheit finden wir immer ein A, das der Coulomb-Eichung geniigt.

| 4 Punkte
Wie auf dem Aufgabenblatt erléutert ist die in b) hergeleitete Integralformel fiir die angegebene

~ Stromdichte nicht die optimale Wahl um A zu bestimmen. Daher gehen wir wie in'Aufgabe 2 b)

auf Ubungsblatt 4 vor und lssen die Poisson-Gleichung direkt.
Die Stromdichte ist in den Zylinderkoordinate p, ¢, z durch

7 .
=+ =l TRZ P S R - (45
I(F) = é. { 0 P> R ( )
gegeben. Die Poisson-Gleichung lautet
AA = —4?'”3‘ : (46)

Wegen j = j(p)é, ist auch A parallel zur z-Richtung, d.h. A(7) = A(F)é,. Auf Grund der
Rotations- und Translationssymmetrie des Problems kann das Vektorpotential nur von p abhéngen. -
Also ist A(7) = A(p).

4. Pusikt

Dementsprechend lautet die Poisson-Gleichung

- 4, | =% <R
AA = A (A(p)e,) = —%ez {O_R’ ﬁ b (47)

Da €, konstant ist konnen wir €, auf beiden Seiten kiirzen. Beachte, dass dies nicht der Fall wiire
falls § parallel zu &, 4 wire. ;



Den Hinweisen auf dem Deckblatt entnehmen wir den Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten
und finden die Gleichung

‘ .
190 p—3—A> - —m PSR \ (48)
pdp \' Op 0 p>R

Nach einmaliger Integration erhalten wir

e
_a_Az _'%'ff+—.ok pSR' (49)
dp %2 p>R

Nach einer weiteren Integration

i —%-}%25+C1111,0+D1 pSR- (50)
Colnp+ Dy p>R

Wobei C) 5 und Dy » zundichst beliebige Integrationskonstanten sind. Nun kénnen wir zunfichst
D 2 so wiihlen, dass wir

B 2 -
it —;}%7+C1_1n%+171 p<R (51)
Cyln % + Dy p>R

schreiben kénnen.

Auf dem Aufgabenblatt wurde darauf hingewiesen, dass das Potential regulér sein soll. Dies
bedeutet insbesondere, dass es nicht singulir sein darf. Die geféhrliche Stelle ist hier p = 0.
Dementsprechend wihlen wir C; = 0. Weiter soll das Potential bei p = R verschwinden. Also
setzen wir Do = 0 und D; = I/c. Bemerke, dass dadurch das Potential A(p) stetig an der
Stelle p = R ist. Aus der Stetigkeit der ersten Ableitung A’(p) an der Stelle p = R finden wir
Cg = —2I / C. :

Damit ist das gesuchte Vektorpotential durch

2
A = Alp)e. = 5. {:fgf )t (52)
gegeben.
3 Punkte
2 Punkte
Es ist
B(7) = rot A(F) (53)

In den Hinweisen auf dem Deckblatt ist der Rotationsopertator in Zylinderkoordinaten gegeben.
Damit ist

B=r10tA = —A'(p)é¢, ! (54)

Also finden wir

= £ p<R
B="¢ "t T
: ¢{% »> R : (55)



Aufgabe 3 Multz’polenth’cklung ' 10 Punkte
a) | ; 3 Punkte
In den kartesischen Koordinaten Y, z ist die Ladungsverteilung offensichtlich durch

A7) = q[b6(z = a)8(y)5(2) + 6(2)é(y — a)5(z) — 8(z + a)8(y)é(z) — 8(z)é(y + a)d(2)]  (56)

gegeben.
1 Punkt
Diese Ladungsverteilung soll nun in den Kugelkoordinaten r, 8, ¢ ausgedriickt werden. Es gilt
T =rsinfcos¢ , (57)
y =rsinfsing , (58)
z=rcosf . (59)

Betrachten wir zunichst nur den Beitrag p; -der positiven Ladung bei z = @ und driicken hier
z, Yy, 2 entsprechend durch r,0, ¢ aus:

p1 =08z — a)3(y)é(2) ' (60)
=qd(rsinf cos ¢ — a)d(rsin @sin ¢) 6(r cos g) (61)
N
=]%[6(cosé?)
q : ! :
=;5(r,smﬁcos¢— a) §(r sin fsin ¢) §(cosd) . (62)
et d(sing)

In der zweiten Zeile haben wir verwendet, dass d(r cos 0) impliziert, dass entweder cos 8 = 0 oder
r = 0 sein muss. Letzteres widerspricht natiirlich der ersten -Funktion. Daher schliefien wir,
dass r # 0 und cos§ = 0 sein muss. Daher kénnen wir die bekannte Relation § (Cz) = é(z)/|C|
verwenden, um §(rcosd) = d(cos6)/|r| zu schreiben. Weiter haben wir verwendet haben, dass
r > 0 per Definition. Die letzte Delta-Funktion impliziert cosff = 0. An diesen Stellen gilt
sin@ = =1, also |sinf| = 1. Wir finden

pL= 5-2-6(:1:7* cos ¢ — a)d(sin ¢)d(cos d) . (63)

Es ist 6(sin ¢) nicht eindeutig. Mit der Definition des Azimutwinkels und der Abbildung schliefien
wir aber, dass die gesuchte Nullstelle ¢ = 0 ist. Also ist d(sin¢) hier dquivalent zu §(¢). Dies
impliziert offensichtlich cos ¢ = 1. Also fassen wir zusammen

pL = fia(ir — a)8(¢)8(cos d) . (64)

Verwenden wir fiir die erste Delta-Funktion d(h(z)) = §(z—xo)/|h/(z)| und, dass 6(r —a), r = a
impliziert, erhalten wir schlieilich

p1 = ~50(r - a)d(¢)3(cos) . (65)

Analog finden wir die Beitréige der drei iibrigen Ladungen und erhalten
pl) = (e — a)i(eost) |5(6)+ 80~ ) = 60— ~ 50— )] .m (e9)
2 Punkte

Hinweis: Es ist auch moglich direkt die Relation fiir Delta-Funktionen in krummlinige Koordina-
tensystemen zu verwenden. Diese besagt im Wesentlichen, dass die Delta-Funktion ausgedriickt
in den krummlinigen Koordinaten das Inverse der Funktionaldeterminante (ausgewertet an der
Nullstelle) als Vorfaktor erhélt. Also gilt in Kugelkoordinaten
: :
8(r —10)d(6 — 60)d(é — o) - (67)

r? sin 6|,

5(F — ) =

Dies reproduziert natiirlich gerade unser Resultat von oben.



4 Punkte

b)
Wir bestimmen die Multipolmomente g, der Ladungsverteilung mit der angegebenen Formel
4 A i
e L GOl ACRR (68)
wobei die Kugelflichenfunktionen mit dem Hinweis auf dem Deckblatt durch
= g)e'™ 69
}/im(97¢) 47]‘ (I + m)1 (COS ) ( )
ausgedriickt werden konnen. Dabei sind P (cos(0)) die zugeordneten Legendre-Polynome. Diese
sind reel. Setzen wir diese Definition und die Ladungsverteilung aus a) in Gl (68) finden wir
SR f />t dr'd cos 9’d¢' : 50(r — a)d(cos 0)
l + m)!
aw+am~>a¢«)(w—ﬂPWmmﬂm (70)
Dank der Delta-Funktionen sind alle Integrationen trivial und wir finden
@ qa (l =i ) XTI (O) e—z’mo_'_emimvrﬂ ih e—imfr ¥e e—im31r/2 (71)
R e
=) =(—=3)™m =(—1)m =im
l— . ;
—gat [ SRR O) [ (177 = (1) =7 (72)
(i — m)‘ n g
=ga!y [T B0 L= (1)) 1 ~i7) (73)
T—m | " i :
AL {QQG i Pr(0) [1 = i™]  m ungerade (74)
0 m gerade
Dies ist der gesuchte Ausdruck.
c) 3 Punkte

Zunichst bemerken wir, dass
qoo =0 . (75)

Also verschwindet das Monopolmoment g dieser Ladungsverteilung.
0.5 Punkte

Wir benutzen die Hinweise fiir die zugeordenten Legendre-Polynome auf dem Deckblatt und
stellen fest, dass

al

P0)=0, Pl(O)=~1, P[P =7 (76)
Damit finden wir
q10 =0, (77)
2qa y
q1,1 :W Gl d)is (78)

uﬂ%%aﬁy (79)



Dies ist der erste Satz nicht verschwindender Momente.

0.5 Punkte
Den Hinweisen auf dem Deckblatt entnehmen wir die Relation zwischen den sphiéirischen Multi-
polmomenten gi,, und dem Dipolmoment 5 = (p,, P2,P3)
q1,0 =p3 , (80)
1 : .
q1,1 =\—/= (=p1+ip2) , (81)
q1,-1 —7— (p1 +ipa) . : ' (82)
Dies formen wir um zu
P3=q10, (83)
) 1
1 —-—\/—-é' (=q131 +@,-1) , ‘ (84)
1
_— -+ L
| =T (@11 +q1,-1) (85)
und finden damit das Dipolmoment 7 in kartesischen Koordinaten
1.5 Punkte

Wir skizzieren die Richtung des Dipolmomentes in die Ladungsverteilung. Dies ist gezeigt in
Abb. 1. ;
0.5 Punkte

Abbildung 1

Aufgabe 4 Relativistik 8 Punkte
‘ 7 4 Punkte

Die relativistische Bewegungsgleichung fiir das Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ im elektri-
schen Feld E = Eé, lautet

; \
m‘iii - %F“ﬁuﬁ : (87)
T



Mit der Vierergeschwindigkeit u® = (¢, ¥), ¥ = df/dt,y = 1 /+/1 —22%/c? und 7 ist die Eigenzeit
des bewegten Systems mit d¢ = yd7. Im Folgenden bezeichnen wir mit v = 1/+/1 — v3/¢2. Feb
ist der elektromagnetische Feldstérketensor. Fiir konstantes elektrisches Feld F = Eé, finden
wir

00 =B
O e, 0
of ]
& 000 O (88)
D TR
Damit ist die relativistische Bewegungsgleichung gegeben durch
—Eus Eu?
dist g 0 g 0
el e =2 i 89
ar ¢ 0 e 150 (28)
E’LLQ Euo
1 Punkt
Also gilt es folgendes System gekoppelter Differentialgleichungen zu lésen
W= 23 al =42 =0,u8 =240 . (90)
c c

Wobei wir die Abkiirzung a = gE/m eingefiihrt haben. Wir schreiben die erste Gleichung mittels
der letzten Gleichung um zu

i0—20=0, (91)

1 Punkt

Eine allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist in den Hinweisen auf dem Aufgabenblatt
angegeben. Damit finden wir

u®(7) = C} cosh % + Cy sinh %t i (92)
= u3(7) = Cy cosh % + Cp sinh % . (93)
Mit der Anfgangsbedingung |
Yo
u(r=0) = [0® (94)
0
bestimmen wir schliefilich die Konstanten und finden
Yoc cosh £~
e udd “YoUo I
U= 0 . (95)
Yocsinh &%
1 Punkt

?ie Bah.? z(7) finden wir durch nochmalige Integration unter der Anfangsbedingung z(7 = 0) =
0,0,0,0
Yo sinh &7
« o YovoT
2 ) == 0 ; (96)

’yo%a [cosh & — 1]



Setzen wir z! = 1 = ypyyr & 7 = z/(vovo) in 23 = 2 finden wir

2
_ 20 4
2(z) " [cosh e 1:, ! (97)
1 Punkt
4 Punkte

Betrachten wir zun#chst einen Lorentz-Boost mit der Geschwindigkeit v; in die z1 Richtung. Im
geboosteten Bezugsystem lauten die Koordinaten

zo =m(zo — frz1) , : (98)
) =m(z1 — Bizo) (99)
mit den Abkiirzungen
A, 100
1 /——-g—l L '1)1 /62 ) ( )
B =uvi/c, (101)
0.5 Punkte

Wir betrachten nun einen weiteren Lorentz-Boost mit der Geschwindigkeit vg, so dass
zg =Y2(zo — Bax)) | (103)
2] =72(z} — Bazp) (104)

gilt. Driicken wir nun hier die gestrichenen Koordinaten durch die urspriinglichen ungestrichenen
Koordinaten aus, finden wir

zg =2(71 (20 — B121) — Pavi(z1 — Brzo)) | (105)
21 =y2(71(21 — B120) — Bayi(zo — B121)) . (106)
. | 0.5 Punkte
Wir formen Gl. (106) ein wenig um zu .
2y =va(v1(z1 — P1z0) — Bavi(z0 — Biz1)) (107)
=Y2v1(1(1 + Baf1) — 2o (B1 + B2)) ‘ (108)

Identifizieren wir diese zwei aufeinander folgenden Transformation mit 71,2 und 319 mit einer
einzelnen Transformation mit dem Boost-Faktoren -y und B, so muss gelten

zg =7(z0 — Bz1) (109)
27 =y(z1 — Bo) . - (110)
Ein Koeffizientenvergleich von Gl (108) und (110) liefert zum Beispiel
Y =n72(1+ B261) (111)
2 Punkte

Also (beachte, dass im Folgenden ¢ = 1 gesetzt wird)
1 1 1

= 1+ vv)
V1—12 \/l—vf\/l—vg(

(112)




Dies lisst sich nach v aufiosen:

1 (14 v1v3)?
E (113)
1-v2  (1-v)(1—v3
1—vd)(1 —v)
AT, 03 o 2 114
i & (1+ 1102)2 e
2 ; (1'*"0%)(1—’05) 1
=1= 15
A , (1 - U1U2)2 ( )
RO, 70 L ) o
1+ vive
v + V2
i 11
1 — vivg/c? (117)
1 Punkt

Anmerkung: Bedenkt, dass die Addition der Geschwindigkeiten und damit die gesuchte Formel
auch auf anderen Wegen gezeigt werden kann.



