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Aufgabe 1: “Quickies” (14 Punkte)
a) Berechnen Sie Vr. (2 Punkte)
Losung: (Vr); = a%i Z;’:l x? =zi/r = Vr =7/r =&,

b) Gegeben sei eine Ladungsverteilung

o(r,0,¢) = kO(Ry — r)0(r — R1)6(cos 9) r?sin) Ry > R; >0,

in Kugelkoordinaten. Die Gesamtladung sei gleich ). Berechnen Sie k. (4 Punkte)
Losung:
Ry 1 2w 27_[_ 5Q
Q=k / ridr / dcosﬁx/l—coszﬁé(cosﬁ)/ d¢ = k=—(R5—R}), k= —
Ry -1 0 5 277(R2 - Rl)
—— ~ ~—
=1/5(R3—R}) =1 =27

¢) Wie wiirden die Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik lauten, falls es magnetische Monopole
gibe? (2 Punkte)
Loésung: V X B = upje, V- B = popm

d) Das Vektorpotential eines Dipols lautet ED(F) = Z—;”Eéﬁ Zeigen Sie, dass fiir die magnetische
Induktion gilt:

Bp(7) = Ho <3m T E)




Hinweis: Es ist ZZ 1 €ijk€imn = 5jm51m 3inOkm- (6 Punkte)
Losung: Ergebnis folgt mit Bp =V x Ap und

= i 0 x
[V X (m X —3>] = el-jk—eklnml—g (Summenkonvention)
)], Ox;j r
5nj 3£Cj$n
= mu(6ubjn — 0inlj) | —5 — —5 (Produktregel)
r r
3m;  my mir? m-r
r3 r3 ro + RER
= —— 43—
rd * r5

Aufgabe 2: Greensche Funktion (11 Punkte)

Betrachten Sie eine unendlich ausgedehnte, leitende Ebene z = 0. Innerhalb eines Kreises um den
Ursprung vom Radius a in dieser Ebene habe das Potential den festen Wert ¢ = U, und auflerhalb
dieses Kreises sei ¢ = 0.

a) Geben Sie die Greensche Funktion fiir Dirichletsche Randbedingungen G p (7, 7") fiir den Halb-
raum V = {7: z > 0} an. Erinnern Sie sich hierzu an den Zusammenhang mit der Methode der
Spiegelladungen. Beachten Sie, dass Gp auf (9V (d.h. fiir z = 0) verschwinden muss.

Hinweise: Es ist allgemein Gp(7,7") = 47TEO = r,| + f(7, 7)), mit A f(7,7") = 0 fiir alle 7, 7/ in

V. Beachten Sie, dass A Gp(7,7') = —1/ed (7 — ') fiir alle 7, 7" in V. (4 Punkte)
Lésung: Sei Ladung ¢ am Ort 7/ = (z/,y’,2’)T und Spiegelladung ¢’ = —¢q am Ort 7" =
(Cﬂl,y/, _Z/)T
- 1 q q
= =
2= e <\F— 7 - wy)

q 1 B 1
4meo <\/(~’C — 2+ y-yP+ (-2 Ja-dP+ -yt zf)2>
Es gilt p(z,y,2=0) =0

S Gp( ) = — ! - !
D 4men \/(x_x/)2+(y_y/)2+(z_zl)2 \/(x—x’)2+(y—y’)2+(z+z’)2

b) Leiten Sie einen Integralausdruck fiir das Potential an einem beliebigen Punkt P in dem ladungs-
freien Halbraum z > 0 her.
Hinweis: Verwenden Sie Zylinderkoordinaten. Gehen Sie von der allgemeinen Darstellung des
Potentials
0Gp

o) = [ oG — e ol G A

aus, wobei 7/ die nach auBen gerichtete Flichennormale auf AV ist (9Gp/On’ =i - V7#Gp). (4
Punkte)
Losung: o(7') =0 =

wobei




und ¢(2',y', 2" = 0) = U fiir \/y? + 22 < a, sonst Null.
N.B.: 7/ = —¢,.
In Zylinderkoordinaten:

@ = Z [ ! .
’ 2y o [p%+ P2 —2pp cos(p— )+ z2]3/2'0 p

mit p = /22 + 92, p) = /22 + 32 und = pcos ¢, etc.

c) Das Resultat fiir das Potential aus Teil b) lautet

o(f)=....

Zeigen Sie, dass das Potential entlang der Achse, die senkrecht zur Ebene z = 0 durch den
Mittelpunkt des Kreises verlduft, gegeben ist durch

0(0,0,2) = U(l—ﬁ).

(3 Punkte)
Losung: Entlang der z-Achse gilt p =0 =

Uz [ e 1 —z
= = — d / B S———— /d / = _
(p=0,2) o Jq ¢/0 (02 + 2p2” P U[(p/2+22)1/2

()

Aufgabe 3: Radialsymmetrisches elektrisches Feld (15 Punkte)
Betrachten Sie das kugelsymmetrische elektrische Feld

- k¢
EfF)=——" _ 0.
N arar 7
a) Berechnen Sie das zugehorige Potential ¢(r). (8 Punkte)
Losung: Mit Vf(r) = f/'(r)é, und E = —V folgt:
k d k1
o(r) === [ =y = el

) (r+a)? e (r+a)
C =0 falls p(r) == 0.

b) Berechnen Sie die Ladungsdichte o(r).

(Zwischenergebnis: o(r) = Qk%m) (4 Punkte)
Losung:
- = € 0,4 a 1
Q(T) = EOV B = ﬁa(r ET’) = Qk;m (Produktregel) .
c¢) Berechnen Sie die Gesamtladung Q). (4 Punkte)

Losung:

1 2  rdr
Q = 2ka / dcos@ / do / (Partielle Integration)
—1 0 0

(r+a)?
T 00 > dr
- 8ﬂka<_%(r—|—a)2‘o +%/0 (r—|—a)2)
T 1 o0
- 47Tka[_(r—i—a)2_(r+a)}o

= 4wk (Substitution auch moglich)



d) Berechnen Sie die elektrostatische Energie des Feldes gemiB W = eo/2 [ d3r|E(7)[2.

(4 Punkte)
Losung:
2 kQ 00
wo= = / (Substitution £ = r + a)
0 7“ + a
2 kQ 00
) / dg
€0
2mk? [ a?
— d _
€0 / 5 52)
B 2rk? { 1 g 1 a® ]
e 5 &2 3¢
B 2rk?
~ 3ae
Weitere niitzliche Formeln:
Divergenz in Kugelkoordinaten:
- - 10 1 9 1 04,
A= S —(r*A, A 0) + —
v r2 or (r )+r51 989( osind) + rsinf 0¢
Gradient in Kugelkoordinaten:
- 0 10 1 0
Vi/} - —wé;' + _w _) 1/} e,

a0 reing 06



