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Aufgabe 1: “Quickies” (14 Punkte)

a) Berechnen Sie ~∇r. (2 Punkte)

Lösung: (~∇r)i = ∂
∂xi

√
∑3

j=1 x
2
j = xi/r → ~∇r = ~r/r = ~er.

b) Gegeben sei eine Ladungsverteilung

̺(r, ϑ, φ) = k θ(R2 − r)θ(r −R1)δ(cos ϑ) r
2 sinϑ , R2 > R1 > 0 ,

in Kugelkoordinaten. Die Gesamtladung sei gleich Q. Berechnen Sie k. (4 Punkte)
Lösung:

Q = k

∫ R2

R1

r4dr

︸ ︷︷ ︸

=1/5(R5

2
−R5

1
)

∫ 1

−1
d cosϑ

√

1− cos2 ϑ δ(cos ϑ)

︸ ︷︷ ︸

=1

∫ 2π

0
dφ

︸ ︷︷ ︸

=2π

= k
2π

5
(R5

2−R5
1) , k =

5Q

2π(R5
2 −R5

1)
.

c) Wie würden die Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik lauten, falls es magnetische Monopole
gäbe? (2 Punkte)
Lösung: ~∇× ~B = µ0~je, ~∇ · ~B = µ0ρm

d) Das Vektorpotential eines Dipols lautet ~AD(~r) =
µ0

4π
~m×~r
r3

. Zeigen Sie, dass für die magnetische
Induktion gilt:

~BD(~r) =
µ0
4π

(

3
~m · ~r
r5

~r − ~m

r3

)
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Hinweis: Es ist
∑3

i=1 ǫijkǫimn = δjmδkn − δjnδkm. (6 Punkte)

Lösung: Ergebnis folgt mit ~BD = ~∇× ~AD und
[

~∇×
(

~m× ~r

r3

)]

i

= ǫijk
∂

∂xj
ǫklnml

xn
r3

(Summenkonvention)

= ml(δilδjn − δinδlj)

[
δnj
r3

− 3xjxn
r5

]

(Produktregel)

=
3mi

r3
− mi

r3
− 3

mir
2

r5
+ 3

~m · ~r
r5

xi

= −mi

r3
+ 3

~m · ~r
r5

xi

Aufgabe 2: Greensche Funktion (11 Punkte)

Betrachten Sie eine unendlich ausgedehnte, leitende Ebene z = 0. Innerhalb eines Kreises um den
Ursprung vom Radius a in dieser Ebene habe das Potential den festen Wert ϕ = U , und außerhalb
dieses Kreises sei ϕ = 0.

a) Geben Sie die Greensche Funktion für Dirichletsche Randbedingungen GD(~r,~r
′) für den Halb-

raum V = {~r : z > 0} an. Erinnern Sie sich hierzu an den Zusammenhang mit der Methode der
Spiegelladungen. Beachten Sie, dass GD auf ∂V (d.h. für z = 0) verschwinden muss.
Hinweise: Es ist allgemein GD(~r,~r

′) = 1
4πǫ0

1
|~r−~r ′| + f(~r,~r ′), mit ∆ f(~r,~r ′) = 0 für alle ~r, ~r ′ in

V . Beachten Sie, dass ∆GD(~r,~r
′) = −1/ǫ0δ(~r − ~r ′) für alle ~r, ~r ′ in V . (4 Punkte)

Lösung: Sei Ladung q am Ort ~r ′ = (x ′, y ′, z ′)T und Spiegelladung q ′ = −q am Ort ~r ′′ =
(x ′, y ′,−z ′)T

⇒ ϕ(~r) =
1

4πǫ0

(
q

|~r − ~r ′| −
q

|~r − ~r ′′|

)

=
q

4πǫ0

(

1
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
− 1
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2

)

Es gilt ϕ(x, y, z = 0) = 0

⇒ GD(~r,~r
′) =

1

4πǫ0

(

1
√

(x− x ′)2 + (y − y ′)2 + (z − z ′)2
− 1
√

(x− x ′)2 + (y − y ′)2 + (z + z ′)2

)

b) Leiten Sie einen Integralausdruck für das Potential an einem beliebigen Punkt P in dem ladungs-
freien Halbraum z > 0 her.
Hinweis: Verwenden Sie Zylinderkoordinaten. Gehen Sie von der allgemeinen Darstellung des
Potentials

ϕ(~r) =

∫

V
d3r′ ̺(~r ′)GD(~r,~r

′)− ǫ0

∮

∂V
ϕ(~r ′)

∂GD

∂n′
df ′

aus, wobei ~n′ die nach außen gerichtete Flächennormale auf ∂V ist (∂GD/∂n
′ = ~n′ · ~∇~r ′GD).(4

Punkte)
Lösung: ̺(~r ′) = 0 ⇒

ϕ(~r) = ǫ0

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dy′ϕ(x′, y′, z′ = 0)

∂GD

∂z′

∣
∣
∣
∣
z′=0

,

wobei
∂GD

∂z′

∣
∣
∣
∣
z′=0

=
2z

[(x− x ′)2 + (y − y ′)2 + z2]3/2
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und ϕ(x′, y′, z′ = 0) = U für
√

y′2 + x′2 < a, sonst Null.
N.B.: ~n′ = −~ez.
In Zylinderkoordinaten:

ϕ(~r) =
Uz

2π

∫ 2π

0
dφ′
∫ a

0

1

[ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ cos (φ− φ′) + z2]3/2
ρ′dρ′

mit ρ =
√

x2 + y2, ρ′ =
√

x′2 + y′2 und x = ρ cosφ, etc.

c) Das Resultat für das Potential aus Teil b) lautet

ϕ(~r) = . . . .

Zeigen Sie, dass das Potential entlang der Achse, die senkrecht zur Ebene z = 0 durch den
Mittelpunkt des Kreises verläuft, gegeben ist durch

ϕ(0, φ, z) = U

(

1− z√
a2 + z2

)

.

(3 Punkte)
Lösung: Entlang der z-Achse gilt ρ = 0 ⇒

ϕ(ρ = 0, z) =
Uz

2π

∫ 2π

0
dφ′
∫ a

0

1

[ρ′2 + z2]3/2
ρ′dρ′ = U

[ −z
(ρ′2 + z2)1/2

∣
∣
∣
∣

a

0

]

= U

(

1− z√
z2 + a2

)

Aufgabe 3: Radialsymmetrisches elektrisches Feld (15 Punkte)

Betrachten Sie das kugelsymmetrische elektrische Feld

~E(~r ) =
k

ǫ0

~er
(r + a)2

, a > 0 .

a) Berechnen Sie das zugehörige Potential ϕ(r). (3 Punkte)
Lösung: Mit ~∇f(r) = f ′(r)~er und ~E = −~∇ϕ folgt:

ϕ(r) = − k

ǫ0

∫
dr

(r + a)2
=

k

ǫ0

1

(r + a)
+ C ,

C = 0 falls ϕ(r)
r→∞−→ 0.

b) Berechnen Sie die Ladungsdichte ̺(r).
(Zwischenergebnis: ̺(r) = 2k a

r
1

(r+a)3 ) (4 Punkte)
Lösung:

̺(r) = ǫ0~∇ · ~E =
ǫ0
r2

∂

∂r
(r2Er) = 2k

a

r

1

(r + a)3
(Produktregel) .

c) Berechnen Sie die Gesamtladung Q. (4 Punkte)
Lösung:

Q = 2ka

∫ 1

−1
d cos θ

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

0

rdr

(r + a)3
(Partielle Integration)

= 8πka
(

− 1

2

r

(r + a)2

∣
∣
∣

∞

0
+

1

2

∫ ∞

0

dr

(r + a)2

)

= 4πka
[

− r

(r + a)2
− 1

(r + a)

]∞

0

= 4πk (Substitution auch möglich)
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d) Berechnen Sie die elektrostatische Energie des Feldes gemäß W = ǫ0/2
∫
d3r| ~E(~r)|2.

(4 Punkte)
Lösung:

W =
2πk2

ǫ0

∫ ∞

0

r2dr

(r + a)4
(Substitution ξ = r + a)

=
2πk2

ǫ0

∫ ∞

a
dξ

(ξ − a)2

ξ4

=
2πk2

ǫ0

∫ ∞

a
dξ
( 1

ξ2
− 2a

ξ3
+
a2

ξ2

)

=
2πk2

ǫ0

[

− 1

ξ
+

a

ξ2
− 1

3

a2

ξ3

]∞

a

=
2πk2

3aǫ0

Weitere nützliche Formeln:

Divergenz in Kugelkoordinaten:

~∇ · ~A =
1

r2
∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(Aθ sin θ) +

1

r sin θ

∂Aφ

∂φ

Gradient in Kugelkoordinaten:

~∇ψ =
∂ψ

∂r
~er +

1

r

∂ψ

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂ψ

∂φ
~eφ
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