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Aufgabe 1: Randbedingungen in Materie (2 P)

Betrachten Sie ein Material mit der Permittivitat ; und der Permeabilitat p1, das mit einem Material
mit Permittivitat e und Permeabilitat ps in Kontakt steht.

1.a) Leiten Sie die Randbedingung fiir D, = (D - ) in Abwesenheit freier Ladungen her.

a)
1.b) Wie dndern sich die vorherigen Ergebnisse, wenn es freie Ladungen gibt?
1.c) Leiten Sie dir Randbedingung fiir H | = H — H, in Abwesenheit freier Strome her.
1.d) Wie dndern sich die vorherigen Ergebnisse, wenn es freie Strome gibt?
Losung 1.a) (0.5 Punkte)
Hier gehen wir dhnlich wie fiir die Stetigkeitsbedingungen der E' und B- Felder vor. Wir integrieren
iiber D in einer infinitesimal kleinen Box um die Grenzflache der beiden Dielektrika. Fir D gilt
V-D = 0 (in Abwesenheit freier Ladungen). Seien Sie jedoch vorsichtig, da V-E = 0 in dielektrischen

Materialien nicht mehr gilt, ist die senkrechte Komponente des E-Feldes im Allgemeinen nicht mehr
stetig: F1 # E2.

Zurtick zu unserem Integrationsvolumen: wir betrachten ein Zylinder mit einer Hohe h und einer
Grundflache A. Wir bekommen:

0= / AVps = / dVV-D = [ D-dS = Dy (Ahy)+ Dy - (Afy)+Fluss durch Zylindermantel (1)
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wobei wir die Grundflache A als klein genug nehmen, um das Feld auf ihrer Oberflache als konstant
approximieren zu konnen. Der ”Fluss durch den Zylindermantel” ist durch die Oberfliche 27 Rh
bestimmt. Wie iiblich betrachten wir das Limit, in dem h — 0 geht, sodass dieser Fluss effektiv

0 ist. AuBerdem sind die Normalvektoren auf Grundflachen entegengesetzt: ny = n = —n;. Also
haben wir D} = D?.
Losung 1.b) (0.5 Punkte)

Falls es freie Ladungen gibt, erhalten wir (D-Fluss bleibt unveriindert):

A(D? — P = / Vs = Q; 2)

wobei @)y die eingeschlossene Gesamtladung ist. Wir haben wieder die Hohe des Zylinders ver-
nachléassigt und nur Beitrage von den Grundflachen betrachtet.

53—51:%5% (3)

wobei o die Oberflachenladungsdichte der freien Ladungen ist.

Losung 1.c) (0.5 Punkte)

Wie im Fall der Herleitungen der Stetigkeit von §‘|, betrachten wir hier einen rechteckigen Integra—
tionspfad. Wir betrachten jedoch das Feld H, fiir das (in Abwesenheit freier Ladungen) VxH=0

gilt. Seien Sie jedoch vorsichtig, in dielektrischen Materialien gilt nicht VxB= 0, daher haben wir
im Allgemeinen nicht BH = Bﬁ

Zurtick zum Integrationspfad: Wir betrachten ein Rechteck mit einer Hohe h und einer Lange [, aber
vernachlassigen wieder die Hohe A, d.h. h — 0. Wir erhalten:

oz/;f.dgz/ﬁxﬁ.ds*: -l = - (i) + f, - (i) (4)
S S oS

wobei wir die Basisldnge [ klein genug genommen haben, um das Feld auf der Rechteckbasis als
konstant approximieren zu konnen. Wir haben die Beitrage entlang der Hohe verschwinden im Limit
h — 0. Aber auch wenn wir nicht das Limit o~ — 0 nehmen wiirden, heben sich die Beitrige
gegenseitig auf (wenn die Feldwerte auf den Hohen des Rechtecks gleich sind, was fiir infinitesimale
Integrationsflichen giiltig ist). AuBerdem gilt t, = £ = —£;.

Also haben wir H} | = —H H2

Losung 1.d) (0.5 Punkte)

Falls es freie Strome gibt, haben wir (das Wegintegral von H bleibt unverdndert):

z(ErQ—Erl)-z?:/jf-dgzjL (5)
S

wobei wir das Limit A — 0 verwendet haben, um die Stromdichte als konstant approximieren zu
konnen. J, ist der Gesamtstrom, der durch die Oberflache S flief3t.

Also haben wir (Hy — Hy) - = J, /1.

Dies kénnte dhnlich verwendet werden, um k; = J, /I zu definieren, wobei k die Stromdichte pro
Lénge wire, wahrend j die Stromdichte pro Fliche ist. Wir konnen dann Folgendes schreiben:

Hﬁ Hl—kl



Aufgabe 2: Vierer-Potential fiir bewegte Punktladung (4 P)

Betrachten Sie eine bewegte Punktladung mit dem Ortsvektor 7,(¢) in einem Inertialsystem Z.

2.a) Geben Sie den Vierer-Vektor z(t) an, welcher die Position der Punktladung in der Raumzeit

charakterisiert, sowie die Vierer-Geschwindigkeit u/(t) in Abhéngigkeit von @, (t) = 7.

2.b) Betrachten Sie nun eine Messung bei z# = (¢,7) und den Vierer-Abstandsvektor RH(t') =
ot — xh(t'). Zeigen Sie, dass eine elektromagnetische Welle, die von der Punktladung zum
Zeitpunkt ¢ ausgesendet wird, genau dann bei z# gemessen wird, wenn R*(t')R,(t') = 0 gilt.
Losen Sie diese Gleichung fiir ¢ (mit der zusétzlichen Bedingung R°(#') > 0, um Kausalitét
sicherzustellen).

2.c) Zeigen Sie, dass

—

u”(t') By (t') = 7q(t")e(1 = &q(t") - By(t')) |7 — 7 ()] (6)
wobel é,(t") wie folgt definiert ist:
TN i 1)
éq(t') = ()] (7)

2.d) Betrachten Sie das Vierer-Potential

_ Hogc “g(t/)
4 uZ(t’)Ry(t’) RYRy—0, ROS0

APz (8)

Welche Ausdriicke ergeben sigh daraus fiir das Skalarpotential ® und das Vektorpotential Ain
Abhéngigkeit von é,(t") und §,(t')?

2.e) Wie transformiert das Vierer-Potential unter einer Lorentztransformation A vom Inertialsystem
7 zum Intertialsystem Z'7?

Losung zu Aufgabe 2:
Losung 2.a) (0.5 Punkte)

Der Vierer-Ortsvektor ist x4(t) = (ct, 7 (t)). Und fiir die Vierer-Geschwingikeit gilt

dxt(t)  dxk(t) dt dxk(t)
po_ g\ g\t at q
YT Ty aar - =g ©)
wobei 7 die Eigenzeit und v der Lorentzfaktor ist.
Losung 2.b) (1 Punkte)

Wir haben 2* = (ct,7) und zlf = (ct',7(t')). Die Differenz beider Vektoren ergibt:
R = (c(t = 1), 7 = (1)) (10)
Wenn wir diese quadrieren, bekommen wir:
R'R, = nuR'R" = c*(t — 1) — |7 = 7y (t) (11)
Die erste Bedingung R” R, = 0 entspricht

—)_ — t/
2t — ) = [ ()2 -t —t = 1T =Tl (12)



wahrend die Zweite ¢t — ¢’ > 0 impliziert. Es folgt

(13)

Das ist die retardierte Zeit, die wir in der Vorlesung und vorherigen Aufgaben kennengelernt haben.

Was ist die physikalische Interpretation des Ergebnis (wie in Z gesehen)? Der rdumliche Abstand
zwischen dem Emissionspunkt 7% (') und dem Beobachtungspunkt 7 ist |77 —7,(¢')|. Die Zeit zwischen
der Emission und der Beobachtung ist |t —t|. Die Geschwindigkeit des Signals, um diese Entfernung
in dieser Zeit zurlickzulegen, ist Vﬁf—i(tt‘l)l Im Fall einer elektromagnetischen Welle (im Vakuum)
betragt die Geschwindigkeit des Signals c¢. Fiir Ereignisse, deren Abstand die Bedingung R¥ R, = 0
erfiillt, sprechen wir von lichtartigen Ereignissen, da sie fiir ein Signal, das mit Lichtgeschwindigkeit

reist, in kausalem Kontakt stehen.

Losung 2.c) (1 Punkte)

Die Vierer-Geschwindigkeit ist u* = (y¢,v7,). Aus der Kontraktion mit dem Abstandsvektor folgt

u'R, =y (t —t') — 47, - (F = 7 (t)) (14)
Nun muss das Ergebnis fiir ¢/ = ¢ — WLg(t/)' ausgewertet werden. Auflerdem konnen wir die aus der

Vorlesung bekannten Definition 77— 7, (') = |7 — 7 (t')|é, einfiihren:

) 7o L L .
wR, = IOl g, e = e RN~ Byoe) (19
RYR,=0,R0>0

Dieser Ausdruck sollte bekannt sein, da er dem Nenner der retardierten Potenziale entspricht. Erin-
nern Sie sich an die Definition des Vierer-Potentials A* = (2, A).

Losung 2.d) (1 Punkte)
P — A0 — foge® u° _ 4 ye _ 4 1
A Ry [pep,—o pos0 A€ yelF = T (t)|(1— By - g) AT [F— 7 (¢)](1— By - ¢y)
(16)

Dieser Ausdruck entspricht dem retardierten Skalarpotential, das Sie in der Vorlesung in einer weniger
kompakten Form gesehen haben.

Es sollte einen nicht iiberraschen, dass die Komponenten A* dem retardierten Vektorpotential entsprechen,
dennoch rechnen wir sie explizit aus:

7 Hoge u'é _ Hoge VB, _ Hog U, (17)
AT U Ry | g, =0, o0 AT el — 7 (#)](1 — By - &) AT |7 — 7 (t)|(1 = By - &)
welches, wie erwartet, dem retardierten magnetischen Vektorpotential entspricht.

Losung 2.e) (0.5 Punkte)

Das Vierer-Potential A* ist ein Vierer-Vektor und erfiillt die gewohnlichen Transformationsregeln:

A = AR AV (18)

Fiir einen expliziten Ausdruck kénnen wir ein Bezugssystem mit einer Geschwindigkeit v = vé,
betrachten:



& v =B 0 0\ /2 7(%—514;)

, v Al B v 0 0] [A Y(As — BT)

Lo AM _ z | _ — c

A=A == =0 0 10|47 A, (19)
A o o0 o0 1) \A. A,

Aufgabe 3: Die reflektierte Welle (4 P)

Betrachten Sie eine elektromagnetische Welle, die in die z-Richtung propagiert. Die elektrische
Feldkomponente dieser Welle ist

—

By = EpeltaD g (20)

Bei z = 0 trifft die elektromagnetische Welle auf einen perfekten Leiter mit unendlicher Leitfahigkeit.
Durch die induzierte Oberflachenlasung entsteht eine zweite elektromagnetische Welle, die in die
entgegengesetzte Richtung propagiert:

Epop = Byelhetdl g (21)
3.a) Welche Randbedingung muss das elektrische Feld bei z = 0 erfiillen? Bestimmen Sie daraus die
Amplitude F; und Phase ¢ der reflektierten Welle.

3.b) Berechnen Sie das elektrische Feld Etot, das aus der Uberlagerung der einlaufenden und reflek-
tierten Welle entsteht. Schreiben Sie Fy, in Form trigonometrischer Funktionen auf.

3.c) Skizzieren Sie Re (Etot(z, t)) als Funktion von z (fiir z < 0) fiir zwei Zeitpunkte ¢, € (0, %) und
ty € (E Q—W)

w? w

3.d) Bestimmen Sie gtot, d.h. die Summe der eingehenden und reflektierten magnetischen Kom-
ponenten der elektromagnetischen Welle fiir z < 0. Ist auch fiir das magnetische Feld die
Randbedingung bei z = 0 erfillt?

Losung zu Aufgabe 3:
Losung 3.a) (0.5 Punkte)

Das Potential muss auf der Oberflache konstant sein, daher muss die parallele Komponente vom
E-Feld an der Grenzflache verschwinden. Dies impliziert:

0= En(z=0,t) + Ewt(z = 0) = (Ey + E1e)e ™6, — By = By, p =7 (22)

Die reflektierte Welle ist also um 7 phasenverschoben gegeniiber der eingehenden Welle.

Losung 3.b) (1 Punkte)

Die reflektierte Welle ist:

Epey = —Epelh @D g (23)
Das Vorzeichenwechsel der Amplitude kann damit physikalisch erklart werden, dass der Leiter die
Wirkung des einfallenden elektrischen Feldes ausgleichen muss. Dies ist auch erforderlich, um die
Randbedingung zu reproduzieren, dass das elektrische Feld auf dem Leiter verschwindet und die
parallele Komponente des Feldes stetig ist.



Wenn wir beide Felder summieren, bekommen wir:
Etot = Eyé, (ei(kz—wt) _ e—i(kz-l-wt)) = Eyé, et (eikz _ e—ikz) =2F, &, sin(k‘z)ie_iwt (24)

sodass der Realteil Re(E,) = 2E, sin(kz) sin(wt) & ist.
Losung 3.c) (1 Punkte)

Fiir ¢; und ¢, hat das Feld entgegengesetzte Vorzeichen (in Richtung é; und dann in Richtung — é).

Es ist auch wichtig zu bemerken, dass die Positionen der Maxima/Minima und Nullstellen gleich
5w

bleiben: Dies ist eine stehende Welle! Wir skizzieren fur ¢; = 55 und ¢, = 37, sodass in einem Fall

die maximale Amplitude 2 ist und im anderen Fall V2 ist.

kz
Losung 3.d) (1.5 Punkte)

Die einfallende und reflektierte magnetische Welle konnen durch B= % x E bestimmt werden. Dabei
muss beachtet werden, dass k& der reflektierten Welle das entgegengesetzte Vorzeichen hat! ki = &,

~

and lz:ref = —§&,:

an 0 i(kz—wt) éy (25)
c
By = —Ce ittt o (26)
c
Das gesamte Magnetfeld ist
By = 70 (6—z(kz—wt) + e—z(kz+wt)) éy _ 2706—20.)15 COS(k’Z) éy (27)

Der Realteil ist durch Re(Byy) = 250 cos(kz) cos(wt) &y, gegeben.

Im Gegensatz zum E-Feld verschwindet das B-Feld nicht an der Leiteroberflache. Dies stellt keinen
Widerspruch dar, da auf der Oberflache eines Leiters nur die Normalkomponente des B-Feldes ver-
schwinden muss.

Losung 3.e) (0 Punkte)

Uber den Aufgabentext hinaus: was passiert im Leiter?

Intuitiv und durch Symmetrietiberlegungen wird die vom Leiter generierte Welle auf beiden Seiten
der Grenzfléche gleich sein. Sie propagiert nur in die andere Richtung (é,). Sie hat also die Form:

Et'rans - _Eoe—i(—kz+wt) éx (28)
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Diese Welle wiirde Ej, ausgleichen, sodass kein E-Feld im Leiter entsteht. Fiir das Magnetfeld
bekommen wir Bians = % X Ejrans, sodass:

Btrans = __06_1(_kZ+Wt) éy (29)
&

welches Bj, ausgleicht. Insgesamt sind keine magnetischen oder elektrischen Felder im Leiter.

Beachten Sie, dass die parallele Komponente des magnetischen Feldes eine Diskontinuitat aufweist,
aber das ist kein Problem, da wir wissen, dass die parallele Komponente des magnetischen Feldes
nicht stetig sein muss. Tatsachlich wissen wir, dass die Diskontinuitat mit dem induzierten Strom
im Leiter zusammenhangt.

Unter Verwendung der Randbedingung, die wir haben (alles im Vakuum) j: —¢, X (EZe ft— gTight) =
—8, xéleft = 2% cos(wt) é.
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