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1 Mathematische Hilfsmittel

1.1 Die Dirac’sche Deltafunktion §(x)

(genau genommen: §-Distribution)

1.1.1 Definition
seix € R, I C R, dann gilt:

1 I
/da;5(x—a:0)—{ wenn xg €
I

0 wenn xo ¢ I

1.1.2 Explizite Definition (eine von vielen):

177 3 2 ,'7
s = 2 (e =ap)

1.1.3 Eigenschaften der o-Funktion:
B
L [dz[f(@)-3(x—a)] =

2. 6(f(z)) = 2 Ty 0@ = )

Dabei sind z; die einfachen Nullstellen von f(x). f(x;) =0, f'(z;) # 0

3. f(2) - 8'(x —a) = —f'(a) - 6(a — a)

1 z>0

4. definiere Stufenfunktion ©(z) = [ dy d(y) =
s 0 <0

x = 0 ist Definitionsliicke.

Die Eigenschaften 2 und 3 gelten dabei, wenn die linke Seite der Gleichung wie in Eigen-
schaft 1 an eine Funktion multipliziert und dieses Gesamtkonstrukt integriert wird.



1.2 Taylorentwicklung von Feldern
1.2.1 Funktion
f(z) hat Taylorreihe um = = xg:

—+00

friz) = <$!f(n)($o) (z— 500)”)

n=0
Dabei gilt:
e f( ist n-te Ableitung von f: f(")(z) = d% (x)
e f ist in R unendlich oft differenzierbar: f € C*°(R)

e im Konvergenzbereich fr(z) = f(z)

1.2.2 Nablaoperator

9
- o1
R
oxs
1.2.3 Skalarfeld
1
(P(f) :Lp(.%'l,xg,xg), =[x
3
Taylorreihe von ¢(¥) um &
N T o\ .
o7 (T + 0%) = Z — Zéxj B o(Z) = TV o(Z)
n=0  \j=1 J

1.2.4 Vektorfeld

~ Ei(x1, 22, x3)
E(f) = Eg(xl,xg,xg)
E3(x1, 22, x3)

Skalarprodukt: Z - ¢ = x1y1 + T2y2 + T3ys3

3
Kreuzprodukt: (Z X 4), = epxiyj | = > €ijrxiy; Einstein’sche Summenkonvention),
ij=1
€;j1 = Epsilontensor = +1
Taylorreihe von E(Z) um &
i o\ .
) v 7Y = P ._)q—éf.v._)_’
Brgn =31 (z; b2, a) B3 = 57 . B
n= 1=

1.2.5 Differentialoperatoren
e Gradient: grady = V - ¢ (=Vektor)
e Divergenz: divE =V - E (=Skalar)
e Rotation: rotE = V x E (=Vektor)

e LAPLACE-Operator: A = V-V = 88722 + 2+ 88722
1 3

2
O0x3



1.3 Flachenintegrale
Fliiche F = {7(u,v)|(u,v) € D} C R® u,v: Parameter, D: Definitionsmenge

orientierte Flachenelemente: df: (g—i X %) dvdu=df -n

1.3.1 Fluss des Vektorfelds E(7) durch die Fliche S

) f = Teilfliche von S

ps(B)= [ E@)-af = 1w Y )67
s i=1
os(E) = /S dvdu E (7(u, v)) ‘iz gZ)

1.3.2 Zirkulation

C: geschlossene, doppelpunktfreie Kurve

1.4 Bedeutung von grad, div und rot

e FER3 A €R
= grad h gibt die Richtung des steilsten Anstiegs(!) an

e OV Volumenstiick, S(6V') Oberfliche (Surface) von 6V
.o . 1 AN . .
= (x) divE = 6%}130 v fs(év) Edf = Mittlere Quelldichte des Vektorfelds

7 ist Normalenvektor der Fliche Fo, OF¢ eine geschlossene Linie um Fg
= (%x) A1 -rotE = lim -+ EdF
( ) Fc—0 Fo 650

rotE ~"Mittlere Flichendichte der Zirkulation von E"

1.5 Integralsitze

1.5.1 Gauf}
0V Oberflache von V, d f Flachenelement von 9V

/ &Pr - divE(F) = jf Edf

v oV
Herleitung mit (%), Grenzflichen benachbarter infinitesimaler Volumenelemente heben sich
gegenseitig auf, so dass nur die Grenzflache iibrig bleibt.

2 Anwendungen:
e j: Stromdichte, S: Fliche, o Ladungsdichte



f jdf = Strom durch S

S
= -Anderung der Gesamtladung

— 9 3
__&/er

\%
Caul / divjd3r
1%

Do | S7 _
5+ Vi=0

G 3 (00 | 5.7
= |dr|5 +d =0vV = Ot .
J " <3t g ) Kontinuititsgleichung

e Green’sche Identitét: ¢, :Skalarfelder

[ (o204 9p90) d'r = § oTvaf
14 ov
1.5.2 Stokes
F: eine Fliche, OF: umschliefender Pfad der Fliche F, d f Flachenelement von F
7{ Edi = / rotEdf
oF F

Herleitung: Die Rotationen der Grenzflichen benachbarter infinitesimaler Flichenstiicke
heben sich gegenseitig auf, so dass nur die Grenzlinie iibrig bleibt.



2 Elektrostatik

2.1 Coulombgesetz

Die gesamte Elektrostatik basiert auf dem Coulombgesetz (1785):

" T1 — T
Fi=k-qq- ———
|71 — 23
Die Gesamtkraft auf ein Teilchen ist die Vektorsumme der einzelnen Coulombschen Zweikor-
perkrifte:
Fi(%) = q; - qu‘ilz .

— -3
j#i ‘xl - xj’

2.2 Einheitensysteme

e Gauss-cgs: k =1 Ladungseinheit = esE (esU)

o MKSA(SI): k = 47}60 = 1077¢?, Dielektrizitiitskonstante des Vakuums ey = 8,854 -
107125
m

Wir verwenden das cgs-System.

2.3 Das elektrische Feld

Ein mathematisches Konzept

2

F’ —
” lim (.’IT)

L = E(a?) (Elektrische Elementarladung =~ 5 - 10*16esu)
q—0 q

Das E-Feld am Punkt Z, das eine Punktladung am Ort Z; erzeugt:
E(&) =q1 -

Lineare Superposition:

Punktladung ¢, geschlossene Fliche S:

:fﬁ.ﬁda— img g€ VI(S)
J 0 g V(s



2.3.1 Das Gaull’sche Gesetz

Verallgemeinert obiges Integral:
%E -nda = 47r/d3mg(f)
S \%

Eine der Grundgleichungen der Elektrostatik. Sie folgt aus:
o '~ %2
e F'ist Zentralkraft

e lineare Superposition der Wirkungen verschiedener Ladungen

Mit Gaufschem Integralsatz:

= 1
— 30 2 .| _vwlx)
Jeswn [0
_ oW /d33:’ o(Z")
|7 — |
=V xE=0
=V x E(@) =0 (2)

(2) = Das Skalarpotential (f= Freiheitsgrad)

E(#) = -Vo(7) (3)
~—~— ——
f=3 f=1

= Poisson-Gleichung: ’A@(i) = —4mo(Z) ‘ (4)

2.4 Das elektrische Potential

Die beim Transport von A nach B aufzubringende Arbeit ist:
B B B
W:-/ﬁdi: —q/Edf:q/dq>:q.(q><B)—q>(A))
A A A

q - ®(¥) ist die potentielle Energie der Probeladung ¢ im elektrischen Feld.
E(®) = E(® + C) — & kann um beliebige Konstanten verschoben werden.



— —
W zl/d%/d%’g(f ol&)
2 |Z — 2|
1 : -
:2/d3:ng(:r)(l>(x)
Polsson ;(/d%@ AD
Y[
1 3
= dx<v§y(v¢)
12
E
- [l (6)

Beispiel: idealisierter Plattenkondensator

Bestehend aus 2 Platten mit der Fliche F, eine (Q%) in der x,y-Ebene bei z—0, die zweite
(Q™) parallel und exakt dariiber bei z=d. Idealisierung: d < v/'F.

Ladungsdichte 0(0) = € = —o(d). Aus Symmetriegriinden: E || €,. Offensichtlich bei z—0:

L
E.(¥) = Ei(]z]|)sgn(z)é.. Lege Gaufi’sches Késtchen AV = AF - Az bei z=0 um die
untere Platte: Af Eidf =2E,(z = £4%) - AF = 410 AF
1%
E, =20 - sgn(z)é,
E_ = —2r0 - sgn(z — d)é,

EKondensator :E+ + E—
B {47méz z € (0,d)

0 z ¢ (0,d)
0 z2<0
= (I)Kondensator(xaya Z) =4 —4roz 0<z<d
—4rod d< z

Weitere Grofen des Kondensators:
e Spannung U = ®(0) — ®(d) = 4wod = 477% -d

e Kapazitit C = g - %

e Energie £ = [ %d% = CU?



2.4.1 Lokalisierte Ladungsverteilungen (ohne Randflachen)

Hier ist die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung:

@(f)_/d?” o)

|7 — |

Erinnerung:

NG = —Ar6(Z — &)

|7 — 7|

z.B. in Kugelkoordinaten:

Ay :12&< aw) L0 (aw+a¢)

r ar 0¥ Oy
1 , 1
A-==0r|-r"— | =0,r#0
ror r
t

2.4.2 Problem mit Randbedingungen

Allgemein: 1. Green’sche Identitit — 2. Green’sche Identitéit: Vertausche 1, ¢ und sub-
trahiere die beiden Terme voneinander

:/dgx@mw—wwzﬂ 4 )df
1%4 oV

% ist die Ableitung in Richtung der Flichennormale:

of -
o = (V) 1
Wihle
p =P eine Losung der Poissongleichung
1 1
w_|xfx’] :E’mev
— /dg:z:’ <—47T 5|z —2)) + :E')) :y{
7
: i 1 1 09 01
= ®(7) = aZ‘S’M 7{ —— —d——|dd
(@ / "R Twf |\Row  “owr|™
\% oV
Ist die Losung fiir Cauchy’sche Randbedingungen:
0P
— beliebi
lov » o |, eliebig

Das ist zwar mathematisch korrekt, aber nicht physikalisch, da das Problem tiberbestimmt
ist, "Lésung fiir ein Problem, das nicht existiert".

Wenn die Flache oV selbst nicht Teil einer Ladungsverteilung o ist, gilt auf ihr A® = 0
und damit ®|,,, und 22 ‘ gy Sind nicht beliebig. Die Losung der Poissongleichung innerhalb
eines Volumens V, dessen geschlossene Begrenzungsfliche OV eine der folgenden Randbe-
dingungen erfiillt, ist eindeutig bestimmt:



e Dirichlet: ®|;, =0

=0

e Neumann: a ’ v

Beweis: Seien &1, ®2 zwei unterschiedliche Losungen der Poissongleichung. U = &1 — ®»
Innerhalb von V: AU =0

Auf OV : U =0 oder 9% =0

1. Green’sche Identitét:

/d3x UAU~|— VU fdaU
70

:>/d3x (gradU)? =

=gradU =0(z € V)
=U = konstant = ®; = &9 + konstant
=&, &y ergeben das gleiche E-Feld.

2.4.3 Green'sche Funktionen

Der Green’sche Satz war keine Losung eines Randwertproblems. ¢ = m war em'
Green’sche Funktion G(Z,7’) des Laplace-Operators. Eine Green’sche Funktion G eines
Operators L erfiillt die Gleichung L - G(t) = §(¢). Fiir den Laplaceoperator ergibt sich
demnach:

AG(Z,7) = —4nd(% — 7))
Die allgemeine Losung beim Laplaceoperator ist:
G(Z,7)= ——+ F(,7)
T — N——
Lésung von AF=0

Damit haben wir eine zusétzliche Freiheit, die Randbedingungen des betrachteten Problems
zu erfiillen.
Betrachte 2. Green’sche Identitét mit ¢ = ®,¢ = G(Z,7'):

=\ 3./ — =/ 1% _,_,,87(13_87(; —/ /
:@(x)_/dw(m,x)g(m)uﬂ G )5~ o 5 0(i) | da
1% ov

e Dirichlet gegeben: ®|,,, =0
Gp(#,@)=0, Ze€dV,xeV
Gp(#,2") = Gp(¥, %)

- o o 1 oG .
= O(7) = /d333'GD(:L',:U')Q(x’) — 477% 87;(1)(:1:’)(1@’
1% oV

Ist die formale Losung des Dirichlet’schen Randwertproblems.

1Es gibt unendlich viele



e Neumann gegeben: 5%, =0

nicht einfach %’v—nfv‘s = 0 !Gaubscher Integralsatz fir AG = —4nd

:/da'aG =—4r #0
S

on’
Einfachste erlaubte Randbedingung: Bac; L= %
1 0P
= 0() = @)s + [ EGn (@ 7)o@) - o f GnlET) g
4r on’
\% oV

Ist die formale Losung des Neumann’schen Randwertproblems.

2.4.4 Bestimmen von Gp und Gy

Zur Bestimmung von Gp und Gy gibt es keine Methode, die mit Sicherheit immer zum
Erfolg fithrt. Eine Moglichkeit ist die Methode der Interpretation von F als Potential von
Bildladungen aufserhalb des betrachteten Volumens:

AF|g, = 0= Potential von Ladungen auferhalb von V

Bestimme die Bildladungen auferhalb von V, so dass auf 0V gerade die Randbedingungen
erfiillt sind.

Beispiel: Punktladung ¢ iiber geerdeter, unendlich grofer Metallplatte
Vereinfachende Annahmen oBdA:

e Die Metallplatte liegt in der x-y-Ebene
e Die Punktladung befindet sich am Punkt (0,0, z4)

Randbedingung: ®(z,y,0) = 0 (Dirichlet).
Ansatz: Ersetze Metallplatte durch leeren Raum+Bildladung gp an der Stelle (0,0, zp).

q 4B ! o
P )=——+ ——"-—=0:7=(z,y,0)V,y € R

q 4B
= 2 2 2:_ :q:_QB’Zgzz?g
/22y + 22 a2+ 2+ 2

zp = #z4 erfiillt Randbedingungen, aber nicht das Ausgangsproblem: ® = 0Vz, y, 2

2 Losungen: {

Zp = —24
. 1 1 N . .
= ®(F) =q- ( —_— — ) erfiillt die Randbedingungen
7=y 7= 7Bl
Verallgemeinerungen:

1. Fq = (w,y,z) —Tp = ('raya —Z)
2. Gp(7, Fq) = %(I)(F, Fq)

o AGp = —4nd(7 —77y)

e symmetrisch in (7, 7)

e Randbedingung: GD‘FQ:( =0

z,y,0)

10



2.4.5 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Betrachte quadratintegrierbareﬂ Funktionen f(x) auf I = [a,b]. Die Menge
{Un:1I— (C)|neN}

ist
b

e orthonormal, wenn [ U} (z)Up,(z)dz = 6pm

e vollstiandig, wenn > U (2 )U,(z) = é(2’ — x)
n=1

o0

S F@) =Y anla@) . an= / (@)U (2)da

n=1
Beispiele:

e Fourier-Reihen

e Fourier-Integral

ezkm

I=R{U,} = {m}m = f(z) = \/127 fA(k)e““dk

2.4.6 Trennung der Variablen

Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten:

(07 +02+02)2=0
Ansatz: ®(z,y,2) = X(z)-Y(y) - Z(2).

1 1 1
= —— 02X ——0%Y ——02Z =0
=const.=—a? =const.=—32 :const.:jy;:a2+ﬁ2

Nach einsetzen und teilen durch ®. Die einzelnen Terme miissen konstant sein, da sonst
im Allgemeinen die Summe nicht Null ist.

. ) WD
N (I)(.I,y, Z) — eizaxeilﬁyei a?+4-[2z

Beispiel fiir Variablentrennung: Quader mit Kantenlingen (x=a,y=b,z=c)= V=abc
Randbedingungen:

e auf den vertikalen und auf der unteren Fliche ® = 0,

e auf der verbleibenden Flache ® = &4

b
?Quadratintegrabel: [ |f(z)|’dr < co

11



o0
Ansatz: ® = > Ay g - sin(ap,) -sin(B,y) - sinh(y,n2) mit a,, = 25, By = 55, Yam =
m,n=1
EE

Randbedingungen:
e HxP=0

e obere Fliche: ®c(z,y) = > Ay m sin(anx) sin(G,y) sinh(yy, me)

n,m

b

a
invertierte Fouriertransformation = A, ,,, = m Jdz [ dy®c(z,y) sin(ama) sin(Bry)
"0 0

Das allgemeine Problem ist dann geldst durch die lineare Superposition verschiedener
Einzelflichen.

2.4.7 Laplace’sche Gleichung in Kugelkoordinaten

Dp(sin 6 - D) + —— 328 =0

1
AD = —9*(r - ®) + =
r r(r- @) r2sin?6 ¥

r2 sin(0)

Trennung der Variablen. Ansatz: ®(r,6,p) = Ug,r) - P(0) - Q(p). Die Losung beinhaltet 2
Konstanten:
[ —m2
o [-(I+1)
162Q - ()
= o2u - Wy = 0 (2
s Oo(sin(0)9p P) + |11+ 1) - P =0 (3

(1) = Q = et'm¥ = eFmet2m) o ez
2)=>U=A-r"14+B.r7!
1 ist zunéchst unbestimmt, spiter: divU = 0 = [ € Z* U {0}

(3)x =cosf, P = P(x)

m2

1 — 22

dP

= — [(1 —xQ)] - [1(1 +1)—

P=0
dx

e m=0: gewthnliche Legendre’sche Differentialgleichung

e m#0: zugeordnete Legendre’sche Differentialgleichung

2.4.8 Legendrepolynome
Normiert auf 1 bei x=1

1 d

PFi(x) = ﬁ@(

22 -1 1eztuio}

eshusipay
Il
I e

(322 —1)...

Die Legendrepolynome sind (—1 <z < 1):

12



e orthogonal

e vollstandig

f@),e € [-1,1] = (@ gym

20+ 1
Vollsandigheit , _ TJF ldx f(z) P (z)

—1
1
[ dspi@rua) = b
]

0 <0

Beispiel: O(z) = 3P — LIP3+ 11 P;...
— 1 >0

2.4.9 Randwertprobleme mit azimutaler Symmetrie

O(r,0,p) =P(r,0) =m=0

o(r,0) = i (Alrl - B,r*lfl) Py(cos 6)

1=0
Beispiele

e Gegeben: V(0) auf r=a, gesucht: ®(r < a,0)
Keine Ladung bei r=0 = B; = 0VI, ZAZCLZP[(COS 9) L Vv (6)
1

Vollst andlgkelt 20+ 1

A = v /d9 sin V' (0)P,(cos 0)

0 dcosf

e Punktladung bei 7’
Trick: ®(r,0) ist eindeutig festgelegt durch ®(r,0 = 0)
0
— Wihle Koordinatensystem, so dass @ =1'-é, = 7' = | 0
/

r
0

— Waihle Koordinatensystem, so dass £ =7r-é, =2 = |0
r

13



Taylor:

r~ = max(r, r’)} 1 1 rt
: > ——— =
r< = min(r,r’) |r — /| 7’>‘1_% |7’>\Z = Orl>+1
Vergleiche mit Y Ajr! 4+ Byr—t1
l
r=rs= A =005 :q-(r/)l
1
T:T<é Bl:O’Al:W
Uberall:
Z l+1Pl (cos 0)
2.4.10 zugeordnete Legendrepolynome
m # 0
m d™
Pin(@) = ()"0 =223 T R@)  1zm>0
T
(I —m)!
P =(-1™ P —1l<m<
1 > (+m)
+m)!
Prn() - Py (2)de = —— ,
/ Ln () - e (2)d = 35 o

-1

2.4.11 Kugelflachenfunktionen
2041 (1 —m)! iy
Yl,m(eu ) = i m : Pl,m(COS 0)e m >0
Yim(0,9) = (=1)"Y;_p.(6, ¢) m <0

e orthogonal:
™

21
/dq) / df sin 9}/;7”1/ (9, (p))@m(e, (p) = 6l,l’5m,m’
0 0

e vollstandig:

Z Z Y50 (0,0)Yim(0',¢") = 6(0 — ¢')d(cos 6 — cos b))

=0 m=-—1

e Additionstheorem:

l
Py(cosy) = Z Yim(0,9), =3

14



2.4.12 Entwicklung Green’scher Funktionen in Kugelflachenfunktionen

e Ohne Randbedingungen

o 1 = 7t
Gz, &) = o7 Z lilP (cos @)
=1 "

!
r *
T Ym0, )Yim (6, )
1>

e Mit Dirichlet-Randbedingungen auf r=a, fiir r>a:

l l 2 +1
_— 1 r 1 a
Go@a) =43 > 5y | o —(> V(0 )Yim (0, 9)
I m=-I >
|
2

Spiegelladung: rs=%7,qs=—q %

1 l a2l+1

I+1 /
I i B
T+ 7 = I 24\
e \rer (Oﬁ/)_ai)m S

(T

Allgemein: A )G (7, ") = —4md(Z — &), &’ auf OV, V eine Kugel.

1
o(xX—1a) :r—zé(r —1")5(¢p — ¢')d(cos — cos )

1

=—50(r =7’ D> Z Vi (¥ ') Yim(0, )

=0 m=-1

) l

:Z Z Al,m(r77‘/70,7§0/)}/7l,m(97¢)
=0 m=—1

Al,m(rv T‘/, ‘9/7 ¥ ) gl(T r ))/l m( ’30/)

1 d? I(1+1) 4

i;ﬁ@“gl) 2 Y ——75(7"—7‘)

Art + Br—t=1 </
Art+ Blrt=1 s/

=g (r,r) = {

2.4.13 Entwicklung Green’scher Funktionen nach Eigenwerten

Elliptische Differentialgleichung
V23(a) + [f(z) + Al - d(a) = 0

Nur fiir bestimmte Werte von A gibt es Losungen, sie sowohl endlich als auch stetig sind.
Diese A heiken Eigenwerte \,. Die ¢(x), die die DGL mit A = \,, erfiille, heifen Figen-
funktionen.

V() + [f(@) + An] - tn(z) = 0

Sie sind

e Orthogonal:
2 (2)n () = Gmyn

<—
ISH
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e Vollstiandig (gilt nicht immer, nehmen wir aber an).

VinG(@, @) + [f(2) + N G(Z,7) = —4nd(Z — T') (A # M)

G(v \/ Zam )Y (7)

Variable Parameter

=" (@) - (A = Am)om () = —476(F — )

o) = 4r 2T

(7 7) Ui (2 )hn(
_4”2 A — A -

Vollstdndigkeit
=

Beispiel: f(z) + A =0

Wellengleichung:
A B Ul@) =
kontinuierliche Eigenwerte
Eigenfunktionen:
1 7
V(Z) = —e'*
Ok
Normierung
[ i @@ = o0 - )
R
1 1 ik(F—
G, ') = = — [ d%"— (Fourierintegral)

2.4.14 Multipolentwicklung
Lokalisierte Ladungsverteilung o(Z), d.h. o(Z) = OV|Z| > R. Sei r = |Z| > R.

NAS]

00 l
Y m(0,¢) . )
Z Z L 0: ¢) ist allgemeine Losung von AP =0
— = l 20 + 1
Entwickle Coulombpotential ® = [ d°r = £)| fir |2 > |7

. . ] Yim(0,0) 1
O(7) = 4m Z |:/ dgxlrllyl,mw/’ @/)Q(ﬂf/)] Pl 941
l,;m

Koeffizientenvergleich

= Multipolmomente ¢ ,, = /d%’r”Ylj‘m(G',go/)g(fl)

Die Multipolmomente g; ,, hdngen im Allgemeinen von der Wahl des Koordinatensystems

ab. Beispiele:
0,0 Vi [ &P (@

ay | e [B @ —iy)o@) | =\ (Pr—iPy)
q1,0 Vi [ a2 (& 2P

a\@
3
O
x
)

2.0 /167r de / 32/2 le)Q(f/) T

16



d’r’ (3ajaly — 726 5) o(Z)

In Kugelkoordinaten:

L g

rsinf ¢

- . S 1 .
V =¢€.0r + 69;89 + €y,

L+l Yin(0.9)
2l 19m 2

47 1
0— — T—qu’mmaeylm

E, =4

o 4m ¢ im Y m
v 2+ 1M+ 2 gin g

z.B. Monopol: (E,, Ey, E,) = (%,0,0); Dipol auf z-Achse: (E,, Ey, E,) = %(2 cosf,sind,0)

2.4.15 Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung im duBeren Feld
e lokalisierte Ladungsverteilung o(#) mit maximalem Durchmesser D

e duferes Feld E = —V&(Z)

- -1
e Annahme: ’%’ > D

Elektrostatische Energie des Systems:

2.5 Elektrostatik der Dielektrika
2.5.1 Mikroskopisch«Makroskopisch

Maxwellgleichungen im Vakuum (Mikroskopisch):

disz47rg rot E = 0

17



Fiir wenige Ladungen (O(1)) — Lésung, fiir viele Ladungen (O(10%?)) — Mittelung notwendig,
bestimme Makrofeld.

rot Fvfikro = 0 = 10t Efakro = 0 = Eakro = — grad @uakro

Problem: Auferes Feld (Makrofeld) verandert mikroskopische Multipolmomente.
Dipolmoment, Ladung und Dichte vom Molekiil des Typs i: p;, €;, N;. <...> ist der Mittel-
wert iiber ein kleines Volumen um Z.

Makroladungsdichte o(Z Z N; < €; > +0Frei

Makropolarisationsdichte p(Z Z N; < p; >

Volumen A V: Beitrag A &(%) = (_,
~~ ~~ |z —
Delta Delta

Hl

) AV ) (E - 2)

_’/‘ ‘_’ _'/|3

Betrachte AV — 0: AV — d%/, 3> — [

. o(Z Y = 1
= Butateo(7) :/ d [|f(_ a;| FAE) V”“\f—w]

= ﬁEMakro =47 - [g — 6]7]
= 6 X EMakro =0

VD =V (E + 47Tﬁ) =4mp

Polarisationsladungsdichte o, = — VP, einfachste Annahme: Das Medium ist
e linear |j] ~ |E]|
e isotrop p||E

= p= Xe E
N

elektrische Suszeptibilitdtskonstante

D=(1+4my.) - E = E

€
~—
Dielektrizitdtskonstante

Wenn das Medium auch homogen ist (¢(Z) = e):

VE= [ Abschirmung freier Ladungen

2.5.2 Grenzflachen ¢; — ¢
o: freie Ladungsdichte auf der Oberfliche. Es gilt:
([jg — 51) . 7¢L1*>2 =4no

(EQ — El) X fll_,g =0

18



2.5.3 Elektrostatische Energie in dielektrischen Medien

W = [d®6p- 1 5 o o
- - - b VoD
VD = drp = 60— Lvsb) 7 W 47r/dx Vo

(paﬁiell)i

S E(Z) - 6D
47T/dac (@) -0

Ansatz: D = D(&,7), D(Z,0) =0, D(#1)= Deng

iW—M/dx/dTE{D(x,T)} o
0

—

lineares, isotropes, homogenes Medium: D=¢E=FE-6D=¢-E -0E= %(5 (E . l_j)

1 — —
= Wiin.Med = = d* E-D

19



3 Magnetostatik

3.1 Einfithrung

Wesentlicher Unterschied zwischen Magneto- und Elektrostatik: es gibt keine magnetische Ladungen
(Monopole)

e stationdre, lokalisierte Stromdichte j
e Magnetischer Dipol mit magnetischem Moment m

e Magnetische Flussdichte (Induktion) B

= mechanisches Drehmoment N ~ m x B

vgl. Elektrostatik Frg-E

e Oersted (1819 Kopenhagen): Elektrische Strome < Magnetismus
aQ — =
Ladungserhaltung En +V;=0

Magnetostatik: 6} =0.

Ampeére (1820-25): Das vom Stromelement I - dl induzierte Element dB der magnetischen

Induktion: .
dB = (1) .[dlj(?’x
¢ (cgs-Einheiten) ‘l"

Nichtrelativistisch: I - dl = ¢ - dv mit |2| < 1 und |%¥| = 0:
B (@) g XT q UXT
xTr) = _ = .
TP T e P
Weber&Kohlrausch:
Geschwindigkeit
emE " eskE
o~ ~
Statik Statik

3.1.1 magnetische Kraft

Die von einer magnetischen Induktion Eg auf ein Stromelement Iy - cﬁl wirkende Kraft:

—

I, - .
dir = 2L . dly x By
C

Realistische Betrachtung: Stome fliefen in geschlossenen Schleifen. Wird B, nun selbst von
einem Strom [Is durch eine Schleife 2 verursacht, so gilt

—» Ilfgffdll dl2><9;12
|Z12]

20



3.1.2 Ampére'sches Gesetz
mit CZzl X (CZZQ X flg) = —(Cﬁl . CZZQ) . le + CZZQ . (Cﬁl . 512) = —(le . CZZQ) . flgi
——
§=0

Ampére’sches Gesetz:

= 1—1]2%% - = Z12
F|=——"= dlidls) -
1 2 (diqdl2) ERE

Exrfiillt offensichtlich das 3. NEWTON’sche Axiom: ﬁl = —F5.

3.1.3 Verallgemeinerung
Stromdichte j(Z), duRere magnetische Induktion B(Z):

mmﬁ:l/ﬁﬁmxém (%)
C

-

| .
Gesamtdrehmoment N = — /d?’xf X (3 x B)
c

3.2 Differentialgleichungen der Magnetostatik

Ampeére:

— I
_ } 3.7 = 1
= ch/dmy(:c) o7
= VB =
_ -7
vgl. Elektrostatik E(%) = /d%’g(f’) ERTE
- 1
3 —
=V [ d%o(T) o7
=VxE=0
VE = 4o
.o 1 - j (&
VXBZVX<VX/JMEWL>
c T— 2
mit V x (V x X) =V (VX) = AX und Vi) (@) 1(2) = J(7) - Vo ()
= 5o 307 1 307 1
c v(:U)X‘B:v(z) dm](m) v(;r)|—» —v/|_ d.’E](ﬂL‘)A(x)|_,__,/|
— ﬁ(r’)@ = =4mo(Z—2")
_ e(w)/d%/ V(o (@) E— + 475 ()

=0: Magnetostatik
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Mit dem Satz von Stokes:

Ampeére’sches Durchflutungsgesetz:

L. 4
:%Bdl:ﬂ- Is
c ~—
s

Gesamtstrom auf Oberfliche

3.2.1 Maxwellgleichungen der Magnetostatik

471' -
—J
C

0

&
1

V x

&
I

v

Losung von (2): B =V x A, A: Vektorpotential. Eichtransformation:
Ry N o
B—B =8
v ist eine beliebige skalare Funktion = Freiheit bei der Bestimmung von A.

(1)—>6x(6xA) 6(6,{)—&1:0 (1)

Mit Coulombeichung: Wihle 1; so, dass VA=0

= 3-fach Poisson

Check von (4): Ist VA = 07

. Tz . 1 1 -
w@/wa@L::_/memvw) q,:/ﬁﬂq_ﬁvWﬂW)
| | |7 = | ——

|¥— 7

Check von (3):

AVA=——Vj
VO . ViV
= =0
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3.2.2 Magnetisches Moment

Lemma: lokalisiertes, quellenfreies j(Z), beliebige f (i), g(Z')

:>/d3.731 {f;ﬁ(x/)g—i—g;ﬁ(m/)f} =0

le,g:x;:/dle(ac) 0 (L1)
f=al,9g=1 :/d3:c/ (@i + 23.5i] =0 (L2)

Betrachte nun eine auf ein kleines Raumgebiet beschriinkte Stromdichte j(&), |Z| > |@|.
Taylor:

1 1 7
==+ +0(77%)
@ j7 e
1 &’ j;(# P &% 5(E) 7+
(10) — A;(Z) C|x|/ 7' j C$|3$/ x' 3i(Z) - &+

1 ;
@ka/d?’:r’x;jz( )(L_Q) -3 [fx/cF ’*x;]

Das magnetische Moment m = 5~ [ d%’ (f’ x j(@)

N—

o MXT
= A(Z) = T +0(|27%)
= B(Z) = 3% (x|fgr) —m O(|#|~*) Magnetisches Dipolfeld

Beispiele
e Strom I in einer Ebene, der die Flache A einschliefst:

I - I A
:M?z:ffxdl: n

2c c
——
=2An

e Geladene Teilchen vom Typ i: j(Z) = 3. ¢;0:6(& — Z;), Drehimpuls L;
i

1 ¢ =
S 1 9 7
2c Z M;
Klassischer Zusammenhang zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment

Quantenmechamk Elektron hat Spin § (Eigenwerte +1 5), und ein magnetisches Moment

M= sim5 9=2-(1+0(@)= 2 -(+ )
rel. QM rel. QFT
2
e ) 2 4
a= " ~ 713770315963“‘, theoretisch: a = %% =[] (%) +[..] (%)
~—~—

dimensionslos
(1+a) = 1,001159652460(444) (+127)
(14 @)exp = 1,001159652211(+40)
(1+a)?%96 — 1,00115965218085(+£76)

exp
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3.3 Makroskopische Gleichungen der Magnetostatik
Mikroskopische Gleichungen:
VB = VB =7

Elektronen im Atom ije
magnetische Momente von e,p und n
Punkts den Mittelwert in einem kleinen Volumen AV um diesen Punkt: ¥ — (¥)

V Batakro = V{Busikro) = (V Basikro) = 0 = Bitakro = V X Anrakro

} x 1023 =Mittelwert bilden: Betrachte statt eines

Erinnerung: Lokalisierte Stromverteilung j

o m X & . 1 3 o
= A(Z) FE ) m:%/d;rcvxg(x)
e mikroskopisch:

e makroskopisch:

k
Ny, ist die Anzahl der Molekiile vom Typ k im jeweils betrachteten Volumen um Z.
o 1. j(@ M(#) x (-
Bty = far [ TEL 30 (72
c |7 — 2| |& — 2|

mit I;?T‘%IS =V E 1#,‘ und partieller Integration:

. . 1 1 L . L
A]\/[ak:ro(x) = E /d?’lj |a_j, — f’| j(ZL‘/) + CV(I/) X M(x')

effektive Stromdichte

Ab hier: kein Index = makroskopisch

. L. 4
VB=0 |, VXB:—”]+4W><M
Lo L e
H=B—4nxM =V x H=""]
C

Verkniipfungsgleichungen H = H (B)
Einfachster Fall: Isotropes, lineares Medium:

—

= Xm " Xm : Magnetische Suszeptibilitit

i
po H

o =

u : relative Permeabilitét

=>pu=1+47xm

3.3.1 Einteilung magnetischer Stoffe

Diamagnetismus
Xm < 0, Xm ist temperaturunabhingig, |x.n| ~ 107°.

e reiner Induktionseffekt (Der Effekt bendtigt keine magnetischen Dipole)
e — Alle Stoffe sind Diamagneten

e Spezialfall Supraleiter: ., = —ﬁ yldeale Diamagneten”
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Paramagnetismus
Xm > 0, Xm = Xm(T), |xm| =~ 107°..1073.

e Magnetische Dipole werden im Feld ausgerichtet

Kollektiver Magnetismus
Xm > 0, Xm ist unterhalb von Ty stark temperaturabhéngig.

e Magnetische Dipole richten sich spontan parallel aus

e Die wichtigsten Arten: Ferromagnetismus, Ferrimagnetismus, Antiferromagnetismus

3.3.2 Grenzflichen

Betrachte die Grenzfliche A zwischen 2 Medien mit unterschiedlichen Permeabilitéten pq
und pe. Der Normalenvektor n zeigt vom ersten zum zweiten Medium senkrecht zur Fliche.

e Gauld’scher Satz:

0—/VBd3 _/B-d?z:(ég—él)-ﬁ~AA

=n-By=n-By

e Stokes’scher Satz,  ist Normalenvektor der Schleife:

6xﬁd*:fﬁ-fs —ixn-(Hy—H) Al
S 08
=n X (ﬁg—ﬁl)fAl
4 o - .
- ”/jda - k i Al
¢ S Oberflachenstromdichte

iﬁX(ﬁQ*ﬁl):E
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4 Elektrodynamik

Stationéres Problem:
o(@) — E(@) , j(@) — B()
Faraday:
0B 4 OE 5
— — F B
o0 T ot
= (E, E) elektromagnetisches Feld

4.1 Das Faraday'sche Induktionsgesetz

Die Elektromotorische Kraft (EMK): & = }[ E'(D\dl
C
Der Magnetische Fluf: ¢ = /E -nda
S
Faraday: Lo
T

Mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in einem Magnetfeld B bewegte Schleife C:

BB, (v.0)-5 =L 45 (Fx5)+7 (V5)
W

dt Ot ot
Konvektionsstrom =0
U S 10B
Stokes  f(EF — 2 x B)dl = —-""hda
Faraday C c Ot
C
=§ Edl
c

:E’:E+%x§fﬁr ‘%‘«1

C in Ruhe: E/ = E. Im Laborsystem gilt (mit Stokes’schem Satz):

. . 10B
/(VXE+8>-ﬁda:0 VS
c Ot

S

- - 19B
=VxE= T Faraday’sche Feldgleichung
c

4.2 Energie des Magnetfelds
Strome miissen erzeugt werden — zeitverinderliche B-Felder — EMK — Arbeit wird

verrichtet. Mit Ampére und Faraday:

1 Lo
:>6W:...:/d3mH-5B
A7

in linearen Medien gilt demnach:

—

1 B
Wiin atea. = o / i i - B
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Zusammenfassend

Gauk: V- D(Z) = 4mo(7) (1)

47r_,

) =—3(@) (2)
Omag = 0 = ﬁé(f =

8

Ampere:  V x H(

Faraday: V x E(Z,t - = 4
araday: V x (:1:,)+C T 0 (4)

(1),(2),(3) sind hier noch die statischen Gleichungen mit D = D [E} und H = H [Bj

Maxwell (1864): Inkonsistenz von (2), wenn die Gleichung dynamisch, also mit (Z,t)-
Abhéngigkeit betrachtet wird:

Kontinuitatsgleichung: 0 = Vj +3 ag W \Y (] + 417r %?)
Maxwell: Substitution j — 7 + in (2)

Maxwell’scher Verschiebungsstrom

4.3 Kurze Zusammenfassung der gesamten klassischen Physik

e Maxwell:

6]__)':471@
o dre 10D
c c Ot
VB =
. - 10B
\Y -—— =0
x c Ot

Mit gegebenen o(Z), j(i), D = D [E(f)] und H = H [B'(f)}

e Lorentz: .
Fon =g (ﬁ+”x§>
c
e Newton:
m - U dp =
— _—= F
P 1_ 2 Todt
T2
= mims
FGra'u = _GN 5 12 F12
| 712

4.4 Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatz (Mathematik)

Jedes Vektorfeld 17( r) ist eindeutig durch sein Quellenfeld VV und sein
Wirbelfeld V x V bestimmt.
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e Zerlegungssatz Vektorfeld E(7), lim E =0

00
:>E1:E‘l+ﬁt: ﬁxﬁlzo,ﬁ'ﬁtzo
Mit E; = Va, E; = V x 3 und

1 V- E(7)

— — _ d3 /
a(r) yym r 7|q_7_‘,/|
V x E(7)

- 1 . X
P — dS r VA BT
o=+ / (T
Beweis: siehe Literatur (oder kommt vielleicht noch...)
= FE=Va + V x 5
e Eindeutigkeitssatz Die Zerlegung E Va - V x 3 ist Eindeutig. Beweis:
Es gebe El( ) EQ( ) mit VEl VEQ und V X E1 V X E2
= VxAE=0
OAr=vpLarp=0 (5)
Mit 1. Green’scher Identitéit (¢ = v):

/d% ¢A¢+(w ?{wwdf_o

Voo :0
;»/d%:(W)?:o = V¢Y=0=AE

= F =F

4.5 Potentiale

Mikroskopische Maxwellgleichungen:

VE = 4mp
- - 4. 10E
VXff:fJ 5637
VB =0
. B
V><E+E%—O
(3) B=VxA
(4):6X<E+i(§tq>:0:> E i%?——V@
(1) = AD + 1;(6 ) = —dro
PP o (oxs 1) -
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Die unterstrichenen Terme sind Folge des Verschiebungsstroms.

Statt 4 gekoppelten DGLs erster Ordnung (1),(2),(3) und (4) haben wir nun 2 gekoppelte
DGLs zweiter Ordnung (7) und (8), die wir mittels Eichtransformation entkoppeln:

A— A= A+ VA7, 1)

d P =0 ALt
- c ot (7:1)
=B B =8B
=FEE =E

e Lorenz-Eichung?t VA’ + %%CD’ =0 (%)

=

1 92 / /
1 0%\ - 41 -

P I /
< 028t2> ¢’ (&)
—_—

O

O ist der d’Alembert’sche Operator: O = 92+ 82 + 02 — %07 Um die Lorenz-Eichung
zu erreichen, brauchen wir die Losung A [ff(f, t), ®(Z, t)] der Gleichung (x):
109 1 9

1 92 - 10d
D — o — _ -
= OA (A 028t2>A [ VA c@t]

bekannt gegeben

= A = ”\:‘71” |:_§A’_ -

e Coulomb-Eichung (transversale Eichung, Strahlungseichung, A”, ®):

VA"(Z,t) =0

(7) = AD = —4mp(Z,t)
= &(F,1) = /d3:r’ o,
’ Z— 2
(8) = 04" = _jj +-V-& = _i]trans
c c Ot c

* 1 zu beweisen

Beweis: Vektorfeld j = J; + j; mit V x j; = 0 = Vj;:

=V
= TTE-7
. 1 - = 7
]t:+V><V></d3’ ;7($l
4 |Z — 2|

3ohne T, das stimmt so.
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Mit der Kontinuitatsgleichung

do - - 1 0
or ~ VT VI T
- 0D - dm - -, 1200 47 -
00 _ =z A= = 1500  dr-
évat = c w+cv8t c]t\/
=J
Wenn ¢ = 0 (Vakuum):
b—0= 124
c ot
B=VxA

. Arr
A// — aamfln |:_7rjt:|
C

4.6 Green’sche Funktionen der Wellengleichung

228y gy
c2 Ot? '
f: Quellenverteilung; Betrachte Problem ohne Randflichen in einem dispersionsfreien Medi-
um. Fouriertransformation:

+oo
1 -
W(F,1) = / do (&, ) - et
2
+oo
vdw) = [ oy e
= (A + E)Y(Z,w) = —4n f(Z,w) Helmholtz-Gleichung, k = v
c

4.6.1 Zeitunabhangige Green’sche Funktion

Elliptische partielle Differentialgleichung, 16sen mit Green’schen Funktionen:
(A4 E)Gp(Z,7) = —4né (7 — &)
Symmetrie = Gy = Gx(R = |7 — 7))

1@
RdR?

(R-Gy) + k*G), = —476(R)
e R # 0: "harmonischer Oszillator"= R-Gj = A - e + B . e R
e k- R < 1: "Poisson’sche Gleichung"= k%mo Gr(R) = }% =B=1-A

in(R):A-G;—I—(l—A).G’;
1 )
+ +ikR
, 1
G - e Kugelwelle nach aufen = —e!kf=wb)

Die zeitlichen Randbedingungen bestimmen die Konstante A.
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4.6.2 Zeitabhdngige Green’sche Funktion

1 02 S
<A($) — 028t2> G(Q?,t, x,,t,) =

—47é(Z — &)o(t —t)

Losungen mit R= | - 2|, =t —t/, k=%
. 1 P otk »
GT(R,7)=— | dw—s—e"
(rr) =5 [ a0
—0o0

Kontrolle der Losungen:
wQ , .
> it [ dw EFRES(R) g1

1 9%\ 4 2
—_——

=1 =3(r)

Fur k£ = ¥
C

1 R retardierte
( ) { ) Green’sche Funktion
avanclerte

Allgemeine Losung von (x):
i’,t') + homogene Losung

Y(Z,t) = /d?’x’ dt’ G=(&,t, &, t) - f(&

4.7 Erhaltung von Energie und Impuls (mikroskopische Felder)

4.7.1 Energie
An einer einzelnen Ladung q geleistete Arbeit pro Zeiteinheit:
dr - F R S _
P=2Y 5.4 (E+%xB)=q-% E
dt &

Kontinuierliche Arbeit pro Zeiteinheit ist [ d%j-FE
Mit V- (E x B) = B (VE) — E - (V x B) ():

[eq 2L [ :CE*ng)_ngf
(;)417r/d3$ :cé(ﬁxﬁ)—cﬁ(ﬁxg)—f_jaa?
@;/d%:ﬁ(ﬁxéwé-%}%ﬁf ()
e gesamte elektromagnetische Energiedichte u = % (\EQ + \é ]2) [&?ﬁiﬁ;}

> Energie
Fléache-Zeit

e Poynting’scher Vektor 5= - (
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Ou
ot

j- E beschreibt die Umwandlung elektromagnetischer Energie in mechanische Energie.

- - dE
/ d* 7-FE= mech ,  Fraq = / d* u
\%

(%) = +Vs§=—j-FE

dt
7
d A
= % (Emech + Efeld) = - n -5 da
~—_———
\% oV
4.7.2 Impuls
dp; - 1o =
Prech —/d3x oF +-jxB
dt - &
v Coulomb ——~—
Newton Lorentz
. . 1 [s jow 12 OE = /o
0E+-jxB=—|E (VE) B ——Bx(VxB)
47 ot
1 |2 /o= = (== 1o 0B 10 /= =\ = (= =
-~ |E (VE)+B (VB)+ 1598 ——Q<E><B)—B>< (VxB)
4 c ot c ot
—— —_————
L = :7E><(§><E_') (4)
1 o /ooy 2 foo\ = oo = e |10 a =
S E~<VE)—|—B-<VB)—E>< (VXE>—B>< (VXB) ———(EXB)
47 47e Ot
L Divergenz ;i:les Tensors
Mit Summenkonvention,
pfeld:/d3$EXB:/d3 %
TC c
3 1 1 12 12
und Maxwell’schem Spannungstensor T, , = yp E.E, + B,,B,, — 3 (\E! + | B] ) Om.n
T

d . 0 R
= P (Pmech + Dreld); = /dgx @E,m = j{da Tim - o
1% ov

n zeigt nach aufen.

4.8 Harmonische Zeitabhangigkeit (R vs. C)

. . . 1/~
Eg(Z,t) = Re [E(f) : e_“"t] =2 <Ee‘“"t + E*e‘“"t)
. . 11 .
J@0) - B@1) = 7 [J@e ™ + f@e | - |[B@)e ! + B (#)e |
_ lRe 5’* E’ + j’ E’ o~ 2iwt
2 S~——
=0 (zeitl. Mittel)

32



VB =0 VxE-YB=0
C

.. L o dwe  Ama

VD = 4w VxH+Yp="7
C C

Der Realteil von % [ d* j* - E ist der zeitliche Mittelwert der von den Feldern geleistete
v
Arbeit.
1 % o i3 . 3 - ~ 13
57 Edr+2iw | (We —Wpag)dx+ ¢ §5-nd’xz=0
o C (= R IR
mlts:—(ExH), Welz—(E-H), W, =—(B-H)
8T 167

4.9 Ebene elektromagnetische Wellen

Betrachte Medium mit rdumlich konstanter Permeabilitdt und Suszeptibilitit:

D-eB, =2
W
Sei p=j = 0.
- VE=VB=0 (9)
. - 10B
E+-— = 1
V x +c8t 0 (10)
-~ pedE
e 11
v c Ot (11)
mit ~ .
o o FE - - | FE E
Vx(Vxq o )=V(Ve o )—A< .
B B B
99y =¥ aF +ie2B—0
ot \t,-/ c VT
=C.VxB

_ 1 _
= - SAB+-02B=0
&

€

0 - - HE o =

— (1) =V B ——O0;E =0

875( ) . \t/ c !
=—cVxE

= ¢AE — &afﬁ =0
c
1L\ | E .
= (L= —50; > =0 Wellengleichgung
v B
e Phasengeschwindigkeit v = = und

e Brechungsindex n = /e

Losung von (A — v%@?)u(f, t) = 0 mit 1.Ansatz u(Z,t) = eikT—iwt

HES

S W
= Dispersionsbeziehung k = |k| = — =
v

33



Wihle Koordinatensystem: k||2

- u(a_c', t) — Akeikm—iwt + Bke—ikx—iwt

[In dispersionsfreiem Medium: v(k) = C —const.| = ApeF@=vh) 4 By emik(@t)
n

Die Losung ist linear = Allgemeine Losung ist Superposition = Integrieren iiber k& =
Fouriertransformation, allgemeine Losung ist (f und g beliebige Funktionen):

u(Z,t) = f(x —vt) + gz + vt)
2.Ansatz

S =
8

8

( t) _ EO . kT h—iwt
(7,t) =

EO, go und 7 sind zeitlich und raumlich konstant, k? = ,ue";—;. Aus den Divergenzgleichun-

gen (9) folgt n - E =1 -B =0 = die betrachteten Wellen sind Transversalwellen. Aus den
Rotationsgleichungen (10) und (11) folgt By ~ /ueén x Ey = E L By

EO . eiki’-ﬁfiwt

L1 .
(10) ikﬁXEo—*inOZO
c
I
= By =c—n x Ej
w
:>B’0:\//L6'TAL><E_’0
(11) ik x By +i"“wEy =0
c

.
3
X
>
X
sy
N
I
|
>
X
o
I
=)
(5
>
|
o

|

Definiere orthogonale Einheitsvektoren €1 1 e3,¢1 L 1 L €9 und n =

S

e Lineare Polarisation

Ey=&E1, By=épe- B

(Eo = éE>, By =—é1/lie - By)
E1, FE5 € C, konstant.

1e -~ (B\ L2
Energiestrom § = SCEx (2] =& /¢ ‘ 1‘ N
24m W 8T\ p

1 — — 1 — —
zeitl. Mittel der Energiedichte u = eE-E*+—B- B*) - Ey

Hier: VUPhase = UGruppe = |§1 =u

c
=Uu-v
/€

e Allgemeine Polarisation mit €1, é2, 7 als allgemeine Losung:

E(f, t) = (€1E1 + €2E2) eiE‘f_th
B(Z,t) = e - k x E(Z,1)
2
k= k> = ,uew— E,E, €C
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— FE1, Es gleiche Phase = Lineare Polarisation
— Fh, B verschiedene Phasen = Elliptische Polarisation, z.B. Zirkulare Polarisa-
tion: p(E£1) = p(Fa) £ 5

= E(Z,t) = By - (&1 £ iég)elFT—ist

Wihle & x é =+h=+k
~ =~
x Yy z
cos(kz — wt)
= Re (E(f,t)) = |Eo| | sin(kz — wt)
0

Bei E(Z,t) = Eo - (61 + i€2)eig'5_i“’t spricht man von positiver Helizitdt, d.h. die
Projektion des Drehimpulses auf die Bewegungsrichtung ist positiv.

4.10 Ebene Trennflachen zweier Dielektrika

Betrachte zwei angrenzende Dielektrika mit den Suszeptibilitdten €, ¢ und den Permeabil-
itdten p,p’. Auf der Grenzebene (Normalenvektor 7)) bei z=0 filefe kein Strom und sei
keine Ladung vorhanden. Die Welle komme in E—Richtung im Winkel o zum Lot aus dem
ungestrichenen Medium; sie wird an der Grenze

e gebrochen, d.h. liuft in ¥'-Richtung im Winkel o/ zum Lot im gestrichenen Medium
weiter

o reflektiert, d.h. lduft in Eg—Richtung im Winkel ag zum Lot zuriick in das ungestrich-
ene Medium.

Ansatz:
Einfallende Welle: E = Eoeigf_i“t B = /uek x E
Gebrochene Welle: E' = E”(’)ei%/f%”t B =\/y/édk' x E'
Reflektierte Welle: EQ = E_:Qeikéffi“)t §2 = \//JQEQ]%Q X EQ
Grenzbedingungen (Vt): ik = iK'z = ikyT
z=0 z=0 2=0
o Reflexion: = as = «
e Brechung: = Ssii::((g‘,)) =™ (Snellius)

e Herleitung???

— —

Flichenbedingungen: - D, - B, 7 x E und 7 x H sind kontinuierlich.
= fir E || (k,n)-Ebene:

Ey _ 2nn’ cos(av)

Eo L (n')? cos(a) + ny/(n')2 — n2sin?(a)
By ﬁ(n’)2 cos(a) — ny/(n")2 — n2sin®(a)
Ey ﬁ(n’)2 cos(a) + ny/(n/)2 — n2sin®(a)

@ = = 1= Fresnel-Formeln

= Licht ist eine EM-Welle, ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
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5 Spezielle Relativitatstheorie

5.1 Galileitransformation

Eine Galileitransformation transformiert Koordinaten eines Inertialsystems k in die eines
IS k’ (und/oder umgekehrt):

ki(z,y,2) ek (2 y,2)

Wihlt man nun die Achsen der beiden Systeme parallel, also é; = é,Vi € {4, 2,3} und die
Nullpunkte so, dass sie zur Zeit t=0 zusamenfallen, kann man mit der Relativgeschwindigkeit
v der Systeme zueinander einfach umrechnen:

—

r=r—uv-t

Die Newton’sche Mechanik ist invariant unter dieser Transformation:

a L
Komg - a —Via Zvi,j (\93; - $3|)
J#
Mit 1_)’; = ¥; — ¥ und 6(%) = 6@;) :
dv; = - L
JFi

Die Elektrodynamik ist jedoch nicht invariant unter dieser Transformation:

1
K <A’—Czaf>go:o

1

2 - 1 -\ 2
k- [A—cgaf—a-vat—(ﬁ-v) }p:o

2
Es gibt nun mehrere Erklarungsmoglichkeiten hierfiir:

1. e Newton-Mechanik ist korrekt
o Maxwellgleichungen sind falsch

e Galileiinvarianz ist korrekt

2. o Newton-Mechanik ist korrekt
e Maxwellgleichungen sind richtig = Es gibt einen Ather

e Galileiinvarianz ist korrekt

3. e Newton-Mechanik ist falsch
e Maxwellgleichungen sind korrekt
o Galileitransformation ist keine fundamentale Symmetrie der Natur

Aus Experimenten weifs man, dass die Maxwellgleichungen korrekt sind = 2 oder 3. Die
Athertheorie wird allerdings umso absurder, je weiter man sie ausbaut.
Einstein 1905 (3): Spezielle Relativitatstheorie, aufbauend auf 2 Postulaten:

1. Die physikalischen Gesetze und die Ergebnisse aller Experimente, die in einem bes-
timmten Bezugssystem durchgefiihrt werden, sind unabhéngig von der Translations-
bewegung ¥ des Systems als ganzes, sofern gilt % =0.

Alle gleichférmig zueinander bewegten Bezugssysteme sind physikalisch dquivalent.

2. Die Geschwindigkeit des Lichts ist unabhingig von seiner Quelle.
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5.2 Lorentz-Transformation
5.2.1 Eindimensionaler Fall

2 Bezugsysteme wie oben:
k : ('T? y? Z) <:> k" : (x,’ y’? Z/)

k’ bewegt sich von k aus gesehen mit v in die positive x-Richtung. Zur Zeit t—=t’=0 fallen
die Urspriinge der beiden Systeme zusammen. Betrachte nun einen Lichtblitz, bei t=t’=0
am Ursprung:

Die Wellenfront ldsst sich beschreiben durch

At— (P +y*+2%) =0
C2t/ o (13/2 + y/Q + 2/2) =0 (k‘/)

Mit den Postulaten und der Forderung, dass die Transformation linear sein soll:

v v
:>t/:'y~(t—c—2-x) t:'y-(t'+c—2-x/)
¥=v-(x—v-t) x=7- (' +v-t)
y' =y =y
2=z =7
1 1
v= v =
2 2
1= (2) 1-(2)
Bemerkungen
ot At

e v K ¢ oder ¢ — oo: LorentzrQGalileitransformation

5.2.2 Transformation von Geschwindigkeiten

dx dx’

k . r = 5. k/ . ! = —
b AT

, datdt up—v dt

== - =
* dt dt’ /1_ (2)2 dt’
dt 1— (%)2 dt’

Uy — U
r T
= ul, =

Ug -V
1-"%
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5.2.3 Lorentztransformation allgemein (dreidimensional)

Nach wie vor zeigen die Achsen der betrachteten Koordinatensysteme in die gleiche Rich-
tung, allerdings bewegen sie sich nun mit ¥ in einer beliebigen Richtung zueinander.

(@-%)- o

8

|7

Il
8

|
&

5.3 Einfache Anwendungen der Lorentztransformation

1. Zeitdilatation: Uhr im Ursprung von k, die zu den Zeiten t1 und to tickt. At = t9—1;.
k’ bewegt sich in k mit v in z-Richtung.

k— kK
(tl,0,0,0) N (V'tla*’Y‘U'tlaOaO)
(tg,0,0,0) (*y-tg,—'y-v-tg,(),())
At — At =ty —t) =~v- At > At
= Bewegte Uhren gehen langsamer

2. Langenkontraktion: dhnlich

3. Addition von Geschwindigkeiten

/
U = Uy w= —v s = u,
" " U+ w
Ss= ut+w = YT
o WKL Cc=>SRU+W
e u=c=s=IY —¢
+2

4. Abberration (Bradley 1725): 2 Koordinatensysteme, k und k’; k” bewegt sich von k
aus gesehen mit v in x-Richtung. Das Licht eines Sterns, dessen Licht in k senkrecht
von oben (y-Richtung) kommt, hat in k’ einen Winkel 6" zum Lot:

voow
tanf = -~ — (v<c)
c ¢

5. Fizeau-Experiment: Ein Medium stromt, parallel dazu wird Licht durch dieses Medi-
um geschickt und dessen Geschwindigkeit im Medium gemessen. Im mitgefiihrten
System des Mediums:

,
U = —
n
Und fiir einen Beobachter von aufien:
£+ c 1 9

n-c
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5.4 Vierervektoren, Minkowski-Raumzeit
5.4.1 Erinnerung Vektoren

e Praktisch, um Kovarianz unter Rotation zu iiberpriifen. Beispiele:

— Vektor=Vektor /
— Vektor-Vektor=Skalar /
- vz+Uy+'Uz§‘éwm+wy+wz

e Ein Invariantes Produkt existiert:

3 (% 1 00 w1
Utﬁzzvlsz (%) 01 0 w2
i=1 V3 0 01 w3

Mit einer Drehmatrix R, fiir die gilt (Stichwort EULER-Winkel):

det(R) > 0, R = Ry 2(p1,2)R13(¢13)R2,3(02,3)

Ist das oben definierte Produkt invariant:

5.4.2 Vierervektoren

Eine Lorentztransformation k—k’ lasst sich als Matrix schreiben:

v o=y 00

v
He=1N

0 0 01

Der Index (19 gibt dabei an, dass die Matrix eine Transformation in der (0,1)- bzw. (¢, z)-
Ebene beschreibt. Bei L(®#) mit a, 3 = 1,2,3 und o # 8 sind die erste Zeile und Spalte
der Matrix (1,0,0,0), der Rest der Matrix entspricht den bekannten dreidimensionalen
Drehmatrizen. Beispiel:

1 0 0 0
12 _ |0 cos(p) sin(p) 0O
0 —sin(p) cos(p) 0
0 0 0 1
a
Ein Vierervektor a = (ag,a1,a2,a3) = (ap,d) (mit @ = | a2 |) ist ein Vektor, der sich
as

unter k—k’ fiir ¥ || & wie folgt transformiert:

~

a— LYW .a=a

4y — L),

(0,2 bzw. 3]) .

Analog fir ¥ || gund ¥ || 2: a — L a.
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5.4.3 Rapiditdt ¢ (Zeta)

Man kann schreiben:

% — tanh(¢) € [-1,1]
= v = cosh(() € [1, 4]
= ’y% = sinh(() € [—o0, +00]

Damit 1dsst sich obige Lorentztransformation auch wie folgt schreiben:

cosh(¢) —sinh(¢) 0 0

po1) _ [ =sinh(¢)  cosh(¢) 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

5.4.4 Invariantes Skalarprodukt

Ein unter Lorentztransformation invariantes Produkt kann man definieren als:

a-b= alub‘u = aobo — (a1b1 + a2b2 + a3b3)

agp 1 0 0 0 bo
al 0 -1 0 0 b1
as 0 0 -1 O ba
as 0 0 0 -1 b3

=aobp—a-b

= (L-a)-(L-b)=a-b
n = diag(1, —1,—1, —1) bezeichnet man als (Minkowski-)Metrik der Raumzeit.

Fir ein gegebenes a* gibt es demnach 3 Moglichkeiten:
e a,at > 0: at ist zeitartig:
— a® > 0: a* ist zukunftsgerichtet
— a¥ < 0: a* ist vergangenheitsgerichtet

e a,at = 0: a" ist lichtartig

e a,at < 0:a! ist raumartig

5.4.5 Minkowski-Raum(zeit)

Die Menge aller zukunftsgerichteten Vektoren nennt man Zukunft, die Menge aller vergan-
genhaitsgerichteten Vektoren Vergangenkeit. Die Lichtartigen Vektoren bilden den Lichtkegel,
die raumartigen ein "Anderswo". Einzelne Punkte in der Raumzeit nennt man auch Ereignisse,
dabei sind die Freignisse der Zukunft und des Lichtkegels, der die Grenze bildet, von der
Gegenwart beeinflussbar. Diese wiederum beeinflussen kénnen nur Ereignisse aus der Ver-
gangenheit und des Lichtkegels in der Vergangenheit, der auch hier wieder die Grenze
bildet. Ereignisse im Anderswo haben auf die Gegenwart iiberhaupt keinen Einfluss (und
umgekehrt). Kurven in dieser Raumzeit mit zeitartigen Tangenten nennt man Weltlinien.

() eR?, d(t) = —
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ds* = 2dt* — |dz|?

—12
= c*dt?* - (1 - ]ul)
c
= Pdr?

7 ist die Eigenzeit eines Beobachters, der am Ereignis (¢, Z) ruht (sich instantan im mitbe-
wegten Inertialsystem befindet).

5.4.6 Zeitdilatation einer beliebig bewegten Uhr
@ = 9% Zeit des Beobachters: t, Zeit der Uhr: 7. Die Linge der Weltlinie der Uhr im

dt
s:/ds:c-/dT

Minkowskiraum s:
Fiir die verstrichene Zeit zwischen zwei Ereignissen ergibt sich fiir die beiden Beobachter:

T2
1

Das heift, die bewegte Uhr misst eine kiirzere Zeitspanne als der "ruhende"Beobachter.
Beispiel: Energiereiche kosmische Protonen, die auf die Atmosphire der Erde treffen,
werden in dieser stark abgebremst; durch die Wechselwirkung entstehen Myonen mit einer
Lebensdauer 7.

tQ—tlz deTQ_T]_

r~2-107 % 2600m
~v == 20 =12km

Die Myonen, die eigentlich viel zu kurz leben, um die Eroberfliche zu erreichen, kénnen
dies doch aufgrund der Zeitdilatation.

5.4.7 Dopplerefekt

Betrachte eine Welle in zwei Inertialsystemen (¢, Z) und (¢, #’) mit der Relativgeschwindigkeit

v

- —

cos(w -t — k- &) = cos (w (7)) - k-2, 7))

N———

— =
= cos (fyw-(t'—i— Ucf ) — k- (f+27't')>

:cos<7-(w—E-ﬁ)-t'—7-(E—w;)wE")

=cos(w -t — K - &)

St

:>];:”E’y-(/;:‘—wc—2) w/Efy-(w—E'ﬁ)

= ky = (ko, k) = (E, k) ist ein Vierervektor.

c
= cos(w-t—k-T) = cos(k, k") ist invariant unter Lorentztransformation.

Fiir Licht im Vakuum gilt |k = © = kyk* = 0. Damit kann man schreiben:

w’:'y-w-(l—g'cos £(k,7)
C ——

S}

Die SRT sagt also einen transversalen Dopplereffekt voraus (© = !

beobachtet wird.

= W = yw), der

wla
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5.4.8 Vierergeschwindigkeit

U= %‘f ist nicht Raumkomponente eines Vierervektors. Definiere:
U m = (U(), ’L_l:)
L d¥ d¥dt L,
mw = ——=—= U
dr — dtdr "
U daj() dl‘o dt
=E—=——=","C
= ar T dtdr ™
1
mit vy, =

g

= U, ist ein Vierervektor.

5.4.9 Impuls und Energie

Plausible Annahme: P, = mq - U,="Impuls-Vierervektor"

Daraus folgt fiir den relativistischen Impuls
p=mo- Yy U
——
m
m nennt man die relativistische Masse.
dPy d moc
dt — dt 0

c2

moﬁ

a
dt /1_%22
| —

rel. Impuls

ol

ol
L

Bemerkungen

E—>c>o}
. U — C

m — o0

4

1 s U
E =moc® + imOUQ + 0(0—2)

2
= moc” + Fkin

o pupt = %2 — p? = mdc? ist unabhiingig von der Wahl des Bezugssystems. = Energie

und Impuls sind abhéngig vom Beobachter, die Ruhemasse my dagegen nicht.
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5.4.10 Energie- und Impulserhaltung

Es gilt fiir mehrere Teilchen:
Pﬁ"t = const.

d i
:Cﬁ;PM:O (n=1.4)

5.4.11 c

In der SRT steht die Konstante ¢ an vielen Stellen. Ursache dafiir ist, dass die Einheiten
von Raum und Zeit unterschiedlich sind: [T'] # [L]. Man definiert daher:

[T] = 1m = "Die Zeit, die Licht braucht, um diese Strecke zuriickzulegen."

1
=c=1, velo1], — t=c-2"=2"

BVl

5.5 Indexschreibweise, Summenkonvention (" Tensoranalysis")
Definiere Raum-Zeit-Kontinuum mit den Koordinaten

20, 2t 22, 23

Betrachte eine beliebige Transformation (z.B. Lorentztransformation, p = 0,1, 2, 3):

ot — = x“’(aso,xl, z2, :1:3)

5.5.1 Einstein’sche Summenkonvention

Taucht ein Index in einem Term mehrfach auf, so wird automatisch - ohne explizites Sum-
menzeichen - {iber all dessen mdglichen Werte summiert, falls der Index sowohl oben als
auch untenstehend vorhanden ist.

5.5.2 Skalare (Tensoren nullter Stufe)

Fiir Skalare gilt ¢’ (z*') = @(2z#), d.h. dem gleichen Ereignis wird die gleiche Zahl zugeord-
net, sowohl vor als auch nach der Transformation.

5.5.3 Vektoren (Tensoren erster Stufe)

kontravariante Vektoren

ox¥
AW = A"
ox”
Beispiel
ozt
U/'I‘ = —
or
[ ozt Oxt  Ox¥
- or  Oxv Ot
ozt
T oxv
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kovariante Vektoren
axlj/

A=A,
Oxt

=

Beispiel
0

ox
0
0

w
g

Oy

/
9, =
_o0zv 0
Oz Oxv
Hierbei ist zu beachten: Fin obenstehender Index nach dem abgeleitet wird, behandelt man
wie einen untenstehenden, d.h. iiber v wird von 1 bis 4 summiert.

5.5.4 Tensoren hoherer Stufe
Der elektromagnetische Feldstérketensor ist ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe:

ozH ozv'
vl af
= Ox® 6:p5F

Allgemein gilt fiir Tensoren (m+n)-ter Stufe vom Typ (m,n):

Tal“'am/ _ 8xa1/ 8xam/ 8:661 axén Y1---Ym
Br-Bn T 83}71 a$77rL axﬁlln.axﬁn/ 01...0n

5.5.56 Rechenoperationen
Multiplikation

cH = A" . BY
Kontraktion

ct = A" .B,

Insbesondere gilt: A*B,, ist ein Skalar.

5.5.6 Metrischer Tensor

N nennt man metrischen Tensor. Er ist symmetrisch (1, = 7,,) und nicht entartet
(In~tap~t = ). Gegeben ein TH = TH - n,,, ist ein Skalar.

Ay =AY
Bt = "B,

In der Speziellen Relativitdtstheorie und der Elektrodynamik gilt im Inertialsystem:

1.0 0 0
lo -1 0 o0
=10 0 -1 0
00 0 -1

In der allgemeinen Relativitétstheorie ist 7,,, Ortsabhingig (Raumzeitkrimmung).
A AR = A, AynM ist unter Lorentztransformationen invariant, d.h. die Metrik der Raumzeit
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héngt nicht von der Wahl des Inertialsystems ab. Ein weiteres (fast) lorentzinvariantes Ob-
jekt ist der e-Tensor:

+1: (a,f,7,0d)gerade Permutation von (0,1,2,3)
€afys = 4 —1: (a,f,7,0)ungerade Permutation

0: sonst.

Fir die transformierte Groke gilt:

6:11042@3(14 = Lglf“Lgi " €818283054
= €ay..ay - det(L)
L-n-L"=n

= (det(L))*detn = detn
=1
= det(L) = £1
!

= €ajasazay — t€8,8,8584

det(L) = —1 entspricht einer Spiegelung der Koordinatenachsen, fiir gewthlich wihlt man
det(L) = +1, so dass der e-Tensor effektiv invariant unter Lorentztransformationen ist.

5.6 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

5.6.1 Ladung und Strom

do

do i

-,

= Vierervektor j* = (c¢- 0,J)
Es gilt also:
ougt =0

5.6.2 Potentiale und Feldstédrketensor
Man definiert das Viererpotential als

AP = (D, A)
In Lorenz-Eichung (26,® + VA =0):

= 0, AF =0

d.h. die Lorenz-Eichung ist Lorentz-invariant; die Coulombeichung (VA = 0) dagegen
nicht. Die Wellengleichung lasst sich mit dem Viererpotential ausdriicken:

1.y = 4o
SORA - A=
C &
1
—07® — A® = 4mp
C

4
= 9,00 AV =
N—— C

]
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Fiir die Felder gilt:
Fe—Vo-204 B-VxA
C
By =104 5,0— —(8°A' — ' 4%)
C
= B, = 0,A, — 0.4, = —(8>A° — 3 A?)
(mit o = 18, = (9,0, —6))

Damit definiert man den elektromagnetischen Feldstirketensor wie folgt. Er ist antisym-
metrisch und spurfrei:

I — gl AY — 9 AF

0O -E, —BE, —E.

E, 0 —B. B,

E, B. 0 —B,

E. -B, B, 0
— _FVH

Fi = 0y

Bemerkung der Feldstiarketensor ist eichinvariant:

Al A 4 9
= FM — FIV 4 gro¥x — V9l = FM

Desweiteren definiert man den dualen Feldstarketensor:

5.6.3 Kovariante Maxwellgleichungen

Mit den Tensoren F* und F* lassen sich die inhomohenen Maxwellgleichtungen

S R T P
VE=4ro VxB--8E=""3
c c
wie folgt schreiben:
g — T
Die homogenen
L. S o4 1. 4
VB =0 VXxE+-0,B=0
c

lassen sich ebenfalls kovariant ausdriicken:

OuF™ =0
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Beweis (7):

4
0,0, F" =-"0,5" =0
sym. antisym. ¢
0
. 1
O F = 55)”6“”&%&5
1
= §ewﬁ (0,004 — 0,05A4)

1
=3 P (9,00A5 + 0,00 A3)

antisym. sym.
=0
Die auf ein Teilchen mit Impuls P und Eigenzeit 7 wirkende Lorentzkraft kann man eben-

falls in der Tensorschreibweise ausdriicken:

i PH— q Frg,
dr c

Beispiel: ruhendes Teilchen: U = (¢, 0,0, 0)
apt —9puo
dt c

= (0,q - E)=Coulomb
5.6.4 Transformation der Felder

Das Transformationsverhalten der Felder ergibt sich aus dem Transformationsverhalten
des Feldstéarketensors:

P = LhLGEFP

- 2 - -
:E'=7.<E+”><B) Ty <”E)

c v+1 c

— 2 — —
:>B,_7<B_UxE>_ v B <UB)

c vy+1lc c

—

Beispiel: (E, B = 0) — (E', B' #0)
5.6.5 Kovariante Green'sche Funktionen der Wellengleichung
e Es gilt (mit 2% = ¢ #):

1
/dt’dgx’ G t, T 1) ... = /d4x’ G(x,a')- ...

C

e Mit R = |Z — #/| kann man die Green’schen Funktionen wie folgt ausdriicken:

1 n_ Lol R
e (R,t,t)_Rcé(t {F )

_ Ls(v "R
" Re c cxc
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e Mit folgender Deltafunktion:
6 ((zy —a),) - (2 —at)) =0 ((z” —2%)?% - R?)

7i o _ .0 __ o ,0
=5R (5(1’ T R)+5(m x —i—R)

~G(-) ~G ()

und der Stufenfunktion © lassen sich die Green’schen Funktionen auch so schreiben:

%Gi =20 (£(2° — 2")) - 0 ((zp — ) - (2t — o))

5.6.6 Kovariantes Wirkungsfunktional S

Das Wirkungsfunktional S der Elektrodynamik h&ngt vom Viererpotential A und dem
Viererstrom j ab. Es lisst sich mit der Lagrangefunktion L und der Lagrangedichte £
beschreiben:

S[4.j) = / dt LA, j] = / dhx £ (A(x), §(2))

Sei A’(LO) mit jég) eine Losung der Maxwellgleichungen, dann ist £ so zu bestimmen, dass

fiir eine kleine Anderung 6A in A gilt:
, S in A(g) also stationdr ist.

e Funktionen sind stationér in Zy, wenn alle Richtungsableitungen bei Zy verschwinden:

=0 VU

d
—f(Zo +1t-7)
dt t=0

e Funktionale sind stationir bei Ay, wenn alle Richtungsableitungen bei A ver-
schwinden:
d

Vh(zx) : %S [A(o) +1- h(l’)]

t=0

£ hat folgende Eigenschaften:
1. S ist Lorentz-Skalar = £ ist auch Lorentzskalar
2. Die Maxwellgleichungen sind linear in A* = £ ist quadratisch in A*

Die "erratene" Losung ist:

1 1.
L= —EF'M F/_“/ - E]HAM

=L(A" +t- bt =
1 1
T [F* Fpy + 2tF™ - (9yhy — Oyhy,) + 2 - (O"h” — 0V I*) - (Ouhy — Oyhy)] — E(juA“ +t- 5, h")

=L+t )+t (——-)
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d
é/dllzr[ﬂ—l-t-( )+t (== )]
dt —o
4 1 v 1.
= [dz (_TTF“ (Ophy — Ouhy, ) — E]uhu
=+8,h
(wihle lim h=0): /d4x +i8 FW_}‘V h
w oo T 4 M CJ v
=0 Vh
4
= 0,F" = %]V

Die Maxwellgleichungen folgen damit aus der Stationaritit des betrachteten Funktionals.

5.6.7 Eichinvarianz von S
£ ist nicht eichinvariant:
At — AP 4 9Py
) N
JuAt — j At 4 5,0
£— L£+j,0"x

Das ist aber kein Problem, da nicht £, sondern S von Interesse ist:
1
SA+ 0] = S[4] - C/d4x 0
1 4 .
=S[Al+ - [ d*x x - (Ou")
c Ny
= Sl

Die Eichinvarianz des elektrodynamischen Wirkungsfunktionals folgt aus der Kontinuitats-
gleichung * (Weyl 1918)
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6 Erweiterung der bisherigen Theorie
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