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Vorwort

Dieser Mitschrieb beruht auf der oben genannten Vorlesung und ist nur eine Fassung des
Wahrgenommen eines Horers ohne Garantie auf Richtigkeit.

Deshalb wird jegliche Verantwortung fiir fehlerbehaftete Informationen von sich gewiesen, da der
folgende Aufschrieb nur zur Hilfe und Orientierung oder einer Diskussionsplattform des
Suchenden dient, somit gar nicht der wissenschaftlichen praktischen Nutzung des Inhaltes.

Es besteht keine Behauptung das Verfasste sei eine wortliche Dokumentation von verbreiteten
Wissen, oder wére tatséchlich so in ihrer Form veréffentlich worden. Allen erwéihnten Menschen
werden keine Unterstellungen vorgeworfen etwas von Folgendem so gesagt zu haben.

Dieses Skript soll Denkimpulse setzen und den Leser zur Entwicklung eigenes Verstandnisses
anregen!

Es sei viel Spafl gewiinscht.
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1 Kapitel- Mathematische Hilfsmittel

Was wir kennen:

V Gradient
V- Divergenz
V x Rotation
Linienintegral W = [, Fdr

1. Skalar- und Vektorfelder und deren Veranschaulichung
2. Integralbildung auf Feldern

Verkniipfung von Feldern {iber Integralbildung
Dirac’sche Delta- Fkt.

oo W

Zylinder- und Kugelkoordinaten

1.1 Skalares Feld

Jedem Raumpunkt 7= (z,y, z) wird eine Wert ¢ = ¢(7) = ¢(x,y, z) zugeordnet. ¢(z,y, z,t) kann
sich im Laufe der Zeit &ndern.

Plxye t) Kanp sich im lade der &at andern,

Vektorfelder L
Jedem Raumpunkt 7 wird ein Vektor F = E(7) zugeordnet. (Ein Vektor wir definiert durch sein

—

Transformationsverhalten) #(7) =  x 7

— = - Teldlnen - baen  déren Tangenfe in pecdem kR,

Feldlinien: Linien deren Tangente in jedem Punkt die Vektoren E(7)

2) "9 F(i(r,e))  C=Startpunkt

GL. fiir Feldlinien

b)Durch jeden Punkt des Raumes mit E = 0 geht eine Feldinie.

Durch Pkt mit E = 0 oder E = oo kénnen mehrere FLen gehen.

¢) E(7), f(7F)E(F) haben die gleichen FLen

— FL “unendlich Licht”.

d)Konvention “Stérke” eines Feldes

— Anzahl der Feldlinien pro Einheit der rechtwinklig zu den Linien stehenden Fléachen ist
proportional zur Feldstarke.
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. op
Et Pichle d. Teldbpen

Wdh.

1.2 Integralbildung auf Feldern

[ E-ar= [ i B(riry) - T

T

Linienintegral

Zirkulation I’ = ¢, EdF N.B. ¢ hat eine Richtung
Fléachenintegral

¢=//AE-M=//B(M) du dv B(7(u, v)) - (df’(dqzv) y df(d@:v)>

Orientierung von dA: Bzgl. Randkruve c der Fléche.

Volumenintegral
L
51
LR LT
BEE
i L i' A ; ]
e
K "I"'I." L Y
Ny a v,
n.,'r )
L"_ = —
y2(z) z2(z,y)
//qﬁf’)dV / dm/ dy/ dz ¢(z,y, 2)
Ul(w )y)
or  Or
= d 7
///‘N/ u dv dw ¢(F(u,v,w)) 5u ((51} X 6w>‘
be oy o
ou  du  du
be by 0
v v v
ooy 5
ow v dw
Bsp.

/. Edr, E = (y, —x, 22 + y? — 2)
C: Gerade, die Pkt (0,0,0) und (1,2,3) verbindet
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1 Yy 1
/ dr —x -l 2
0 224+ y? -z 3

1
:/ dr(y — 2z + 3(z* + 9 — 2))
0

C: 7(r) = (1,27,37) 7€]0,1]
1.

57 1
u | °
u -1
57 0
oo | !
v -1
or o7 _
ou v

1
3) Bsp. fffF z = dV mit F= homogene Halbkugel mit Radius R iiber (z,y)-Ebene

d"y

| |
LR J
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R VRZ=2? VR (22 +y?) R VRP=2?
[af " af dei= [ do [T ayg(R - @)
R Jovrr== " Jo R J VR 2

R
_ Lo po 2 L 5\ \WRE—22
*/7Rdx§((R — %)y — gy )L\/W

4 (B s
— = RQ_ 23/2:7R4
3/0 (B =) 4
ffdi-T (Satz v. GauB)

1.3 Verkniipfungen von Feldern iiber Integralbildung

o) — (1) = /C A(R)dr

¢ AdF = 0 mit A=V¢

]

\ J
..“‘._ “_ 5 [
Jd '\-\___,.T - -J-S
y 7
x.l ' 1

(g

ii

Ansatz: fﬁc Adi = ffF(C) BdF
Aufgabe: Bestimme B
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. Adi
~B.= lim J Adr
Az, Ay—0 |AF|
AF =AxzAy -z

§£ Adit = Ay (T,y, 2)Ax + Ay(z + Az, 7, 2)Ay
C

— (A (Z,y + Ay, 2) Az + Ay(z, 7, 2) Ay)
= (0yAs — 0 A))AzAy + ..

-,

— B, =(V x A).

Wdh. . . . ‘ L.
Zshg: A~ B: $ Adr = ffF(C) BdF

% Adi = Ay (T,y, 2) Az + Ay(z+ Az, 7, 2)Ay
C
— (Au(Z,y + Ay, 2) Az + Ay (2,7, 2) Ay)
S Adr
Ba(r) = Jim i
B~ = (8, A, — 6,A,)70

— ¢, Adr = ffF(C)(ﬁ x A)dF  Satz von Stokes
Gaul o

¢, BdA = fffV(A) V- BdV

Achtung

e Felder miissen diff’bar sein
e Felder diirfen keine Singularitdten haben

e Felder miissen eindeutig def. sein

Q 1.7 .
~ 4re ﬁ(;) (=7.6)

Lo 1
# EdA = Q 7/%:Q
Kugel 47'['60 R 47TR €0
V-E =0 Vi £ 0
¥ - .
>
9\ Ty
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- ~ I
V=0x7 Q=557
o
o1 [ Y
= x 0= \/ x2 + y2
210 0 0
- I
515 Vdr = | 2dy
C C 27'['
5 S F v Lo, 0.
=VxA A=—"Ip=
X o n(go)z
——
wesentliche Singularitat
V x V =0

oo

lim dx f(x)o(x) =f(0)

—
60700

| ass@ite - a) =50
lal
L dzd(x — a)d(x — b) =6(a —b)
1
(g(z)) :ZZ_: m&f — ;)

T Nullstelle von g(x;)

/_ " duf(2)d(az) :%6(33)

Bsp.
§(x? — a?) = 55 (6(x — a) + 6(z + a))

2|a]

10
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F(d (x))=1, 1/v/2m, 1/27 je nachdem, wie die FT definiert ist
/ dzd' (z) f(x) = — f(0) partielleIntegration
| dar @)@ =(-1)70)
d

%@(x) =5(z) 3(7) = 0(x)0(y)d(2)

Einheiten nicht vergessen

1.5 Zylinder- und Kugelkoordinaten

Zylinderkoordinaten

S

'

11
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2 = p- cos(yp)
y=p-sin(p)

z=2z

p=Va+y?

v = arctan(y/x) 0<p<2r
z=2z

oF

é, = 8—; = cos(p)éy + sin(éy)

. 107 . . .
éy, = P —sin(p)éz + cos(éy)

6. =¢.

A=Ay, + Ay, + Ae,

Linienelement
dr = dpé, + d ép + dzé,

Funktionaldet |M| =p dV = dzxdydz = pdpdpdz
Ap,p,2)
) 0.1
Vf(x7y7z) = ayf
0.f
. R Y e (yfa?) = -2

dr 1+ (y/x) p

- 1
Vf=28(0:1)+ &0y f)+é,(0.f) =€,0,f + égp;@@f +é,0.f

Kugelkoordinaten

12
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x = rsin(f)cos(p)
y = rsin(f)sin(p)
)

z =rcos(f
r=va?+y*+22 >0
0 = arcos( :

sqrtz? + y2 + 22

» = arctan(y/x)

A=A, + Age, + Agég

Linienelement
dr = dré, + rdféf + rsin(0)dpép

Funktionaldeterminante

8(x7y72) 2
B0 0

/// 2dv = /// rcos(0)r®sin(0)drdfdye

Obere Halbkungel mit Radius R Halbkugel

R /2 27
:/ dr/ d9/ der3cos(8)sin(6)
0 0 0
2

1 ™/
= 27T1R4/ dfcos(0)sin(0)
0

1 1
— 27T1R4 <25in2(0)) 8/2 = 2R4

13

dV = r?sin(0)drdpdd
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2 Die Maxwell’schen Gleichungen fiir Felder im Vakuum

2.1 Mathematische Form und anschaulicher Inhalt,

Kontinuititsgleichung

# EA’:f/// dV*—
5’2,4 d = dt/ BdA

2.1.1 Integrale Form

;15 Bdr = //]dA-i-eo,uo / EdA
BdA =0
ov
2.1.2 Differentielle Form

.o 1

V- E=—
€0

6 X E = *atBEa

V x B = o - ] + €opiodh

V-B=0

1) und 5): Gaufl’sches Gesetz
2) und 6): Induktionsgesetz
3)

)
)

und 7): Ampere’sches Gesetz
)

4) und 8): Namenloses Gesetz
Inhalt:
1. o(F,t) , Jj(Ft) vorgegeben — Felder E(7,t) ; B(F),t

S~~—— S~——
Ladungsdichte Stromdichte
2. Quellen und Senken von E-Feldlinien: 0
Wirbeldichte von E ist durch —9,B gegeben.

B hat immer geschlossene Feldlinien

orok W

Es gibt zwei Ursachen fiir magnetische Wirbelfelder
a) Strom j

b) Zeitlich Veréinderliche E Felder (— Maxwell’scher Verschiebungsstrom)

6. Wenn o und ; nicht fest vorgegeben sind, bendtigt man weitere Gleichungen welche diese

Gréfien mit den Feldern Verknjipften .
Bsp: f(7,1) = o(F, t) E(7,t) + j(7,t) x B(7,t)
Lorentzkraftdichte!

2.1.3 Erhaltung der Ladung

V- (V x B) = oV - j + eopod(V - E)
=V-j+0oo

14
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= 00+V-j= (9)

Dies ist die so genannte Kontinuitétsgleichung!

Integralform:
// dV oo + // dvv
14 14

QQ+# JdA=0 (10)
dt oy

Mit dem Satz von Gauss folgt:

2.2 Zustande, Observablen und Dynamik des EM-Feldes - Teil 1

Zustand: In einem Zustand hat jede Observable (= Physikalische Grofie) einen festen Wert.
In Der Elektrodynamik: Ein Zustand des EM Feldes = Angabe von E(7) und B(7)

System: Die Menge aller Zustéinde

Prozess: Jeder physikalische Vorgang ist ein Ubergang von einem Zustand zu einem anderen.
Vorgiinge die stetig in der Zeit sind heiflen Prozesse.

Dynamik: Zu jedem Zeitpunkt befindet sich das System in einem bestimmten Zustand, d.h. als
Funktion der Zeit durchlduft das System eine Folge von Zusténden.
(= Dynamik des System)

—t = to :E(F, to), B(F, to)
1
€0

. .1 - o
t > to : Bewegungsgleichungen: O, = ——j + V x B
€ofto
B =V xE
Nebenbedingungen V- -E e
€0
V-B=0
[ Wathe |
|_Haine |
A ———— " L N ———
' Y ' z : { ;’
l:’?‘.—;'r-_:.'-b.tr{i Yor - ‘I | Maxwell Glen | | dotenh - |
steflung . Malke l’.‘ " i I [ -
b o Q) im Valwm A Temferer)
| ol e s O I
b~ 1 ]
o | .
_.____4; =5 .__l__I ; e = . A .
Moxw. Glen Elekhraha - | l Ry nety i gwm nle Foc - |
o " | p
bt @ | | | @ | | mdienyasd

—————
etk verander-|

L{.AI'L’ F::‘I;h:r@ |
- - - - e |

15
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3 Elektrostatik

3.1 Das elektrische Potential fiir eine vorgegebene Ladungsverteilung

Es gilt: VxE= 0, daraus konnen wir folgern, dass es ein Potential ¢ so gibt, dass sich E wir
folgt darstellen lasst: . .

E=-V¢
AuBerdem ldsst sich die Maxwell’sche Gleichung V.-E= % wie folgt umschreiben:

Ap=-2

€o

Dies ist die so genannte Poisson-Gleichung!
Die homogene Gleichung A¢ = 0 nennt man Laplace Gleichung.

Beispiele:
(i) Potentialfeld einer Punktladung im freien Raum:
q: Ladung
7p: Position der Punktladung:
= 1 q ¥ =7
E, = P
p(7) dmey |77 — Tp| |7 — 7|
1 q
Gp(7) = —

dmey |7 — 7|
o(r) = qd(7" = 73)

(ii) Potential und Feld einer beliebigen Ladungsdichteverteilung im freien Raum
a)

o) = 3 46 (7 — 7)
n=1
o) =3
VT ame 2 1] < )
B = 1 ZN:_ Gn T
dmeg = |7 = T [T — 7

b) Kontinuierliche Ladungsverteilung o(7)

_ 1 o)
9(r) = dreg //V |F—F’\dv

=

1
4meg

=]
= 1 0 r—7
E(r) = dv
"= 1 I 7
3.2 Losung der Poisson Gleichung
(Bild fehlt) (Bild fehlt)

3.2.1 Allgemeines Problem der Elektrostatik
(Bild fehlt)

16
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3.2.2 Satz aus der Potentialtheorie:

Bei vorgegebener Ladungsdichteverteilung o(7) sind die Losungen der Potentialgleichung auf
einem Gebiet V eindeutig gegeben durch:

a) Die Angabe des Potentials auf dem Rand von V' (9V)

— Diriclet’sche Randbedingung

b) Die Angabe der Normalenableitung 0,¢ = (ﬁgf))ﬁ auf dem Rand von V/

— Neumann’sche Randbedingung

c¢) Durch eine geeignete Kombination von a) und b) auf dem Rand von V

— Gemischte Randbedingungen

3.2.3 Typische Randbedingungen

i) Flache mit Ladungsdichte
(Bild fehlt)

= EdA =0AA
Dose =Es  AA—E; ,AA

- EQ,n - El,n =0

ii) im Inneren eines Metalls, das sich in einem konstanten elektrischen Feld befindet ist E = 0,
d.h. ¢ = const.

= eine Metallfliche ist eine Aquipotentialfliche

iii) geladenes Metall

Auf der Oberflache gilt: Etan =0 und Emrmal = %

3.2.4 Green’sche Integralsitze

1. Green’sche Identitat:
///V [F()(Ag(7) + (V7)) - (Va(@)]dV = b f(7)(Vg())dA
2. Green’sche Identitat:
L iream) - sy = ¢ 16T - o990

3.2.5 Losungen der DGL mit Randbedingungen

V¢ = —Z mit Randbedingung RB VG(7,7) = —4md(7 — ') + RB V'G(7, ) = —4mé(F — i)
Wende die Green’sche Identitat an:

Lo @) —e@oryav

—AmS(F—7") -2
oG 0¢
i
= — —G—]dA
1w — G5
oG 0¢ 0
—4Aro(7) = 7)— — G=—dA — G-
—ano() = fb o5 - cgtaa— [l] @2
Fallunterscheidung;:
Diriclet’sche GF:
AGp(F,7) = —4nd(F —7") inV
Gp(F,7) = Vi e oV

17
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Neumann’sche GF:

AGN(F, 7)) = —4nd(7 — ) inV
OGN _ 4
0, |0V

Diriclet Problem:

o) = e [|] o eav - - [ o)

Neumann Problem:

G dV’—i——// Ono( dA’+—
47eg _// w( oV ¢ |8V| é)V(Z5

O(F) =

YdA’

const.
Beispiel: Diriclet Green’sche Funktion fiir eine metallische Hohlkugel (Methode der
Spiegelladungen)

V =R3\ Ug(0,0,0)

L 0 fl"lr|7?|—>oo
W)_{o Vi = R

Ansatz: (mit AF =0Vr € V)
1 1 ¢ 1

o(7) = +REF) o(7) =

47T€0 |77 — 7| 47T60 |7 — 7| dmeg |7 — 7o

mit 7 = d’é, und —R < d’ < R. Jetzt ist ¢(oc0) = 0 erfiillt. Wir betrachten die zweite
Randbedingung um ¢ und ¢’ zu bestimmen:

Cmv—0 q _ q
o(Jf1=R)=0 N e A e e

Wir betrachten die folgenden zwei Punkte:
a) x=0 y=0 z=+R und b) x=0 y=0 z=-R

q _ q
VRZE2Rd+d2  VR2ZE2Rd +d?
/
a4
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/

q q
b -
IR TRia
R ' R?
:>q’:—qE undd’:—%sz

Das kénnen wir jetzt oben einsetzen, um die Green’sche Funktion fiir dieses Problem zu
bekommen. Wir eliminieren zusétzlich noch den Vorfaktor durch wéhlen von ¢ = 4meg:

1 R 1
Gp(rF,7

_\/x2+y2+(z—d)2 d 22 + 2 + (2 —

3.2.6 Induzierte Oberflichenladungsdichte o

Normglen vekcey”

d¢
o=—¢ —
0 dn
<~
V-V ¢) T=TMetall
Fiir eine Hohlkugel:
¢ R 1-%

T 4R 14 B 28 cos(y)

Mit v = Winkel zwischen 7 und 7

3.3 Multipolentwicklung
3.3.1 Einfiihrung

Bedingung: r > 2d

19
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N L
¢(T _471'60 7"1+7"2)

7 = V22 +y? + (2 - d)?
7o = Va? + % + (2 + d)?

7:‘1: /$2+y2+22

d d
r = 2 2 — — — )2
|71 /2] \/7“ F 2z2d +d?=r |1F . cos(f) + ( . )
=r cos(0) =~ =~

<1 <1

Wir machen eine Taylorentwicklung der Gestalt:

[N

I+z)2ml— o+ -2 ——z°+..

Jetzt fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

d
& :=cos(f) n:= -
1
S —
V1—2n+n?
1 3
= 1= 5(=2n+n°) + S (=2 + ") +
n=0
Bei P, (&) handelt es sich um die so genannten Legendre Polynome:
— 1" >1
Py(§) =1
Pi(§) =¢
3 1
P. — _
5., 3
Py(e) = 26~ 3¢

Mit g1 = g = %qo folgt fiir ¢(7)

1
+
47r60r 1f2§77+77 \/1+577+772

= 7t ((5) puteosr (52) puteoson)

q ) d 2n+1
47‘(’6 r Z (r> Pant1(cos(6))

b)(h:q:%
B(7)

= 7‘1 i ( > npzn (cos(8))

Eigenschaften der Legendre Polynome:

20
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P, (z) ist ein Polynom des Grades n
Po(=8) = (=1)"Pn($)
Erfiillen die Legendre’sche DGL: n(n + 1) P, (z) + 9, ((1 — 2%)0, Py () =0

e Sie sind vollsténdig, d.h.:
ffll fA(x)dz < 0o = f(z) =307 ¢nPo(z) Also kann jedes Potential ausgedriickt werden als:

o) = o 3 6al)

: Q
mit ¢, (1) = M%Pn(cos(o))
Q., sind hier die so genannten Multipolmomente. Zum Beispiel:

29 q1=q2=¢q

Monopol: ¢y(7) = % in unserem Beispiel: Qg =
0 g1=-qp=¢q

0 g1 =¢q2=¢q

Dipol: ¢;(7) = % cos(f) in unserem Beispiel: Q1 =
2qd 1 =-q2=q

Quadropol: ¢»(7) = % (3 cos?(0) — 3)

Beispiel fiir eine Ladungsverteilung die nur ein reines Quadropolmoment besitzt:

3.3.2 Multipolentwicklung fiir eine beliebige Ladungsverteilung

=
j""h
o S ]
. | '
5 ! G |-"I
¢ ] oy Lo
) f——f——>
f
g <l Y
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47F€0/// |7”—F) v’

Lo 1), 2+3(Ff”)2
|F—7 |~~~ 2 2\ r 2
Po \/

#) = 47r60< /// dV'+*/// Qs v+ >
_47:60 . Z”Q(lxz+r52;Q§kak+

QO — /// *)dV’
Q" = [ atr)atav
Q; k = /// [x;x; - %(m'ﬁ + 2l 4 26| dV
Fiir den Quadropoltensor Q gilt:
e Symetrisch: Q;x = Qi

e Spurlos: Tr{Q;,} =0

— 5 unabhéngige Komponenten

3.3.3 Multipolentwicklung und Kugelflichenfunktionen

¢(7) = Z n+1 Prcos(®) =3 > dnmbnm(7)

n=0 m

1
Ansatz: ¢y m (F) = 4ﬂ60 a1 ——= Y m(0,9)

At Vim0

1

72 sin?(9)

2 1 2 L

é 8’(‘ (T 87‘¢’ﬂ,m) +T2 Sin(e)a (Sln( )69¢n m) 8¢¢n,m - 0
r%—n—l)ﬁ

| —

(n+1)”ﬁ

1
o (sin(0)0pYn.m) + 02V +n(n+ 1)Y= 0
S1

b b
sin(9) n?(0)
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Ansatz: Y, ,, =T(0)F(¢)

sin(6)
= T(0)

b
F(¢)

— Konstante +Konstante

Do (sin(0)T(0) + n(n + 1) sin®(8) + ——02F(¢) = 0

Ansatz: F(¢) = e™® mit m € Z und F(¢) = F(¢ + 2)

1
SN, S

F(¢)
— sin(0)0p (sin(0)0pT) + (n(n + 1)sin?(0) — m*)T =0

2

Fiir m = 0 ergibt sich jetzt: T(6) = P, (cos(d))

Fiir allgemeine m gilt:
T(0) = sin™!(0) P} (cos(0))
P (a) = " Py ()

Wobei P die so genannten assoziierten Legendre Polynome sind.
Kugelflachenfunktionen:

Yn,m(97¢) - |: 1 m < O 47T (n + |m|)' SH1 (9)Pn (COS(Q))@
Eigenschaften:
1.
27 s
/ do / sin(0)doY;! . Y.2 . = Snn O
0 0 ’ ’
2.
Palcos(@) = ot 37 V(@ 6)V2,0(6,9)
n a)) = on+1 - n,m ’ n,m\"»
3.

9 _ [ee] n - ) 9
£(0,9) S famYia(0.9)

beliebige Funktion n=0m=-n

27 T
= Sin 1
Fom = / dé / sin(0)doY,2,, (0, 6)1(6, 6)

Anmerkung: (mit o = Winkel zwischen 7 und )

1 1 =1 /\"
T = — — :Z; (r) P, cos(a)
r\/l—i— (%) +25=F n=0

r2
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Fiir das Potential ¢(7) gilt jetzt also:

47T60 /// |7“ 7:J)_"|CZV/

qmm
Z St Yam(0,0)

n=0m=——n
nom = 2n+1/// )Y (0, 0)) () sin(0")dr' d6' dg

deispele:

47reo

3.4 Energie einer Ladungsverteilung und Arbeit W
3.4.1 Punktladungen
dlo)=c
B IS
" *¥ oyt

3
KGary X 43,3

Ladung | von oo nach | Erforderliche Arbeit
q1 7 Wi=0 )
g2 T2 Wa = Ireq |F(f1_q7272|
= _ 1
a3 T3 W3 = Ireg (\;111,1;3‘ + |;2q,2*3|> a3
Fiir gy gilt:
N om-1 I 1NNy I
W — — m 71 - mHdn
9es mz::2n:1 4dmeq |7 — T 2;; dmeq |7 — T
n#m
3.4.2 Kapazititskoeffizienten und Kapazitat
VRN
A f
- “
o= —
J
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Wir betrachten Systeme von Leitern

Agp(T) =0 V7' zwischen den Leitern i = 1,..N

¢;(T) = vi; = const.
—€ ffAj V(bldA = qéij

Allgemeiner Fall: Ladung @Q; auf Leiter j
$(7) = ity Ly = const =: ¢,
Qj = —€o ffA_j VodA = —¢ Zi\; % ffAj VidA

— Diriclet Problem, hat eindeutige Losung ¢
— @; sind durch die Vorgabe der ¢; eindeutig festgelegt.

N
auf dem Leiter j { = ¢(r) = Z %¢i (7)
i=1

Vr auf Leiter j {

n
= Q; = E Cij oF
= ~—~
Kapazitatskoffizienten

Ci; sind nur von der Geometrie abhingig.
Es gﬂt: Cij = Cji B
Fiir einen Leiter: Q = C'¢

1 1NN
We = 3 Z Qi = 3 Z Z Cij0i9;
=1 i=1 j=1
3.4.3 Kondensator und Kapazitat

Ein System zweier voneinander isolierter Leiter, die ungleichnamige ladungen gleicher Menge
tragen heifit Kondensator. Die Potentialdifferenz U = ¢2 — ¢; zwischen dem Leiter positiver und
negativer Ladung heifit Spannung.

U=¢2—61= /Fﬁqsdfz _/TQ Fr <ﬁ auf Leiter 1>
T "

79 auf Leiter 2

i - ,,/.p-""--‘_ \ .I.-\" ; P
N 1 L=
' lu_(_/ <xil.
i - . ]
b J —
4,{“«-'4?. \ (F'L (.CF.',_"’"
-Q = 6'11¢11 + 012(151
Q= C~'21¢21 + éz2¢2
Cia + Coo Cii+ Cho
> =—=—=—""""—Qund pg= =———F=—Q
' C11C22 — C%, 271G — C%,
LU= Ci1 +2C12 + Cao
C11C9 — C%,
C - Q C11Cyy — 0122

- E N C~'121 —‘1-2012 +022

Beispiel: Kugelkondensator
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T -Q
. e
- Fa " >
+ b £
- r *
~ Q 1A
E Y
() = 47reor2
1
Edr = —_— —
/ " 47eq (r2 Tl)
r1ir2
C:—:4
U 7T607“1—’I“2

3.4.4 Energie Kontinuirlicher Ladungs bzw. Feldverteilungen

Punktladungen:
N N
1 ~ Tron 1 qn
mZ:§ m&(Tm ¢(r)_47reog|f' 7|
1 —‘/
W =5 [[ o) o) ave) o) = e [ A
760A¢
B -E -E
Nebenrechnung V(¢ Vo) = (Vo) (Vo) +pAd
0Ap = V(¢V9) — E* = V(¢ - (-E) - E?
()—’W——*Go/// (PE)dV += eo///EQdV>O
dlverglert
! 2 1 62 2 ~15
W, = mec” — =MeC’ T R 2,8-107"7"m
dmeg 7e —_—

klassischer Elektronenradius

Dadurch ergibt sich jetzt also:

Energiedichte: w = %E()EQ

Gesamtenergie: W = Seo [[f;, E2qV’

Betrachte eine Ladungsverteilung im &uBeren Feld E, (F) = —V @ (7)
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e

-
g

W =3 [[fy, = o(™)o()dV"’

Taylorentwicklung:

T; + = Z Z 0x;0xj¢q

S, /// )atdV”

/// 7YV’ + Z v, Ba

Qi
/// )i dV!

$a(7) & 6a(0 Za ¢a

T;Tj

1 3 3
E Z:Z: a:lazjcéa

L 005
= 2Q06u(0) ~ 5E(0)P 4.
q(ﬁ) = _VRW(E))
4 Magnetostatik
4.1 Das Vektorpotential
Beispiel: Stromdurchflossener Leiter
: 1ia r W
by
\ :
| 2
AN
j=15(x)s(y)e-
5] —»§: w8y - //JOI
Bdr = "B dr = pol — B, =52
yé; “0560 Ho 7 2mp
——
2mp
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Aus V-B =0 folgt: Es gibt ein /Y, genannt Vektorpotential, mit:
B=VxA
S VX (VXA =V(V-A) —AA=poj
Diese Gleichung wiirde sich jetzt fiir V - A = 0 sehr vereinfachen. Wir versuchen also so eine
Eichtransformation durchzufiihren, dass dies grade der Fall ist. Da B durch ein Kreuzprodukt
gewonnen wird kénnen wir zu A den Gradienten einer beliebigen Funktion dazu addieren da die

Rotation eines Gradienten immer null ist: V x (ﬁA) =0
Eichtransformation: A — A’ = A+ VA(F) mit B=V x A=V x A

Annahme:
V x (V x A) = poj V- A#£0
A = A+ VA(F)
VA L0
VA + AN =0 — AA=-VA

Dadurch vereinfacht sich die Magnetostatik effektiv auf die folgenden zwei Gleichungen:

Jetzt lisst sich A in Integraler Form darstellen:

7 Mo ;(F) ’
A=t d

Wenn man jetzt Rotation auf diese Gleichung anwendet findet man das Biot-Savart Gesetz:

4.1.1 Magnetostatisches Analogon zum idealen Leiter der Elektrostatik

Supraleiter: 7 - B=0und A x B= Joberfiiche

Supm (erter
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4.2 Beispiele fiir Vektorpotentiale
4.2.1 homogenes Magnetfeld

24
b |
. 0
B=1]0
B
. 0
a)A= | Bz
0
— 7By O —
b)A = 0 = | Bz | + V(—Buzy)
0 0
. —3By 1. 0 _
c)A=| 3Bz | ==Bx7=|By|V(-=Buzy)
0 2 0

J=Té,0(p—a)d(z)
Fiir das Vektorpotential ergibt sich jetzt also:

r_ Mo Ié,6(0" —a)o(Z') .,
A=—
Am ///v |7 — 7| v
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Niitzliche Identitédten fiir diese Rechnung:

0 = €46 = cos(p — ¢') = cos(¢’ — )
o = sin(p — ¢

D _®» ®» >
I
Il
D>
I

A
>

|pép + 2€. —aéy| = \/(Pép —aéy)? + 226, (pé, — aly) + 22

= \/p2 +a? + 2paé,é, + 22

= /p? + a2 + 2pacos(p — @) + 22
_ \/rg + a? — 2arsin(f) cos(p — ¢')

2m T
/ d¢' cos(p — ') — 2/ d¢' cos(¢')
0 0

Damit lasst sich das gesuchte Vektorpotential dann wie folgt berechnen:

27 A A
R ol , €p€pr
A, =¢é,=— d
P T /0 7 |(pé, — zé, — p' + éy|
I 27 : o /
A, = Ko dyo' sin(p — ¢') =0 (27 periodisch)
4 Jo V22 + p? +a% — 2apcos(p — ¢')
ol cos(ip — &)
coar V22 + p% +a? = 2apcos(p — ¢')

h=td [ cos()
2 Jo V22 + p2 +a? —2apcos(p — ¢)

/
Definition: a := % — cos(y¢’) = cos(2a) = 2cos*(a) — 1

4arsin(6)
r2 + a? + 2ar sin(0)
— 7% 4 a® — 2arsin(f) cos(¢’) = (r* 4+ a® 4 2arsin(h))(1 — k? cos?(a))
A, = uola 1 %da 2cos?(a) — 1
2 \/r? + a2 + 2arsin(0) Jo 1 — k2 cos?(ar)

O<a<2mk?:=

Wir betrachten jetzt nur den Integralausdruck und fithren die folgende Substitution durch:
w:=(a— %) — cos(a) = —sin(a — §) = —sin(w)
0 2sin?(w) — 1

W —
-z /1—Ek?sin*(w)

2 0 0
— 2
:#/ dw;—ﬁ/ dwy/1 — k2 sin?(w)
k —z /1 —k2sin?*(w) k -z

Dadurch ergeben sich jetzt die , analytisch nicht 16sbaren, vollstéandigen elliptischen Integrale:
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[ME]

Ke(k) = 1 — k2sin?(w)

0
E(k) = /0’2’ \/1 — k2sin?(w)

- I
- A= ~ Hola

Age, = ’%/TT(Q) (2= K*)K (k) — 2kE(k)]

magnehiche

)

Q ®

4.2.3 Rechteckige Leiterschleife

Analogon: Magnetisches Dipolmoment: m = —2a - 2b - I

AA,=0—-A,=0

po 4aby
A, ==
4 3
o 4abz
Yo 4 o8
=V-A=0

Das Vektorpotential entspricht ndherungsweise einem magnetischen Dipol mit dem Dipolmoment:

. . > g m X T

m=4a-blé, A="— 3
~~ 4T r
Flache
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Verallgemeinerung:

Schleife
B=VxA=vx (12l Ho
73 4
wo [ 3(Mi)F — 72m
T A4rx rd

4.3 Multipolentwicklung des Magnetfelds

)
///|7’_r_7|dVI

1 _11_’_&_'_37“7"_}7;’2_’_

|F—7| r r2 27t 2\ r

— A(7) = %2 i///vf(ﬁdV’+:2///v7fj(mv'+

a) Integrationsgebiet V kann so gewéihlt werden, dass f: 0 auf JV, das nennt man dann eine
geschlossene Stromvertellung

b) V' - (@i (7)) = Ji(#) + 2: V()
Mit dem Satz von Gauf folgt:

/// )dV’ = # 2 (7)dA" =0

=0(Kontinuitatsgleichung)

=0( Monopoltheorem)
=0

- /1,()77_’2)(7_’)
= A=—
4 73

/// 7 i( dVI:///v(lej(ﬁ))xfdv/"_///vfjgj)?ﬂd\/’
Verwende a = b= 1 a+b)
0= e G )t s
20

Beachte: V' (¢}a (1)) = ) (7") + 2l ji (F) + 2z}, V' (7)
Zusammenfassung des Ergebnisses:

— o 77_”2 X F — Mo 3(77_”27_’37_"— TTQT?L 5 1 ﬂ/ = 2,
A=t g=Ho(Amrmrm . dv
dr 3 4r ( 7o "=y Vr X3

Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem von der rechteckigen Leiterschleife.
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4.3.1 Kraftwirkung und Drehimpuls
Erinnerung an die Elektrostatik: Kraft und Energie

F=-VaW=QOE®R)+ VP ER)+..)
W= [J] eowav = Vo) + 2.0 ad)

Magnetostatik: Kraftwirkung auf eine Stromverteilung im &ufleren Feld:

F(R) = ... = V 50 - Bo(R))

Zusammenhang zwischen dem Magnetischen Moment einer Stromverteilung
und dem Gesamtdrehimpuls ihrer Ladungstrager:

Bewegte Punktladungen:
j() = Z QU0 (F — 7;)

qu/// 7 X T6(F — 7)dV’

= = E 77‘1‘><’Ui-mi
2 & m; SN——
i -

=Di

Wenn jetzt zusitzlich noch - = 22 — | = L fiir alle Ladungen, dann:
1 mo my

I I=YL

4q
2my

m:

4.4 Energie einer Stromverteilung

B’Q

Wm=3 /// B0 (9 v = ///
=R3 Mo V=R? 210
~—

Energiedichte des magnetischen Feldes

%///V:Raj w=g .. l///v I
o Il ey e mav L e (a fx/joém)dvm

Das Integral (1) wird null, da gilt A x B o< &. Mann kann es jetzt mlt dem Satz von Gauf} in ein
Fléachenintegral umwandeln kann, dadurch stelgt die Ordnung auf 1 =, die im Unendlichen gegen

Null konvergiert. .
Mit V- (@xb)=b-(Vxa)—da-(V xb) folgt:

= Wy = ///‘/Rg%é’l“ (V x A(7)dV = ///VRIZ?

‘:
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// v (F)dA;

Wir definieren jetzt die Einheitsstromdichte 7 (7) =
(beachte L = Induktivitit # Drehimpuls)

() = 220

- Z Lo LI,

Induktivitt ;o _ ;o _ /// /// e Tk)dVde
Vi -

L;; ist der so genannte Selbstinduktionskoeffizient
L, mit ¢ # k Koeffizienten der Wechselseitigen Induktion (Gegeninduktivitéten)

5 Zeitlich veranderliche Felder

5.1 Zustinde, Observablen und Dynamik des Elektrischen Feldes Teil
2 Energie, Impuls und deren Strome

Energie und Energiestrom des EM-Feldes

Plausibilitatsiiberlegung:

E
A\ \f_f"' =
| 7
&
L, dt - dw ., -
dW = ¢q dFﬁ-é(f’—r) ﬁ:q v-0(F—r
F

Mit

erhalt man also

dK%EVXB%fﬂ@@m/
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Weiterhin gilt

Hiermit ergibt sich

// —B(V x E) —eo EO,E ——V (E x B)dV

v Ho —— o
:—c’% 19,(E?)
52 1 5
&ew+—$yW(; x B)dV
Das Magnetische Feld leistet keine Arbeit
W =F.ds=Fudt = q(E + 7 x B)7dt

mit der Energiedichte

1 5 1 =
= —eE*(F,t) + —B?
w 26() (7’, ) + 2[1,0
und der Energiestromdichte (Poynting-Vektor)
DU T,
S=—ExB
Ho

Beispiel: Energiestrom beim langsamen Aufladen eines Plattenkondensators

1 = 1 -
W = 5eOE2 - U= §€0E27TR2 -h

— = «E(t)QE(t)mR*h

Der Energiestrom durch die Mantelfliche ist gegeben durch |§ |- 2R - h Fiir das Magnetfeld gilt:

1 5 Lo
515 — Bdr' = 8teo/ EdA
c Mo A(C)

// V x BdA = // (/ionr GONOatE)dA
A A

wobei ;d/_l' ~ 0 gilt, da sich der Kondensator langsam aufladen soll.

Satzvﬂtokes / V x B’dg: % éd?: ,uo€03t/ Edg
A(C) c

mit
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1 - .,
= H—\B\QWR = €|0, E|mR?
0

1 2.5 1 = =
— [S| = —|E||B| = el E|0| E|R
Ho 2
Somit wird der Energiestrom

|S|- 2R - h = wR?heo|E||0,E]|

Impuls und Impulsstrom des EM-Feldes

Allgemein gilt fiir den mechanischen Impuls

GiPneen = P00 = [[] Fiyav

In der Elektrodynamik ist f dann die Lorentzkraftdichte

— - 1 _ —
Q(’I?,t)zeov'E j:;VXB—GoatE
0

BxO0E=—-0ExB)+Ex8 _B
(—VXE)

Nun wird eine Null addiert: B(V - B) . Hiermit ergibt sich:

% (ﬁmech + ///GO(E x E)dV)

" " 1 = .
///[EOEVE+ —B(V-B)—E x (VX E)——Bx(VxB)|dV
Ho Ho

Nun bendétigen wir folgende Nebenrechnung:

— —

%V(BF = (B-V)B+ B x (V x B)

Lo . _ . . - 1 4 Lo
—>B(VB)—B><(V><B):B(V~B)+(B-V)B—§V(Bz)::V(B:B—

Hierbei ist (E : E)lk = B, By, das dyadische Produkt.
Wir definieren

0Ty,
) 89:1

VT, =
Hierbei ist T der Maxwell’sche Spannungstensor. Dieser hat folgende Eigenschaften:

T:eOE:E+—B:§—

1
Ty = 0B E, + —— BBy, — w(7, t)d;1
mug
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Setzt man diese Definition und die Nebenrechnung in den Obigen Ausdruck ein, so erhilt man

9 {P";cmu /ﬂ a7, t)dv} = /// V- TdV = # TdA
ot v v A(V)

Mit der Impulsdichte
1
2

Uy

B = e |[E(7,6) x B, )] = 5 5(71)
somit ergibt sich fiir die Lorentzkraftdichte
~F= () + V- (=T) = ~(oE + j x B)

5.1.1 Beispiel 1: Elektrostatisches Feld mit Feldlinien parallel zur x-z-Ebene

- 4
AW
. . sin(6(7))
E=1E@ | o
cos(6(7))
Der Maxwell’sche Spannungstensor ist hier also
1eo(EZ — E?) 0 eFELE, 1. —cos(20) 0 sin(20)
T= 0 —1(E2+ E?) 0 :§|E(F,t)| 0 1 0
coELE. 0 leo(E2 — E2) sin(20) 0 cos(26)
Hiermit wird die Kraft auf dA:
. 0 L1 . sin(26)
dF = (Th)dA i=10]=dF = 560|EQ\ 0
1 cos(26)
Spezialfalle:
o
o1 (Y
0=0 dF = —¢|E? | 0| dA
2 1
[ ]
s _ 1 . (Y
0=~ dF = ——¢g|E?| | 0] dA
2 2 1
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5.1.2 Beispiel 2: 2 Punktladungen

[= S - -

Wir befinden uns in der y-z-Ebene.Es gelten:

5 (Powen [ smsav) = f rijas

= 1
E=——14 (é1 + é2) auf der z-Achse
47‘(60 72 N——
2sin6-é,
"
Lo
b
X
.'/’,
/
v 4
Weiterhin erhélt man
(T ﬁ) = 760|E_:(0,y72’)| €x
$(E2 4+ E2) 0 0 1
mit T = 0 se0(E2—E%) B, E. =10
0 c0EyE, $(E2 - E2) 0

Hiermit erhalten wir ﬁgl
R oo oo 1 R R
B ([ ante(-jalEGoP) e = A
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- 1 q> 2 o 2sin '\’
Fi = —¢g——— d bdb é
1 260 (47760)2 l/o @A ( 7“2 > (&
Wir verwenden sin 6 = % und r = Va2 + b2, und erhalten

. N 1 q2 [es} (2b)2
Fl=—Fh=-e—-L 2 db-b— | &,
! 27 2 Ureg)2 “’[/ﬁ a2 +b23 | ©

4
2a2

5.2 Die Ausbreitung Elektromagnetischer Wellen im Vakuum

Im Vakuum gilt p =0 ; j = 0. Damit lassen sich die Maxwellgleichungen schreiben als

=0 VxE=-0B

<
=

V-B=0 ngzuoeoﬁtﬁ
Wendet man nun ein zweites Mal die Rotation an, ergibt sich
V x (V x E) = —8:(V x B) = —8;(oe0d: E)
Man erhélt
AE — ,uoeoaf =0E AB — Moeoafé

Dies sind Wellengleichungen. Wellengleichungen haben allgemein die Form

Awﬁwféwwmﬂzo
In der Elektrodynamik ist ¥ € B, By, B,, E;, By, E,. In einer Raumdimension entspricht dies:

AU(z,t) — 0—128,52\11(2,& =0
Die allgemeine Losung einer Wellengleichung ist gegeben durch

U(z,t)=f<(z—ct)+ f7(z+ct) =0

Hierbei ist f>/<(z) eine zweifach differenzierbare Funktion.

c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von f(z &£ ct). "+éntspricht einer Ausbreitung nach links,
éiner Ausbreitung nach rechts. Eine Spezielle Funktion fiir ¥(z,t) = f<(z — ct) ist cos(kz — wt).
Hierbei ist k? = “:—22 Es ist

cos(kz —wt) = Re [ei(k’z—“’t)}
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Diese Funktion beschreibt eine monochromatische (zeitharmonische) Welle

W(z,t) = Re { / dkA(k)etFz=wt)

k=
Mit der Inversen Fourier-Transformation erhdlt man A(k) als
A(k) L[~ dzV(z,t = 0)e k=
= — yA z = e
21 J_ o ’

4

Fiir eine Ausbreitung in x-Richtung erhélt man:

— —

E(7,t) = E(x — ct) B(7,t) = B(x — ct)

V-E =0,E,(x — ct) 20— E,(x — ct) = const. = E?
V- B = 0,B,(z — ct) 20— B, (z — ct) = const. = BY

Nun verwenden wir die anderen beiden Maxwellgleichungen:
V X E - —8tB

o OE, — 0,F —y=—0,B, =0 (stimmt, da 0, B, = O,const. = 0)
o 0.5, — 0,F. = —0,B, — 0,E. = —0,B,
—~— = =

=0 #0 #0
e 0,E,— 0,E, = —0,B. — 0,E, = —0B.
——
=0

Vx B=%8,E

[ ] QUBZ — 8ZBU = c% ('9tEw
1 L

——
=0 =0 =0
® 0.B, —0,B, = 50,E, — 0,B. = —50,B,
e
=0 #£0
(] 8mBy — 8yB — = c%ath — asz = C%atEZ
————
=0

Hiermit erhélt man fiir die x-Komponenten
E,(7,t) = const. := 0 B, (7,t) = const. :== 0

Fiir die y- und z-Komponenten

0,E, = 0,B, — EL(€) = —c- B.(£)
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1 1

1 / L.
mit £ = x — ct Es gibt 2 traversale Polarisationen:

[ ]
1
By(z —ct) = —EEZ(x —ct)
1
B,(x—ct) = EEy(x —ct)

Betrachtet man nun eine Welle, die sich in positive x-Richtung ausbreitet und fiir die E ||y-Achse
ist = F, = E, = B, = B, =0

E,(7,t) = f(x — ct) = Eg cos(kx — wt) = Re [ei(k“”*“t)} EyeR
1 E
B.(Ft) = —f(z — ct) = cos(kx — wt) k=2
c c c
Energiedichte
- L = [ 2
w(r,t) = —egE* + — B* = ¢ B cos(kx — wt)
2 240
zeitlicher Mittelwert: )
1 4 1
w J0
Energiestromdichte
- 1 5 = E0?
S = —(E x B) = — cos?(kx — wt)é, = ceoE3 cos®(kx — wt)é,
110 Cho
zeitlicher Mittelwert: 1
() = e(5e0BR)e.
Impulsdichte:
. g 1
p(7,t) = C—QS = Ew(r,t)eac

Die relativistische Energie ist gegeben durch.

E = +/(mgc?)? + (cp)?

Damit diese zu den obigen Gleichungen passt muss moc? = 0 gelten

5.3 Wellen in Hohlleitern

" A
f
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E und B seien Losungen der Wellengleichung.
Etangenml = Bnormal = 0 auf Mantelflichen.
Fiir jede Feldkomponente gilt der Ansatz

U(rt) = \i/(x,t)ei(kz_wt)
— AU(7,t) — ( t)=0
Wir machen den Seperationsansatz W = f(z)g(y ) und erhalten
2 92\§ 2\ —
(az+ay)\lf+(c—2—k U =0
f(z) 9"y o

o) gty e R =0

Hierbei ist zu beachten, dass die Relation k = <. Diese ist die Dispersionsrelation im Vakuum.
Hier haben wir eine Dispersionsrelation w(k) mit zugehorigen Modenprofil.
Wir haben die folgenden Randbedingungen (wegen Metallflachen)

Eiangential = Brormat =0 auf den Randflichen

Jede der Komponenten von E und B hat die Form: U(7,t) = U (x, y)e! (k==

1
c

2

(02 + 85)@(:5, y) + (w—2 — k) (2,y) =0 im Folgenden:¥ := ¥
c
Hier machen wir wieder den Seperationsansatz: ¥(z,y) = f(z)g(y) und erhalten

') g"(y)  w°

> 2
) gty @ F)=0 Vo
2 —_ g2

Hierbei sind fTN und 97” jeweils konstant.

(@) = = f(2) 9"(y) = —69(y)
f(z) = ag sin(sx) + ag cos(sx) g9(y) = assin(0y) + a4 cos(0y)
N N Y R

Daraus erhalten wir die Komponenten von E:

EL (7, t) = (o sin(sex) g cos(sex)) (e sin(0y) + aygsin(fy)) k=0

E,(7,t) = (B sin(sex) b2 cos(kx)) (B sin(fy) + Basin(by)) e i(kz—wt)
E.(7,t) = (71 sin(sex )y, cos(kx)) (v3 sin(y) + yasin(fy)) e!F=—wt)

Nun verwenden wir die Randbedingungen

2 =0,y beliebig S B, =0E. =0 =09=0
x =a,y beliebig éEyéO;EZQO—win(%a):0—>%=%n:E
y =0,z beliebig S B =0, =0—as=0v=0
y =b,x beliebig :>Exé0;Ezé0—>sin(6‘b)éoﬁgzgm_?
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Nun verwenden wir die Maxwell-Gleichungen.
V. E £ 0 bedeutet mit den obigen Relationen

2 (1 cos(sx) — ag sin(sex))

+B1 sin(sex) - 0 (B3 cos(0y)) e'*=

ei(kz—wt)

—wt)

+y1 sin(sex)ys sin(Qy) - ike' k==t 0

Nun sortieren wir die Gleichung nach den Vorfaktoren von sin(s¢z) sin(fy) oder den cos-Termen.
Diese Vorfaktoren miissen unabhéngig voneinander 0 werden. Wir erhalten also

— gz — 03184 +iky1y3 =0

011:16320

Ein analoges Vorgehen fiir die drei iibrigen Maxwell-Gleichungen (V - B=0:VxE=-9,B

'V % B = c%atﬁ) fithrt auf folgendes Ergebnis:

[ )
E,(F,t) = acos(—n ) sin( LY
a

/!

)ei(szwt)

a nwx MY (1
( ez(kz wt)

B.(7,t) = - sin(T cos

mmy

By (7t) = 5sm(?) cos(

)ei(szwt)

/
By ({Fa t) = ﬁ COS(J) Sjn(@)ei(kZ—wt)
c a
) nmTx mT
E.(7,t) = ysin(—) Sin(iy)ez(szwt)
a
’ ’
Bz (F7 t) = l COS(@) COS(W)ei(kz—wt)
c a

Hierbei sind die Faktoren gegeben durch

o T MTW Y T T
a b c b ¢ a

g My T g TS M
b a a ¢ b
L w? L w?

v=z(c—2—k2)é ’7’21(07—’9‘2)5'

Hierbei sind 6 und ¢’ freie Konstanten (hier konnen Anfangsbedingungen eingesetzt werden). Es

gilt:

Achtung: n=m=0 ist nicht erlaubt!
Spezialfille

o TE-Welle (Transversal-Elektrisch): 6 =0, &' # 0

—FE, =0 B,#0
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o TM-Welle (Transversal-Magnetisch): § # 0, &' =0
—E,#0 B,=0
Es gibt eine Grenzfrequenz fiir die Wellenausbreitung:
W > Wy :C\/(m>2+ (E>2
a b
Fiir Frequenzen w < wy, gibt es exponentiellen Abfall.

Beispiel: a > b = Dann hat die TE-Welle mit n=1, m=0 die kleinste Grenzfrequenz. Wir erhalten
die folgende Dispersionsrelation:

w _ /ku(z)gk:‘/cﬁfﬁ
c a 2 a?

Die zugehorige Phasengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit ist

2

— Vg Uph = ?

!_
+—
~
f

Auflerdem erhélt man die Energietransportgeschwindigkeit:

-

)
(wg)

Hierbei ist (S) das zeitliche und raumliche Mittel der Energiestromdichte und (wg) das zeitliche
und rédumliche Mittel der Energiedichte.

Alle diese drei Geschwindigkeiten (vgy, vpn, vE) sind keine "physikalischen'Geschwindigkeiten,
d.h. sie kénnen grofler als ¢ sein ohne die Relativitatstheorie zu verletzen. Die Physikalische
Geschwindigkeit bei der Wellenausbreitung ist die Frontgeschwindigkeit. Setzt man in diese
Relationen nun ein, dass fiir Energie und Impuls eines Photons £ = hw und p = h - k gelten so

erhalt man
7h

E(p) = \/c*p? + (moc?)? & mo = —

ca
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5.4 Resonatoren

4

. /7
! -
R

1
AT — C—Qafqp =0
L/)(p7 2 th) = ¢(p7 ®, Z) ce it
2
w
AY(p, ¢, z) + 67‘1’(/?7%2) =0

Seperationsansatz: ¥ = F(p)g(¢)h(z)
—W(p, p,2) = F(p)e™ e

Ausfihrlicher:

w? 1 1 5 9
1 1 9 9 w?
;(8p(pap\11)) + ﬁag,q/ + 050 + C—Q\IJ =0
Seperationsansatz: ¥ = F(p)g(¢)h(z)

_ %(8p(pap\:[j)) +i@+ 9%h +w2

=0
F P2 g h c2
———— , N~~~
const. —const. =const.

Wir withlen jetzt g und h als normierte periodische Funktionen: g = e™%?; h = e'** dadurch
ergeben sich:

2
%:,mZ @:,]3
g h
2 2
— 20,(p0,F) + (‘; - ’ZQ) F=0
1 22 2 2
— F"(p) + —F'(p) + ZL " F(p) =0 =

5.4.1 Mathematischer Exkurs: Bessel’sche DGL
932 — O[z

Yy’ (x) + %y/(x) + > y(x) =0

Diese DGL besitzt Losungen der Form:

y@)=a Ja(z) +b Ya(x)
S~ S~——
Bessel Fkt Neumann Fkt
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IR S L CS
Ja(ﬂf)—ZK!F(kJrole)(Qx>

k=0

1 i > .
= —drcos(ar — zsin(7)) — 7sm(a7r) / dre—®sinh(r—ar)
iy T 0

= 1 /"
o=meNo 7/ dr cos(mrx sin(7))
T Jo

N JalA

AN =
ST

2
T — 00 Jm(x)%g/ﬁcos(xf%f%)

Diese Funktionen besitzen abzéhlbar unendlich viele aber nicht dquidistante Nullstellen
Rekursion:

Jm—1(2) + i1 (x) = 7Jm($)
%LA@=—%LA@+LWﬂm
To(@) = J(2) - (~1)"

Neumann:

Jo () cos(am) — J_q(x)

Yo(r) =

sin(a)
Yo (z) = lim Y, (m)
2
x—0:Yo(o) ~ = ln(g)
1 /z\—m
~—— = >
Yo (x) 7r(2) m>1eN

= F(p) = aJm(5p)

Weil EM Felder bei g = 0 nicht singulér sind spielt Y;,,(3¢p) keine Rolle.
Die anderen zwei Indizes werden durch Randbedingungen gegeben.

5.4.2 Beschriankungen auf einen Schwingungstyp (=Mode)
E,=0,E, = 0; E, # 0 = vJ (5tmp)e™PeiFz et
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(Aus Dgl folgt: F(p) = aJpy,(32p) < fiir jedes m kann s einen anderen Wert haben.)
Randbedingungen: E;,, = 0 auf Metallflichen.

Boden: z = 0, Deckel: z = h} E, < 0,E, 20

Mantelflache, p = R — E, E 0,F. 20

atg,,n) ist die n-te Nullstelle von .J,,,. Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen um die
elektromagnetischen Felder weiter einzuschrénken:

2

6'E}=0—>62EZ:Z.]€EZ:O—)kj:()—>%2:%

. S H 1 ) )
VxE=-0,B— 0,B, =-0,E, — B, = A g Gamp) el et
N—— 14 wp

—iwB,
_ _ (n) (n) jimep -1 —iwt
0B, = 0,E. — B, =vyIm(s,)" p)s, ™% - —e
N—— w
—iwB,
Damit sind auch V x B = uoeoatﬁ und veeV - B = 0 erfiillt.
Ergebnis:
m . .
E =0 B = 7Jm - ime  —iwt
p =0 (semp)e’™ e
) m , ,
ELP =0 BAP = —y— Jm—l(%y(:)p) _ Jm(%g,?)p) el g—iwt
w %%L)p

E. = yJm(semp)e™Pe ! B,=0

(n)
Mit w = wp,n = cxg und m € Ny;n € N. Der dritte Index wird durch die Bedingungen k£ = 0

gegeben.
2
Im\? xﬁf)
Wmn,l =C <h> + (R 1=0,1,2...

Allgemein gilt nun:
5.5 Zustinde, Observablen und Dynamik des EM-Feldes III Skalar
und Vektorpotential bewegter Ladungen

6.E’:p(r7t)
€0
ﬁXE:—QtB
V x B = poj(t) + eoptoO E
V-B=0
S B=VxA=>Vx(E+8A4) =0
———
-V¢
= E=-V¢—00p=A
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—Ap— (V- A) =

p(7,t)

€o

R e |
AA—C—zafA—V(V~A+C—26t¢):
N— ———

!

=0

_,qu(fF; t)

Eichtransformationen lassen E und B unverandert.

A A
¢— ¢

= A+ VA7 1)
= ¢ — OA(7t)

Diese Gleichungen werden jetzt fir die sogenannte Lorenz Eichung entkoppelt:

o1
V-A+ 0,6=0
C

= AA - %afA =
Felder E B ‘ Potentiale o, A ‘
Zustand t = to E(7to), B(Fto) O(7,to), A(F,to) plus 8,(7, t)
und &gﬁ(f’, t) bei t = t,
Observable O =O(E, B) B=VxA = -V¢—0A
Eichtransformationen ¢ — ¢ — O\ A A+ 6/\(7"’, t)
Lorenz Eichung Coulomb Eichung
Spezielle V-A+ 8t¢ =0 V-A=0
Eichungen AN — = 82A AA
0 EV x B — L Aqs—cizat(z):—g Aqﬁ:—g
Dynamik OB=-VxE AA - 8214f = —jojT
V- E=L1V . B=0|A- L0} A=—poj ]T—]—€0V(at¢)

5.5.1 Losungen der inhomogenen Wellengleichung

Wir 16sen jetzt die Wellengleichung fiir Zeitlich verdnderliche Felder, diese hingen von der so
genannten retardierten Zeit ab. Das heisst, das Feld an einem gewissen Ort zu einer gewissen Zeit
héngt von dem Feld zu einer vorhergegangen Zeit ab, da sich die Information nur mit endlicher
Geschwindigkeit durch den Raum bewegt.

Beweis: Aus der Elektrostatik ist bekannt: &%

ot - |F;F’\
4;60///Vdvl ( = m )
"t /// dV’ r t— |)

—47d(T)

(b(ﬁ t) =

= %28,. <r28,.
1
*Qar (T(arf) -
1 2

= a (1) =2

f(r))

f(r)

= A (fﬁj‘))

— 4m f(0)4(7)
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scotit =[] & ( ;ﬁ)dw
47“0// VA ( F/’;)>

t

///V | 5 812%9(7’":?3 —dro(i*, 1)3(R) (+)

—_—————

1 . 1 . R
_0783 7", 471_60 /]] ( 2) 8752@(7",t — z) (**)

Addieren jetzt wir jetzt die Gleichungen (*) und (**) so erhalten wir die bekannte
Wellengleichung;:

Ap(rt) =

47eq

8o, 1) — ofo(r. ) = 200

= (1) ist eine Losung der Wellengleichung.

5.5.2 Beispiel Geladenes, punktférmiges Teilchen mit beliebiger Geschwindigkeit

Das Teilchen bewege sich auf der Bahn: Ry (t)
Die Ladungsdichte einer Punktladung besteht aus ihrer Ladung sowie der Deltafunktion die ihren
Ort angibt:

o(7,t) = qb(7 — Ro(t)
Fiir das Potential folgt jetzt mit Gleichung (1):

— ! Tvt) _ |F_F,‘
o7t) = /// av / ' mé( (t :
=12 / dt’il_. 5 (v =1y TRl
dmeo Joco |7 — Ro(t)] ¢

Daraus ergibt sich fiir die Green’sche Funktion der Wellengleichung:

o (v -0
" /
G, 7, t,t) = ~ir =

Um die Potentialgleichung jetzt aufzulésen fiihren wir die folgende Substitution durch:

| — Ro(t)]

c

w0t = fo)

ult) =t —t+

Und benutzen die Identitat: (f(¢)) =
Fir Integrationselement du folgt dann:

du 1_ 1 (= Ro(t)) dRo(t')
dt’ ¢ |F— Ry(t)] dv



Elektrodynamik WS 2010/2011

Damit lasst sich das Integral 16sen und wir kommen auf die Gleichung fiir ¢

. q 1
(Z5(7”,t) = = =7 =
Ameo |7 — Fo(t)] — L2 (7 — Ro(t)
Mit den Bezeichnungen:
dRo(t') |7 — Ro(t)]
ot = t=t——~

Fiir den Ladungsstrom ergibt sich:

A |7 = Ro(t) = S (7= Bo ()|
Dies sind jetzt die so genannten Lienard-Wiechert-Potentiale

5.5.3 Beispiel: Gleichférmig bewegte Punktladung:

v
Bestimmung der Bahnkurve und retardierten Zeit Gegeben: v = | 0

0
Mit Gleichung (3) l4sst sich jetzt die Retardierte Zeit ¢’ bestimmen.

1
t=t——|F—ot'|
C

1
' —t) = 0—2(7?—1%’)2 <t
2 -2
/2 , VX T _

2
t—% 1 1 T — vt
t/: 4 - 2 2
= 1- 32 ch—ﬁ2 ( h—ﬁ2> +y +z

Anmerkung: Nur die Lésung mit Minus ist Physikalisch Sinnvoll, da sich die retardierte
Zeit auf einen vergangen Zeitpunkt beziehen muss.

Finden der Potentiale Wir bestimmen jetzt die benotigten Terme fiir die Lienard - Wiechert
Potentiale

—

2
F—at) - L (F—at)=c [(t - %) - (1 - UQ) t’}
N—_—— C & &
c(t—t")

%(w—vt’)
" 2
=/1 — 32 S +y2+22>0 firv<c
1-— 32
" q 1 1
= t) =
¢(7" 47eq \/1 _ ﬁQ 2
z—vt 2 2
<,/1—52> tyire
. 1 6y
A7, 1) N

=qHo \/1—52 3
< xl—v;z) +y2+22
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Bestimmung der Felder Wir benutzen jetzt die bekannte Relation E=-V—-0Aundas E
Feld zu bestimmen. Dies fiithrt auf:

q 1 x — vt

E, =
4’/T60 1- ﬂ2 _(asfvt

5 _
1_52> +y2 + 22

wjw

1
E q )

y:47r60 /1_52 -( .

2
1_52> JF'Z/Q + 22

(M

q 1 z

== 4dmeg /1 — 32 -(a:—vt

) _
1752) +y?+2°

E

N

Jetzt kann man noch B mittels B = C% x E oder B = V x A herleiten. Dies wird hier aber
nicht explizit durchgefiihrt.

5.5.4 Beispiel: Hetz’scher Dipol

A -
| ) )
b I #»
K oy I+ 2
i | V X
P r— _l I8 >
v d. U
5f|"'.""|‘?l'f'.:.l' -1} o 4

Sthwitiond | !

P(t) = p(t)e.
p(t) = qdp sin(wt) — q(—dp) sin(wt)

= 2qdy sin(wt)
Annahme:
2 d
A= iy =Y« v =220
w c 2
Geschwindigkeitder Ladung
Fa { (+a)7 () . (—g)7_(t.) }
- L 3 GG L B 7)), 3
AT\ = Rty - 02 (F = Ry (ty)  [F= Bo(t0)] - ==(F = R_(1.))
0
v,=1|0 vy = 0y, 24 () = Oy, (dosin(wt))
/
vy
0
=10 v =0y z_(t_) = 0y (—dpsin(wt))
vl

o1
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—

= Annahme t/, ~t_, |7 — Ry|— %(F—Ei)

~l2 M_/
~|7 —0 da v<e
o] = ot |
F— Ry (t
ti:t,w ;gt;::t/:t,f
c c
B 8t(]3(t—’“)
Ny ol ‘
T r

Wir iberpriifen jetzt die Giiltigkeit der Lorentzeichung: 0i¢ = —2VA

- 2. (9, Pt-ct
06 = —*VA ~ —HE v-( il C))
47 T
. 1 [Pt-1)-7 7 P(t-=
o(r1) 471'60{ r3 + cr?

1 [3(P A7 —r2P RGN el 3(P" - )7 —r2P"
T e 7o crt c2r3
- P'x# P x7
B=VxA=H
4 cr? r3

6 Kovariante Formulierung der E-Dynamik

6.1 Der Raum-Zeit Begriff und die Lorentz-Trafo

Bezugssystem +/
Inertialsystem +/
Relativitdtsprinzip o= % U= Z—j,'
(7, 1) (™,t)
System K System K’
Wdh.: Kovariante Formulierung der E-Dynamik

Lorentz-Trafo

2 = r—vt Yy =y, 2=z tlit_c%x
/1 — 627 b ) ) /1 — /82
v | 1
= - = -— oder + = —
Jé] p I6] . oder ¥ 7
ct’ v =08y 0 0 ct
2 | _|-By v 00 T
y o 0 0 1 0 Yy
Z 0 0 0 1 z
Lo
Allgemein:
0 0 0
é =
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vy —B1y — B2y —B37
! T Pz
o By 1+(v—D  (y-D)Zr  (y-1)57
v | By g2 B,
o =By (=D 1+(-Dz  (v—1

F_wv _ |7l —
ﬁ—g; B_Tv ’y_sq,«ﬂ,ﬁz

zwei Ereignisse: "1", "2"
in K: S% = C2(t2 - t1)2 - (!L‘Q - SC1)2 - (y2 - y1)2 — (22 — 21)2
in K’ )3 = c*(ty —11)? — (25 — 21)” — (v — 91)* — (25 — 21)?

2 _ Qo'2
512 - 512

— 4-er Abstand der Ereignisse "1" und "2"

Zeitartige Abstinde: S%, > 0
Raumartige Absténde: S;3 < 0

6.2 Vierervektoren, Vierertensoren und Vektoroperationen

Def. Ein Satz von 4 physikalischen Groen, die unter einer Lorentz-Trafo wie (ct, 7)

transformieren, heifit 4-Vektor.
a* = (a°,d) = (a°,a',a? a®), p= 0,1,2,3

L s

Bsp.: ot = (ct,7) = (2% , o' |, 2* | %)

ct T Yy z

Skalarprodukt: a-b= aobo —ab mit a,b als 4-Vektoren
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=a-b=d -V

a-a= (a®) — >
—_——
>0, <0, =0
1 0 0 0
> > 0 -1 0 0
b= H v 2
ab=73 a Z_;)g’wb =10 0 -1 0
N 0 0 0 -1
=b,,
3
= Z atb,, = atb,
pn=0
a" = (a°, @) Kovariante 4er — Vektor
a, = (a°,—a) Kontravariante 4 — Vektor
3
=a-b= Za“b# =a"b,
pn=0
T Finstein’scheSummenkonvention
Bsp.:
ay = Gua”
a* = g"a, gt = (g_l)lw =g — inSRT
— gt =LK gV
o' f(x,y, 2,t) x=zx(',y, 7t
Ox O(ct)
= 81,’ —_— 6(; _— = cee
(01 + (a0 y=y(.)
= (0s + 00.0)f =
T LT entlang der x-Achse t=...
6;0 = Y(0z + B0ct)
Octr = ¥(Oct + Qaw) N
= @L = (%&g, V), ot = (%6,5, —V)
90" = 50} — V?
Wdh.:
zeitartig
P
a*=( "a? , a*a*d® )
———
a —raumartig
polarer Vektor — 1":: = qﬁ X E —axialer Vektor

a” kovarienter Vektor
a,, kovarianter Vektor

a, = (a®, —a', —a?, —a®)
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ap = guuay
——
Zi=0 g/u/au
a = g"a,
!/ — v v
(') =1L} x
1 -
au = (76& V)
C
1
ot = (=0, —-V)
C
a'ubu =a%° — a-b invariant unter LT
—albl+a2b2+a3b3
_ 192 =2 _ 192 —
90" = 132 — V2 = Lop ~A=0
=A

6.3 Die Feldgleichung

V.E=2V
€0
ﬁxE_":* té
B=VxA

L1
c
Lorentzeichung

e Ladungserhaltung:

act co
= Oz Ja
— Oepyco+Vji=0--» e
(et) dy Ty
0- J=

°h Vi

-,

"= (ce, )

1 0 0 0
o =1 0 o
I =10 0 -1 0
0 0 0 -1

" = (g

=g in der SRT
# g in der ART

kontravariante Ableitung

kovariante Ableitung

B=0
V x B = jioj + eopod E
E=-V¢
1 0
Ap— 507 =——
C €0
P I
AA= - A= —poj — —j
c €oC
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° I:ozenz— Eichung . .
VA+ 50,6=0 -->V-(cA)+ 040 =0

act ¢

Oy _ cA, —0
Oy cA, |
0, cA,

-,

A= (¢,cA)

0, A" =0 Lorenz — Eichung
e Wellengleichung
1
0,0t AV = —j”

€pC
0, A" =c¢
o EB
0 -E, -E, -E.
E 0 —cB cB
WY AR AV AV AM — z z Y
e =orAr =074 E, ¢B. 0 —cB,
£, —cB, —cB, 0

T Feldstérketensor

F12 — alAQ _82A1
= —0:(cAy) — (—0y(cAz)
= —c(0; Ay — 0yA;)

= —cB,
FOI _ 60A2 _aQAO
1
= Eat(CAy) —(=0y)¢
= 0 Ay + 0y
= —Ey
e Inhomogene Maxwell- Gleichung
1
oW = —j¥
" EOC]
e Homogene Maxwell- Gleichung
—pr 1
Dualer Feldstérke- Tensor " = 56“ " Foo

9, F" =0
L0123 g

+1 pveo geradePermutation 0,1,2,3
ehe? = ¢ —1 uvoo ungeradePerm
0 sonst
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0 —-cB, —cB, —cB,
cB, 0 E, —Ey
CBy —F. 0 E,
¢cB. E, -E, 0
F o = w Jov wy

p 9ou 9

=

Gvo
_ -1 E, 0 —cB, c¢By -1
o -1 E, B, 0 —cB, -1
-1 E, —c¢B, cBx 0 -1
po
— Gpu Gvo = Gov <
0 E, E, E,
| —Es 0 —cB, c¢By
B 7Ey cB, 0 —cB;
-FE, —cBy cBx 0
—01 1 1
F :*0123F *0132F — —¢B
5 € 23 +2 € 32 CDy
1 —cBg -1 cB
Vierervektoren:
At = (¢, cA)j* = (cp,])
Ladungserhaltung = 0,5 =0
Lorentzeichung = 9,,A” =0
1
OO AF = i
N—— €p - C
=Lo2-A
Der Feldstarketensor F'*¥ ist definiert als
0 -k, —-E, -E,
FE, 0 —cB cB,
— 1% 14 _ v 14 — xT z xT
F=9"A 0“A E, cB, 0 —cB,
E, —cBy cB; 0

Wir erhalten den Dualen Feldstirketensor F'#v als

1
Fi¥ = "7 Fyy

Die kovariante Darstellung der Maxwellgleichungen sieht dann folgendermafien aus:

11

O = ——j" Inhomogene Maxwellgleichungen
€g C

O =0 Homogene Gleichungen

Die physikalischen Gréflen, die ihre Eigenschaften unter Lorentz-Transformation nicht &ndern,
nennt man Invarianten. Die Invarianten des EM-Feldes sind:

L B2
Fuy = 2(E* — —
pv = 2( =)

E = Zangbn(”?_ R'nat)

S(q) = /t jQ dt ///}R AV L(A", 9, AM)
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Hierbei gilt die Einsteinsche Summenkonvention: Uber doppelte Indices wird summiert. £
ist die Lagrangedichte.
In der Relativistik findet man folgende Schreibweise:

S = //// dat L(A*, 0, A

1 14 <V
L=—7F"Fu+ A

als Lagrangedichte.

€pvoa F' FO = EB
Wenn wir die Existenz magnetischer Ladung annehmen erhalten wir folgenden Ausdruck
fir die Lorentz-Kraft:
F= QGE+Qe€X B+QTrLB+QWL6X K
Dies ist ein Problem, da F und E Polare Vektoren sind, B aber ein axialer Vektor. Unter
Transformation wiirde der Term ¢,, B also zu Problemen fiihren.

— Die magnetische Ladung miisste ein Pseudoskalar sein (d.h. bei Spiegelung am
Koordinatenursprung miisste ¢y, sein Vrzeichen wechseln)

Lorentz-Kraft in kovarinater Formulierung

Wir betrachten eine Punktladung ¢ mit der Ruhemasse mg. Thr Ruhesystem sei K.
Die Eigenzeit ist gegeben durch

Ruhesystem
d !
t
dr =
’L)2
Laborsystem -2
In K’ gelte: mody ¥ = qE
N——
=07
v 1
ﬁ = - ’y = ——
c /1— 32
Vierergeschwindigkeit des Teilchens: u'® = (c,0)
inK’

Im allgemeinen System: u® = (¢, ?)
2 _ =
— uug =7%(c* — %) = % =
rechte Seite: (0, qE) _ Qpmw,. _ QF/aﬂuB
c c

ov
linke Seite: opu = (0, 2%
inke Seite " ( a,y)
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Nebenrechnung:
0 -E, —-E, -—-E, c 0
gFlozﬁu/ _ Ew 0 _CBZ CBm 0 . g _ qu
c B E, c¢B, 0 —By 0 c | By
E. —cB, ¢B, 0 qE.
modu® = gFa‘ﬁug
c
2
_ _moc® s
uw=0 Oy N = qbv
mo =
:u:17273 atizq(E—’—UXB)
JiP
Diese Formulierung ist Kovariant!
Entwickeln = S U2
= Ormo¥ = q(E + U X B)+O<2)
c

7 DMaterie im Elektromagnetischen-Feld

Zuvor haben wir nur die Mikroskopischen Maxwell-Gleichungen betrachtet. Diese sind im
allgemeinen auch in der Materie giiltig, aber in vielen Fallen geniigt es iiber viele Atome zu
mitteln. So erhélt man die Maxwellgleichungen. Das rdumliche Mittel der Felder erhélt man durch

o _ 1 - -
Eatomar i E(F) = 70 - M/ dV/Eatomar(T/)
0

_ N 1 _, -
Batamar - B(f’) - ;5 — /// dV/Batomar(TJ)
Vo Ve

AuBerdem teilen wir die Ladungsdichte o und die Stromdichte j auf in externe Anteile und
Anteile der Materie.

0 = Qext + Omat J = Jext + Jmat

Die Materie-Anteile werden nun wie oben gemittelt und willkiirlich aufgeteilt.

-

<Qmat> = Ofrei + Opol <.jmat> = jfrei + jmag
Hierbei bezeichnet g,o = —V - P die Polarisationsladung und jmag den Magnetisierungsstrom.

Wir erwarten, dass die materiellen, sowie die freien Ladungen und Stréome der
Kontinuitatsgleichung geniigen.

-2 g !
8t9f7'6i+v']frei =0 8t@pol +v'jmag =0
- j: 8tp'+j_;mag ]_;

Hiermit erhalten wir die Makroskopischen Maxwell-Gleichungen

6 X vecj{:jext"’jfrei +at[j 65 = Qext + Ofrei
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Hierbei gilt
5:605+ﬁ §=M0ﬁ+M

Hierbei ist zu beachten, dass die Aufteilung omat = 0frei + Opol setc. vollkommen willkiirlich
gemacht wurde. Die erlaubten Eichungen sind:

]3—>]3/:]3+§><]\7 :>D—>D_’/:D_‘+6XN
M — M' =M - o,N — H — H =H+oN

Hé&ufig schreibt man

13: GOXGE_: M :NOXmﬁ
:>5:€0(1+Xe)E §:M0(1+Xm)ﬁ
—— ———
€ "

Ein einfaches Modell ist das "Drude-Modell"freier Elektronen:

—

1

Dieses Problem kann man auf zwei Arten betrachten: Entweder man betrachtet die Polarisation
und erhélt eine elektrische Suszeptibiitat x., oder man betrachtet die freien Strome und erhalt
die elektrische Leitfahigkeit o.

P = —ner ffrel- =0

— (d? + %dt) =P= %E_: — Jfrei = —nei—f

- ﬁ(w) = EOXe("‘))‘E(W) - (at + %)jfrei = %E(t)
ne? - -

= o(w) = P=0

w(w+T B .

= Jfrei(w) = 0(W)E (W)

= U(w) = (l_liw) %

Beide Ansétze sind richtig, da die Einteilung in Polarisation und l\/]agnetisierungsstréme

willkiirlich war. Hieraus ergibt sich der Zusammenhang zwischen Leitfahigkeit und Suszeptibilitat:
o(w)

= Xe = i—
Eow
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