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Kapitel 1

Mathematische Hilfsmittel

1.1 Diracsche /-Funktion

1.1.1 Definition
Die Diracsche Deltafunktion ¢ ist definiert iiber die Eigenschaft, dass

1 fall cl
/5(x—x0) dx = Jalls g
7 0 falls xo & I

Mt dieser Eigenschaft ldsst sich die Deltafunktion auch schreiben als

d(z —a) = lim f,(x)

n—0
Als Funktionsfolge wire zum Beispiel die Folge

1 n

Tn?+ (z —a)?

fo(z) =

moglich. Auch andere Funktionsfolgen erfiillen die Figenschaften der Deltafunk-

tion.
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Abbildung 1.1: Einige Funktionswerte der d-Funktion fiir verschiedene Werte von n
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1.1.2 Eigenschaften

(a) Das Integral
B

/dx f(x)d(x —a) =

o

f(a) fir a € (o, B)
0 fir a € (o, B)

(b) Setzt man stattdessen einen Funktionswert in die Deltafunktion ein, so erhélt man

1
D= 2 Ty =

wobei z; die Nullstellen von f(x) sind, in denen die Ableitung nicht verschwindet.

Beispiel Wir benutzen die eben besprochenen Eigenschaften

2,5 2,5

/ dx §(z® — 3% — 4o + 12)e” = / dzx 0((x — 2)(x + 2)(x — 3))e”
—25 —2,5
2,5
e d(z —2) iz +2) d(z —3) o
202 — 62 — 4]0 222 — 62 — 4|0 222 — 62 — 4,—3

—-2,5

Jetzt werden die Zahlenwerte eingesetzt

2,5 2,5 9 9
1 1 e e*
= dese —2)et + = | ded(z+2)er =S 4 S
4/ zo(x tog | dwdlet2)et =7+ o5

—2,5 —2,5

(c) Die néchste Eigenschaft bezieht sich auf die Ableitung

f(@)d'(x — a) = = f(a)d(x — a)
Diese Eigenschaft lasst sich mit partieller Differentation beweisen.

(d) Aus der Deltafunktion ldsst sich noch eine weiter Funktion herleiten, die Heavisidsche

Sprungfunktion ©:

x

() = / da’ §(a') =

—0o0

1firz>0

Ofirz<0
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Beispiel FEin Integral mit der Thetafunktion wére zum Beispiel

00 2
/ dr O(4 — 2%)e™" = /dx e~ % = 2sinh(2)
o 2

1.2 Taylorentwicklung von Feldern

1.2.1 Eindimensionale Taylorentwicklung

Die Taylorreihenentwicklung einer eindimensionalen Funktion f lautet

o0

f@) = 3 2O o) e~ x0)”

n=0

1.2.2 Mehrdimensionale Taylorentwicklung

Héngt die Funktion ¢ von mehreren Variablen x = z1, x5, x3 ab, so ist die Taylorentwick-

lung
d(x + Ax) = Z l' Z Amj%] d(x) = exp (Ax - V) ¢(x)
n=0 " |j=1 J

Beispiel Die Funktion f(z,y) = exp (—(2* + %)) wird um den Ursprung entwickelt.

2

f(Az, Ay) = f(0,0) + > Az,

Jj=1

of(z,y)
8;1:j

+ ...
z=0,y=0

Berechnet man die einzelnen Ableitungskomponenten, so kommt man auf

f(x,y):l—xQ—yz—i—...

Die genaue Rechnung sei hier dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

1.2.3 Skalar- und Vektorfelder

Skalarfelder Eine Funktion f : x € R” — R beschreibt ein Skalarfeld. Beispiele sind die
Ladungsdichte oder das Temperaturfeld.
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Vektorfeld Eine Funktion g : x € R" — R™ beschreibt ein Vektorfeld. Beispiele sind
die Stromverteilung oder eine Geschwindigkeitsverteilung.

Auf diesen Feldern kann man verschiedene Operationen durchfiihren

(a) Skalarprodukt

Xy= inyi
i=1

(b) Vektorprodukt

3
(XX y)k = Y erijriy

ij=1

1.3 Flachenintegrale

Wir betrachten eine Flache

F = {r(u,v) | u,v € D} C R

Beispiele

(a) Ebene durch
x = (0,1,0)  xa=(1,1,1) x3=(1,2,3)

Die Ebene wire dann definiert durch

0 1 1
r(u,v)=| 1 | +u| 0 | +v
0 1 3

(b) Die Kugel um den Ursprung mit Radius R ist

sin(#) cos(¢)
r(f,¢) = R | sin(@)sin(¢)
cos(0)
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1.3.1 Integration iiber Flichen

(a) Wir benutzen das orientierte Flachenelement mit

Oor Or )
df = (% X %> dvdu = dfn

Beispiel Das Flachenelement der Einheitskugel ist (mit r wie oben)

3 — sin(#) sin(¢) 3 cos(0) cos(9)
r r

90 R sin(f) cos(¢) 0= R | cos(#)sin(¢)

0 —sin@
und somit
sin (@) cos(¢)
df = R*sin(0) | sin(0)sin(¢) | dfde
cos(0)

(b) Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche S:

os[B] = [ Bw)-ar

(c) Zirkulation eines Vektorfeldes durch den geschlossenen und doppelpunktfreien Wegzug
C:
ZolE| = ]{ E-r

C

1.3.2 Gradient, Divergenz und Rotation

Diese Operationen kommen aus der Vektoranalysis
e Gradient V¢. Hier wird ein Skalarfeld auf ein Vektorfeld abgebildet.
e Divergenz V - ¢. Hier wird ein Vektorfeld auf ein Skalarfeld abgebildet.

e Rotation V x ¢. Hier wird ein Vektorfeld auf ein Vektorfeld abgebildet.
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1.4 Integralsatze von Gaufs und Stokes

1.4.1 Gauld

/div E(R)dV = ]{Edf

ov

Anwendung:

e Sei j =Stromdichte und ¢ die Ladungsdichte. Der Strom durch Oberfliche 0V <=

negative Anderung der Gesamtladung.
— — 8
cdf = —— dv
f jrdf =-o / 0
oV v

Dies mit dem Integralsatz von Gaufs ergibt
0 -
/ 8—? fdivjdV =0
“

Da das Integral fiir alle Volumina verschwinden muss, so muss der Integrand ver-

schwinden. Dies ergibt die Kontinuitdtsgleichung

do

5 +div ;=0

o 1. Greensche Identitdt

[esorvo-vo) av = fove-af

\%4 ov

(Ableitung iiber Gauk mit £ = @V

1.5 Zerlegung und Eindeutigkeitssatz

Jedes Vektorfeld E(Z) ist eindeutig durch sein Quellenfeld div E und Wirbelfeld
rot £ bestimmt. (Die Crux der Maxwell-Gleichungen)
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Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Die Leichte Version/ Coulombsches Gesetz

Die gesamte Elektrostatik beruht auf dem Coulombschen Gesetz (1785)

Definition : Coulombsches Gesetz zwischen zwei Korper

Die Kraft zwischen zwet kleinen geladenen Korpern, die sich relativ zueinander
in ruhe befinden ist L
F, 1= ]ﬂh(hg
|/ — 733
Wobei k vom Ewnheitensystem abhdngt:
o Gaufs-cgs k =1, Ladungseinheit [q] = esE

F
o MKSA/SI k = =~ =1-107"c* Wobei gy = 8.854-107"* —
m

Wir (Theoretiker) wihlen das Gaufs-cgs Systems (Gaufs, centimeter, gramm, sekunde): Die

E und B-Felder haben dann die gleichen dimensionen und ¢ wird ein manifest sein.

2.1.1 Gaufi-cgs System Einheitentabelle

TODO | TODO

Die Gesamtkraft ergibt sich aus der Vektorsumme der einzelnen Coulombschen Zweikor-

perkrifte. Somit gilt fiir ein beliebiges Teilchen ¢:

15
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Definition : Coulombsches Gesetz im Mehrteilchensystem

2.1.2 Das elektrische Feld (Mathematisches Konzept)

Definition

Bemerkung: Dieser Grenzwert existiert nicht wirklich, da es durch die Natur eine Minimal-

ladung gibt.

Das elektrische Feld am Punkt &, welches von einer Punktladung am Ort #; erzeugt wird

8y

E(7) = N _HP

!

Lineare Superposition
Z — f
5=
Ne—z? T

Also insgesamt

L P
E(&) = /Q(xo)r—f) dv

T — 2|3
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- 0
E - fida = qCOS

da = q df2

r2

Wobei df? der raumliche Winkel ist. Damit

B} 4 V(s
%E-ﬁdA: ma g€ Vi)
J 0 qggV(S)

Skizzen dazu :

Verallgemeinert ergibt es das Gaufssche Gesetz

17

2.1.3 Definition : Gaulisches Gesetz

j{E(f)-ﬁ dA:47r/g(f) dv

(0)% \%

Dies trifft nur zu, falls das System mit

1

* =

e Zentral
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e Linear

geht.

Mit dem Gaufischen Integralsatz erhélt man aus dieser Gleichung

/}waﬁ—mgzo
J

Daraus folgt aber auch, dass der Integrant 0 sein muss, also
div E(Z) = 470(7) (2.1)
fiir alle Punkte Z. Mit diesem Wissen kénnen wir jetzt auch das E-Feld beschreiben mit:

= i -7 1 o(')
E(7) = d3 / =/ u — /d3 / =/ —V,——— | = -V, /dS /
(%) / X g(x)|j,_fl|3 X o(@) | -V T \Y X T

Da also E ein Gradientenfeld ist, muss auch gelten

rot E(Z) =0 (2.2)

Aus dieser Rotationsgleichung sind wir motiviert, statt das Vektorfeld E, lieber ein Skalar-

potentialfeld zu betrachten, da dies einfacher ist:
E() = —=V¢(Z) (27)

Wir gehen also von 3 Freiheitsgraden auf einen tiber. Mit den Gleichungen (2.1) und der

neuen Gleichung 2’ kommen wir zur beriihmten Poisson-Gleichung

V2(F) = —4o(3) ()

2.1.4 Energie und Arbeit

Die beim Transport der Ladung aufzubringende Arbeit ist (wenn die Strecke von A nach

B im elektrischen Feld E fiihrt)
B
W:—/ﬁdi
A
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wenn F die Kraft ist. Diese ist gegeben durch das Elektrische Feld, also ist das
B B
——q [ E-di=q [ 46— ao(B) - o)
A A

Die Kraft ist also konservativ.

Das q¢ ist also die potentielle Energie der Probeladung ¢ im elektrostatischen Feld E. Aus
dieser sehr lokal begrenten Definition konnen wir die Gesamtenergie des Systems berechnen.
Sei ¢; eine Punktladung und das Potential im Unendlichen 0. Wir bringen diese Phnkt-

ladung aus dem Unendlichen an den Punkt #;. Dann hat ¢; die potentielle Energie
Wi = qi¢(7;)

Betrachtet man nun n — 1 Ladungen, so erzeugen diese ein ¢ mit

Die Gesamtenergie des Systems ist dann die Summe iiber die Einzelladungen der ¢;, also

iq;j iq;
W= Z Z | _Jx]’ Z |7 _jm]|

=1 j5<t

Das Y ist die Summe ohne i = j. Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist dies

=5 [ [ et 220 2 [ oo

Mit der Poisson-Gleichung wird dies zu

1 3 — 2 (5
-+ / P (7) (V2(F))
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Dies konnen wir mit partieller Integration umschreiben mit

1

"8

d3x(V¢(f))2 _/d3X|Eéi)|

Bemerkung Uber das Vorzeichen der Summenbeschreibung von W lisst sich nichts aus-
sagen. Diese Beschreibung iiber das Integral ist aber immer positiv! Somit kénnen die
beiden Beschreibungen nicht dquivalent sein. Dieser Unterschied kommt von der fehlen-
den Selbstenergie in der ersten im Gegensatz zur zweiten Beschreibung. Fiir die meisten

Anwendungen ist dies jedoch kein Problem.

Plattenkondensator (idealisiert)

Wir betrachten einen Plattenkondensator mit Abstand d in z-Richtung, dessen Quadrat
viel kleiner als die Fliache F' der Platten ist. Die Ladung auf der oberen Platte sei —(@), auf
der unteren damit (). Die Ladungsdichte ist

Aus symmetrischen Griinden muss natiirlich das E-Feld parallel zur z-Richtung sein.

(a) An der z = 0-Platte.
Dort ist das E-Feld gegeben durch

EL (%) = E1(|2]) sen(2)eé.

Ein sogenanntes Gaufssches Késtchen (also ein Integrationsgebiet) erfiille die Volumen-

gleichung
AV = Az - AF

mit Grundfliche F', Seite z und Volumen V. Somit ist dort
E, -df =2E, (z = AZ/2)AF = 470AV = dxcAF
Das Feld insgesamt ist also

—

Ei(x,y,z) =2mo sgn(z)eé,
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und zeigt nur in z-Richtung.

(b) Fiir die andere z = d-Platte ist die Argumentation analog mit

—

Ew,y,z) = —2n0 sgn(z — d)é,

Fiir den gesamten Kondensator erhéalt man

D I dmoe, z € (0,d)
EKondensator - E+ + E_ =

0 z ¢ (0,d)
Wir definieren die beiden Begriffe
_ _ _ . Q
Spannung U = ¢(0) — ¢(d) = 4wod = 47rfd
. Q F
Kapazitiat C' = U= ind

E? 1
Energie W = /d3X — = _COU?
8 2

Feldverhalten an Grenzflachen

Gauftkistchen Wieder betrachten wir ein Gaufskidstchen (Rechnung hier nicht aufge-
fithrt) und finden

—

A(Eus — Eon) = 470

also dass die Normalkomponente von E diskontinuierlich ist.
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Stokessche Fliche AF Sei t die Flichennormale von AF. Nun benutzen wir den

Stokesschen Integralsatz und die Bedingung rot E = 0 und erhalten diesmal

also dass die Tangentialkomponente von E erhalten ist.

2.2 Die schwierige Version / Losung der Poissongleichung
Kurze Wiederholung:
E=-V¢ V¢=—4rp

Mit lokalisierten Ladungsverteilungen ohne Randflichen ist die allgemeine Losung der Pois-

o@) = [ax 2L

—
|77 — 7

songleichung 1”:

Um die Losung nachzupriifen, bendtigen wir
V2|7 - 2| = —4né(Z - T)

Um dies zu verstehen, wechseln wir in Kugelkoordinaten. Dort lautet der Laplaceoperator

(fiir r # 0):

2y L O (200 0% 2(1N_ 10 |
v¢_r28r(r 87’)+O(89’8¢> =V ( )‘ 2, (7D =0

2.2.1 Probleme mit Randbedingungen

Aus der ersten Greenschen Identitét folgt die zweite.

Definition 2. Greensche Identitat

oY Op
/ d*x (V2 — pV3p) = ]{ (go% — gz;%) df

Vv oV
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Satz Greenscher Satz
Mit ¢ = ® eine Losung der Poissongleichung und

1 1

T—%| R

Y=

Damit ergibt sich

/ &3y’ (-4@(95')5(95—;5') + |x4_”xl|g(xf)) - j{

o [ g3 o) i]{ 1o .01
q)(x)—/dx R +47r R on/ (I)an’R di
v

oV

Somit

Dieser Greensche Satz ist die Losung fiir Cauchysche Randbedinungen( bedeutet ®|5, und

92|,y beliebig). Dies wiire aber eine Uberbestimmung des Problems.

Erklarung:

Eindeutigkeit der Poissonschen Losung

Eindeutigkeit der Losung der Poissonschen Gleichung innerhalb eines Volumen V', dessen

geschlossene Begrenzungsfliche S = 0V der Dirichletschen oder Neumannschen Randbe-

dingungen unterliegt.
e Dirichlet : ®|g ( ein System von Leitern)
e Neumann : g—?ﬂ s ( E - aus Flichenladungsdichte)

Beweis

Zwei Losungen ®1, Py und U = ®; — ®,. Innerhalb von V gilt V2U = 0 und auf S ist

U = 0 oder g—g =0
1.Greensche Identitat =

/ d>x

|4
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Somit

/d3x(VU)2 =0 = VU=0
\%

Somit folgt

(I)l - (I)Q + C
= —L_ ist eine Greensche Funktion. Sie ist eine Losung von

[z—a'|

V%I)G(f, )= —4mwo(Z — 1)
Allgemein

1
— = = =
Gz, %) = 77 + F(Z,4)

und

VinF(Z,@) =0
2. Greensche Identitat mit ¢ = ¢, =G
" N 1 o, .,
o(7) = /dBX/G(.Z',l’/)Q(JL'/) + 4—7{ dA’ {G(x,a:/)an/ T@(l")

™
|4 S

Fiir Dirichletsche Randbedingungen mit
o Gp(z,2')=0 eSS zeV

e Gp(z,2') = Gp(a, x)
Also

b(z) = /dSX’GD(x,x')g(x’) = ﬁ fdA/%(b(x,)
% 5

Nun fiir Neumannsche Randbedingungen

e nicht einfach %GTIH g = 0 weil Gaulscher Integralsatz fiir V2G = —47d ergibt
oG
dA— =4
?{ on i
S

Die einfachste erlaubte Randbedingung auf Gy ist

— = 4
M S 7 € S,Fg = Gesamter Flicheninhalt
on FS
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0P

1
=2\ 3/ = = - / =AYl
<I>(:B)—(<I>>S+/d X'Gy( ,$)+4 jl{dAGn(x,x)an/

™
|4 S

F' ist Losung der Laplacegleichung innerhalb von V' und stellt somit das Potential eines

Ladungssystem aufserhalb von V' da.

2.3 Methode der Bildladungen

Gegeben p(7),7 € V und Randbedingungen S = 0V

Gesucht Poissonlosung ®(7), 7€ V

Lése zuerst das Problem mit :
Gegeben p(7) mit fiktiver Bildladung ohne Randbedinungen.

Gesucht Losung der Poissongleichung ®|g oder g—f” g

Beispiel

Punktladung iiber geerdete Metallplatte — ®|s =0

qr=1(0,0,2)

Sei V = {r]z > 0}, ®(z,y,0) = 0.
Gesucht ist die Losung.
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qgr=1(0,0,z)
d =7
4B 'B = (07 07 _Z)
Fiir das Alternative Problem gilt
q 4B
O(7) —
e R A

Damit folgt fiir das Originalproblem

q
O(7) = -

Bemerke

Beispiel Greensche Funktion

Gegeben
p(M)VreV V ={(z,y,2)|z > 0}

Dirichlet-Randbedingung
Plov =0
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Gesuchte Funktion ist dann

Gp(F,7) = 77 + fp(7,7)
(1) A fp(7#) =0 VieV
(2) Gp(F,7) =0 Ve oV
(3) Gp symmetrisch
Ansatz
fp=— 1
P =l
mit
g = (2, =) fir ¥ = (2,4, 2)
Somit

GD(I7 Y, <, xla ylu Zl) = [(J] - ZE,)2 + (y - y')2 + (Z — Z/)ﬂ

(1) Passt
(2) Passt
(3) Passt

Losung ist also
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2.4 Randprobleme (RP)

2.4.1 RP1: Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Quadratintegrable Funktion U,(¢) € C,¢ € (a,b) C R. Diese Funktion haben folgende

Eigenschaften
Orthogonal
b
[ €030 =
Vollstandig

> _Un(€)Ua() = d(¢ =€)
n=1
Wobei * fiir komplex konjugiert steht.

Eine beliebige Funktion f(§) ldsst sich entwickeln mit

f(&) = Z%Un(é) a, € C
Fiir die Koeffizienten ergibt sich
b
on= [ AU 1)
Beispiel: Fourierreihen mit = € (—%, %)

(Un(@)} = { (% zsin (2”;"”“") | \/gcos (2”;7”‘”5)) me N}

Der diskrte Index n kann auch kontinuerlich werden, schreibe als k. Damit ergibt sich das

o - { <}

Diese Funktionen sind orthogonal und vollstédndig.

Fourierintegral
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Definition

Fouriertransformation

1 ! ikx
ﬂmzjil}mmy

Ak) = L / dxe ™ f(z)

27

—0o0

2.4.2 RP2 Trennung der Variablen

Laplacegleichung mit kartesischen Koordinaten (iPDE)

82 82 82
2:2° " 5% T 520"

Durch Umformen werden aus einer iPDE drei oDE.

Produktansatz :
Mit diesem Ansatz findet man

PX1 Y1 9271

il il ~ -0
8x2X+(9y2Y+8zQZ

Die Behauptung ist, dass dann alle Summenterme konstant sind (also keine Abhéngigkeit

mehr von z, y und z besitzen). Man setzt dann

X 1 , V1 ) Y
— = = 2 mit >0
22 X 02 Y p mit o7, 7 2
Dann gilt
r2zZ1 L,
FEN A

Die Losung ist dann
B(x,y,z) = eTioTeFiB etV a5
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Beispiel Der Quader mit einem Volumen a - b - ¢ Fiir 5 Seitenflachen setzen wir & = 0.

Nur fiir die obere Fliche gilt

(z,y,2) =V(z,y)

mit einer beliebigen Funktion V.

Setze

- . . . n2  m2

d = Z A sin(ag,x) sin( By ) sinh(v,,,2) ap =nm/a, B = M7 /b, Yom = T\ — 5+ =l
n,m=1
Dann sind die Randbedingungen an den 5 trivialen Seiten erfiillt. Betrachte jetzt die letzte
Randbedingung
V(z,y) = Z Ay sin(a, ) sin( By) sinh(y,mc)
n,m

Dies ist eine doppelte Fourierreihe, also auch invertierbar fiir die einzelnen Koeffizienten
Apm (siehe oben):

a

Anm
absinh(7,,,c) smh (Ynm©) /

b
/dx dx V(z,y) sin(a,z) sin(5,y)
0

Allgemein ist das Problem, dass jede Seite durch eine allgemeine Funktion V; gegeben ist.

Die Losung ist dann eine Linearkombination der Losungen fiir die einzelnen Seiten.
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2.4.3 RP3 Laplacegleichung in Kugelkoordinaten

1 02 1 0 (. , .09 1 0%
86 = 13209+ g (O55) + g o

Trennung der Variablen von

U(r
50,0.9) = L PO)Q()
Zwei Konstanten —m? und [(I + 1) mit
1 0°Q 5
Qoz =~ 2
0*U  1(1+1)
52 " 2 U= (2.4)
1 0 P 2
650 (81119%) + {l(l +1) — i 9} P=0 (2.5)

Losung von 2.3 ist

Q(p) = exp (Fimep)

mit der Eindeutigkeit folgt
m € 7

Losung von 2.4 gibt
U(r) = Ar'™ 4 Br™

Wobei [ zunéchst noch unbestimmt, spater keine Divergenz bei § = 0 und # = 7 bringt

[ €Ny

Substituiere mit x = cosf, P = P(x),z € [—1,1] . Damit

% [(1—#)%} + [l(l+1)— 1711;} P=0

Falls m = 0, so ist dies die gewohnliche Legendresche Differentialgleichung. Fiir m # 0 ist

es die zugeordnete Legendre Differentialgleichung.

Die Losung der gewohnlichen Legendresche Differentialgleichung sind die Legendre Poly-
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nome (normiert bei # = 1 auf Eins).

z.B.:

Diese Polynome sind alle zueinander orthogonal, d.h.

1

2
/ dxP(z) Py (x) = ST 15”,
—1
Sie sind sogar auch vollstédndig, d.h:
2l +1
>SS R@RGE) = 5 - o)

=0

Beispiel Sei f eine Funktion auf dem Intervall (—1,1). Dann l&sst sich f entwickeln {iber

die Legendre-Polynome:
f(z) = AP(x)
1=0

mit den Koeflizienten .

20+ 1
A= T/f(x)Pl(l’) dx

21
Betrachten wir zum Beispiel die Thetafunktion ©. Diese lédsst sich entwickeln mit den

Legendrepolynomen

3 7 11
_°p_ip oy —p ..
Olz) =P —ght 5P+



2.4. RANDPROBLEME (RP) 33

2.4.4 RP4: mit azimutaler Symmetrie

Azimutale Symmetrie bedeutet, dass die Lésung ® nur noch von r und 6 abhéngt. Dann

kann man schreiben

O(r,0) = Z (Aﬂ“l + Blr’lfl) Py(cosb)
/

1. Beispiel Gegeben ist auf der Oberfliche r = a das Potential ® = V' (6). Gesucht ist
das Potential innerhalb dieser Kugel. Es existieren also keine Ladungen im Inneren. Damit

muss B; = 0 gelten. Die Randbedingung eingesetzt ergibt
Z Aia' Py(cos ) = V(0)
!

Mit der Entwicklung von oben erhalten wir

A+1 [
A= ZT+ df sin 6V (6)P,(cos )
0

Wiéhle zum Beispiel
+U fiir 0 € (0,7/2)
—U fiir 6 € (7/2,m)
o= (22Pcost) — 1 (2) Pyteost) + 2L (2 Pueost) +
= 5 5 1(cos 3 3(Cos 6\ 5 (Cos

a

V() =

2. Beispiel Punktladung ¢ an der Stelle x’. Wir wissen schon

0 = =3 () Ateos)

1 >

wo v der Winkel zwischen x und x’ ist und
>/« = max / min(|x|, |X/|)

Die Klammer wird also fiir r < 7’ zu

r/l+1
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und fiir » > 7’ zu z
/i

Tl—&—l

2.4.5 RP5: Kugelflachenfunktionen

Fiir m # 0 findet man die so genannten zugeordneten Funktionen

(—1)™(1 — 2?2 7 p() fiir 0 < m < I

le(aj) = (l*’fﬂ)' .
(—1)m(l+m)ile fir m <0
Auch sie sind orthogonal:
i 2 (1+m)
+m)!
Pl (x)P" () = o
/ v () P (x) A+ 1(1—m)! i
“1

Dann definieren wir die Kugelflichenfunktionen als

20+ 1 (1 —m)! ,
yl,m(9a¢):\/ 4—; El_i_:glplm(cosQ)ezmd’

und
Yi-m = (=1)"y.,
fiir negative m. Sie sind orthogonal mit

2w

/d¢/ df sin Qy;m,(é, ¢)yl,m(‘97 ¢) = 5ll’5mm’
0

0
und vollstandig

[e's) l

D> Um0 ) gm(0,6) = 5(¢ — ¢)d(cos 6 — cos ')

=0 m=—1
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Additionstheorem Betrachten wir zwei Punkte x und x’ mit dem Winkel v dazwischen,

so konnen wir schreiben

l
4 * Y,
Py(cosvy) = I+ 1 Z ylym(9 , O )YLm (0, @)
m=-—I

20 +
2.4.6 Entwicklung Greenscher Funktionen in Kugelkoordinaten

Zuerst ohne Randflachen

mit den bekannten Definitionen
r< = min(r,r’) r~ = max(r, ')

Der Vorteil ist jetzt, dass die beiden Koordinaten r, ¢, 0 und r/, 6, ¢ komplett getrennt

sind.

Aufenraumproblem r > a (Dirichletproblem auf r = a)

1 2 I+1
fr< 1 a * / /
,rl>+1 - a (r']"/) ] yl,m(e ) ¢ )yl,m(97 ¢)
Die Klammer ist

I+1 1 I _ a?l+1 . /
rl 1 <a2) ] T <7" S ) fiirr <o

- / 21+1 .
rr 1 n_a /
T <r - _r/l+1> firr' <r

mit G,(a,r’) = G,(r,a) = 0 Der Unterschied zwischen den beiden Fillen entsteht, weil
einmal in der Kugel und einmal aufserhalb der Kugel (beidesmal ohne Ladung!) betrachtet

wird.
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2.4.7 Entwicklung Greenscher Funktionen nach Eigenfunktionen

Elliptische Differentialgleichung:

Vi(@) + [f(2) + A ¢(z) =0

Man findet zwar immer eine Losung, aber nur fiir ein paar bestimmte Werte von A gibt es

Losungen, die stetig und endlich sind
A=A\,

Diese Werte nennen wir Eigenwerte. Die dazu gehorenden Loésungen 1), nennen wir

Eigenfunktionen. Diese Losungen sind sogar orthogonal
[ Vi@n(@) = b
7

und wir nehmen auch an, sie sind vollstédndig (fiir alle unsere Operatoren ist dies so, aber

eigentlich nicht fiir alle moglichen Operatoren!).

Gesucht ist G mit
V%x)G(x, )+ [f(z) + N G(z,2") = —4rd(x — )

Entwicklung

G, 2) = 3 @ n(a)

Dies ergibt
> (@) (A = M)t (x) = —4nd(z — ')

n

Mit der Orthogonalitét folgt

Damit folgt fiir die Greensche Funktion

Gla,a') =41y W



2.5. MULTIPOLENTWICKLUNG

Beispiel
F=0 A=k

Dies fiihrt iiber die Elliptische Differentialgleichung zu einer Wellengleichung
V2 (Z) + |k[*¢u(Z) = 0

Mit kontinuierlichen Eigenwerten |l§ |* und den Eigenfunktionen

Ve = (2 1)3|E| P (ZE f)

Normierung :
[ i@t = sk~ w)
R3

Greensche Funktion fiir Laplace Gleichung

Glo,a') = 1 1 dSkeXp (zk(}‘ — ')
R I

2.5 Multipolentwicklung

Eine lokalisierte Ladungsverteilung p(z') mit p(2’) =0 < |2/| > R.

37

Betrachte das Potential fiir [z| > R in Kugelkoordinaten, wobei y;,,, Kugelflichenfunktionen

bezeichnen.

- l ylm(ea 90)
Zo Z_ l—|— TR

o) = [ avar

|z — ']

Coulomb:

Mit Randbedingung lim ¢(x) = 0 und entwickle qu nach 2.4.6

00 l
Z Z [/ /T/l}/ljn<6/7g0/)p(x/> ylrr;gfalsp)
1= _

G — / datrys (0 )p(r, 0, )

Dies sind die Multipolmomente. Die Multipolmomente sind abhéngig vom Volumen und
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vom Koordinatenursprung.

Q= [ o)
P, = /d‘q’x’x;p(af’)
Q= /d3x' (Sx;x; —1%6;;) p(a’)
1
qoo = —=Q
T
i = o [P~ ple) =~ o (P = iR
1 8T 8t Y
3
— /2P
q10 I
1 /5 «
420 = 2 EQZZ

Zur Errinerung in Kugelkoordinaten :

or_, 071, 1 07,

Vo= Eer -+ %;69 -+ m%ew

Daraus folgt
_ 47T<l + 1) ylm(07 2
"T g1 Mg
Z.b. Monopol: (E,, Ey, E,) = (%, 0,0) Dipol langs der z—Achse (I = 1,m = 0). Damit gibt
sich das Elektrische Feld als

- P
E= ﬁ(Q cosf,sind,0)

Zusammenhang zwischen den sphérischen Multipolmomenten ¢;,,, und den kartesischen @)
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i | Qu — [l 2o
2l + 1 Koeffizienten % Koefﬁzienten
l Anzahl der Koeffizienten Anzahl der Koeffizienten
0 1 1
1 3 3
2 5 5+1
3 7 10
Ordnung O(l) O(1?)

Betrachte lokalisierte Ladungsverteilung p(Z) und ein duferes Feld ¢()

Annahme :

Vo)
T °D

W = / dPrp(x)®(x

Taylor von ¢(x):
9?¢(0)

B(x) = 6(0) + 7 ZWZ T
- 1 8E~
= §(0) = 7+ B(0) = s, -(0)
= 0(0) ~ 7 EO) - & (32,2, 1°85) 220

Somit | - OE,
W = 40(0) — 5+ (0) - @y 2 (0)

2.6 Elektrostatik der Dielektrika

Zusammenfassung Maxwellgleichungen im Vakuum (auch mikroskopisch)
divE_j:47rp rot E =0

Wenn die Zahl der Punktladungen nur Ordnung 1 hat, dann kann man die Lésung nu-

merisch oder analytisch finden. Bei der Ordnung 10%* Punktladungen ist eine Mittelung
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notig!

Aus der mikroskopischen Maxwellgleichung folgt im letzten Fall auch die makroskopische:

V x Emik =0 = Vx Emak =0 = Emakro = _v¢makro

Betrachten wir ein Molekiil einmal ohne dufleres und einmal mit duflerem Feld:

Wir bezeichnen die Dipolmomente und Ladungen mit p;, e; von Molekiil Typ i. Die Dichte
der Ladung nennem wir N;. Jetzt mitteln wir (-) wir iiber ein kleines Volumen um #. Die

makroskopische Ladungsdichte ist dann
p(T) = Z Ni(ei) + Prrei
Die makroskopische Polarisationsdichte ist dann

P(T) = ZNZ-(M

Beispiel Betrachte ein Volumen AV und ¥ ¢ AV aber die Ladungen @ € AV. Auferdem
VAV < |7 — 7| (Vergleich der Gréfenverhitnisse). Der Beitrag am Potential A¢ (kein
Laplaceoperator!) dieses Volumens AV ist

} FVAV  P(@)AV(T -7

Aoz — PEAV | PEIAV(E — &

|7

7] " i-ar

Wir machen daraus statt einer Summe einfach ein Integral und erhalten:

¢makro(f>:/dX3|: P +13(f)~v’< ! )} +...

|7 — 2| i

Nun integrieren wir partiell:

:/dx3 L [o(@) - v B@)] + ..

|7 — 7|

Das sieht doch schon aus wie das Potential einer effektiven Ladung von
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Andern wir also die Maxwellschen Gleichungen fiir das makroskopische Feld in
div E e = 47 [p—V - P] 1ot Epageo = 0
Setze jetzt noch D = E + 47 P und man erhilt
VD(Z) = dmp(Z)

Wir nennen dann p die Uberschussladungsdichte und D die dielektrische Verschiebung.
V P kénnen wir jetzt auch als von der Polarisation erzeugte Ladungsdichte betrachten. Sie
wird durch die Anderung der Ladung durch die Polarisation in einem bestimmten Volumen

erzeugt, welche dadurch grofser oder kleiner werden kann.

2.6.1 Allgemeine Gleichungen
div5:4ﬁp rot £ =0

Aber wie hiingen jetzt D und E miteinander zusammen? Gesucht ist also D = D[E] In
Wahrheit ist dies jedoch sehr kompliziert und abhéngig von vielen verschiedenen Faktoren
(z.B. von allen Teilchen des Volumens).

Als einfachste Annahmen machen wir (damit wir das tiberhaupt ausrechnen kénnen!):

(1) Das Medium ist linear (| P| o« |E|, in erster Néiherung ist dies meistens ok aber eigenlich
falsch)

(2) Das Medium ist isotrop (P||E)

Also kann man schreiben

— —

P=x.FE

mit der elektrischen Suszeptibilitatskonstante y.. Dann ist
D=cE e=14+4mx.

mit der Dielektrizitdtskonstante e

(3) Das Medium ist homogen. Dann ist ¢ wirklich konstant (sonst nicht!).

In diesem Fall lésst sich fiir die erste Maxwellsche Gleichung schreiben

—

V. E=d4r?
E
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Der letzte Faktor ist also die um einen Faktor abgeschirmte Ladungsdichte (jetzt wieder

analog zur Gleichung im Vakuum).

2.6.2 Verhalten an Grenzflachen

Wieder betrachtet man Stoksche-Linien und Gaufische-Késtchen und erhélt die Bedingun-
gen

(52 — 51) . ﬁQl = 47Tp
also eine Diskontinuierlichkeit in der Normalrichtung und
(EQ — El) X TAL21 =0

eine Stetigkeit in der Orthogonalrichtung.

2.6.3 Energie im dielektrischen Medium
5W:/dx35p¢ V'[j:47Tp 5p:iv-5

also finden wir

]- g ]_ — —
6W:—/dx3¢V~§D:—/dX3E-5D
47 47

X D(&)
:—/dx3 / E - 6D
47
0

Nun ist aber D eigentlich eine Funktion, deshalb schreiben wir mit der Parametrisierung

- 8D(x T)
47r/dX / dTE 7

In einem linearen Medium mit D = ¢F findet man

Also insgesamt

von D durch 7:

W:i/wﬁﬁ
8T



Kapitel 3

Magnetostatik

3.1 Ampere

3.1.1 Definitionen

Unterschied zur Elektrostatik jetzt: Es gibt bei der Magnetostatik keine freien magnetischen

Ladungen (es gibt keine magnetischen Monopole).

Definition

Wir definieren also
e Magnetische Dipol (Moment m)

o Magnetische Flussdichte / Induktion B(ZT)

Das ergibt das mechanische Drehmoment
N 1 x B

In der E-Statik gab es eine Kraft

—

F:qE

was viel einfacher ist (z.B. kein Kreuzprodukt).

Oersted (1819): Zusammenhang zwischen elektrischen Strémen und magnetische Felder.

43
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44
Die Ladungserhaltung liefert uns
a —
-£+AWj:O

mit der Ladungsdichte p [esEem ™3] und der Stromdichte j [esEs 'em™2]. In der Magne-

tostatik sind die Strome quellfrei (= stationér), also
divj=0

Ampere (1820-1825): Er betrachtete nur Stromfidden (unendlich diinn, keine Masse usw.)
durch den ein Strom von [ fliefst. Darauf betrachten wir ein Stiick df, das ein magnetisches

Feld dB am Punkt 7 erzeugt.

3 ()

dl
dB(7

Stromfaden

Satz Amperescher Satz
Das vom Stromelement Idl induzierte Element dB der magnetischen Induktion

dl x 7

st gegeben durch
— 1
¢ cgs-S |£B‘
Betrachten wir damit ein Teilchen mit Ladung ¢ und unverdnderter Geschwindigkeit v

) (nicht relativistisch!), so erhalten wir

(@%O

dt
Idl = qv

und
B(Z) =
(T)=4q PE

und wir erkennen die Bedeutung vom Faktor 1/c.
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Bemerkungen

(1) Auf der linken Seite dieser Gleichung wird mit emE gemessen, auf der rechten Seite mit

esE. Diese Verkniipfung zwischen den beiden Einheiten durch die Lichtgeschwindigkeit
wurde erst durch Weber und Kohlrausch (1850).

(2) E und B ergeben spiter den elektromagnetischen Feldtensor F -

Satz Biot-Savartsches Gesetz

Ein unendlich langer gerader Stromfaden I (schliefit im Unendlichen) erzeugt ein
azimutales B-Feld. Mit der Gleichung findet man

- IR

|IB(R)| = /dl(R +12)~6¢/2) %

—00

©

' TODO: Bild|
Definition Kraft

Die auf ein Stromelement Idl wirkende Kraft bei Anwesenheit einer magnetische
Induktion gg 18t

U .
dF = —dl x B,
&

Beispiel: Fiir zwei Stromfaden I; und I, erhalten wir

Schleife 1 Schleife 2
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—» ]1[2 %% dll >< dlg X fn)
| 1o ?

S1.52

Mit - -
dly x (dly x Z2) _ —(dl1 dl2) 1+ dly (dl1 Tio

!9012|3

’f 12 ’3 |33 12/3
fallt bei Integration weg

erhélt man das Ampersche Gesetz

Satz Ampersches Gesetz

7 [ I
_ 1 27{]{ dl1 dlg 33123
|5E12|

S1 .52

Die Antisymmetrie liefert Actio = -Reactio.

Ausgedehnte Stromverteilungen

Mit der Stromdichte j(#) und dem &uReren magnetischen Feld B(Z) findet man die Kraft

und den Gesamtdrehmoment

3.2 Differentialgleichungen der Magnetostatik

Ampere liefert und, dass

-, o

7~ 7|

Also insgesamt
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vxéz—vaX/d3~ i
c |7 — 2
Verwende
V x (V x9) =V(V-7) - V¥
Vi (J@f(@)) =7-9f
Also folgt
- 1 .
eV x B( ):V/dsg(fc)-v S /d%(:{:)v (
|7 — 2|
Verwende V) = Ifirfl = -V = Ifiil und V? (ﬁ) = —476(T —

_V/d3>2V | ! |+47rj'(f)
w—/ T—x

Es folgt also

Integralsatz:

Mit Stokes folgt

Definition Amperesches Durchflutungsgesetz

}{Rdf 4_%

58
Wobei Is der Gesamtstrom durch die Flache S ist.

47
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Definition Maxwellgleichungen der Magnetostatik
— 4 —
VxB="j (3.1)
c
V-B=0 (3.2)
Losung von 3.2 ergibt ein Vektorpotential
B=VxA
Eichtransformation A — j = A + Va wobei « eine beliebige Skalarfunktion ist. Da
Vx(V-¢)=0folgt B—B=8
Freiheit in Bestimmung von A
Aus 3.1 folgt
. I
Vx(VxA)=V-(V-A)—-VA=—j (3.3)

Mit Coulombeichung (siehe spéter) findet man ein Amit V-A=0.
Mit der Coulombeichung wird 3.3 zu
477'—3

VA= ——] (3.4)
&

mit 3-fach (jede Komponente) Poisson-Gleichung anwenden ergibt sich

Losung muss die Coulombeichung erfiillen. Betrachte gleichung 3.4 V - A=0=V- j



3.3. MAGNETISCHES MOMENT

3.3 Magnetisches Moment

Lemma Lokalisiertes, quellenfreies j(Z) und beliebige Skalarfunktion f(z'), g(z') :

/dgx’ [ff'ﬁ’gnLg}ﬁ’f} =0

Beweis erfolgt iiber partielle Integration.

Beispiel:

f=lg=2a, = /d3xlﬁ(m’):0

f=a,9=10, = /dgx’ [$;]_;—|—$;j_;} =0

Stromdichte auf einem kleinem Raumgebiet beschrénkt

Taylor
1 n v N
e I RO
Einsetzen in 3.5 ergibt
A—»_l 3 (A r 3 (77
Az(x)—ﬁ dxgz(:p)—l—@ d°x'g; () + ...
—0 nach L1 M ’
Mit )
* OC xk/dgx i) = —= {x X /(f’ X ;(x’)d?’x’]
Somit
S MXT 3
A(Z) = PR +o(\x| )

1 .
m = 5% d*x'z’ x j()
Damit ergibt sich
= o 3z(z-m)—m _
B(¥) = BB +o (|:c| 4)

Dies ist das magnetische Dipolfeld.

49
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Geladene Teilchen vom Typ i: j(Z) = 3 ¢;0:0(Z — &) Damit

— 1 — —
= — E ;T X U;
2c - ¢
Zur Errinerung : Drehimpuls El = M;7; x v; Somit folgt klassisch

Z 26M

Spezialfall:
qi € — € =4
m =

VT T T e

Relativistische Quantenmechanik: Elektron hat Spin S ( Eigenwerte %)

S

e =3 2M,c

g—Faktor

Wobei die 2 von Dirac kommt.

3.3.1 Kraft und Drehmoment auf eine lokalisierte Stromverteilung

im aufleren Magnetfeld B

Schon frither haben wir gefunden

—

1
F—= [ (@) x B@)
c
Jetzt benutzen wir die Taylorentwicklung der k-Komponente des B-Feldes:

Also
1

F, = ~Cijh [Bk(O) /dxs3jj (xs) + /dxs3jj (xs)@s - VB(0) + ...
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= Eijk(m X V)]Bk(O) + ...

mit den vorherigen Lemmatas. Insgesamt also

F=(mxV)xB=V(m-B)—m(V-B)=V(i-B)
=0
m - B kann man sich als eine Art Potential denken. Damit lassen sich magnetische Spiegel
bauen (z.B. in Fusionsreaktoren oder vielleicht auch bei kosmischen Strahlen). Dabei wird
das Magnetfeld so angelegt, dass ein Potentialtrichter erzeugt wird, iiber den das Teilchen

nicht mehr springen kann und dann zurtick geht.

' TODO: Bild|

3.4 Makroskopische Gleichungen

Dies funktioniert sehr analog zur Diskussion der Dielektrika. Mit sehr vielen Stromféden
(N = 0(10?*)) kann das Problem nicht mehr analytisch gelost werden. Aufierdem haben die
einzelnen Teilchen auch schon eigene magnetische Momente. Dies macht wieder eine Mit-
telung notwendig. Da das mikroskopische Feld quellenfrei ist, muss auch das makroskopis-
che das erfiillen, also

V- Buitwo =0 = V- Byt = 0

Aus Ubersichtlichkeit schreiben wir
gmakro == g

in diesem Kapitel. Also lasst sich B wieder schreiben als
B=VxA
Wir fithren die Magnetisierung ein

M(Z) = Z N; ()

mit N; der mittleren Anzahl der Molekiile des Typs i, die in einem Volumen enthalten

sind. (m;) ist der mittlere molekulare magnetische Moment eines kleinen Volumens um
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den Punkt Z. Dann ist

1. .3 -
e

Die Klammer ist wieder eine Art effektive Stromdichte. Es ist dann

- A4

VxB=—j4+47VxM V-B=0

C

Achtung: Diese Gleichungen sind nur Néherungen (Taylorentwicklung usw.)

Ahnlich zur Elektrostatik definieren wir zu B der magnetischen Induktion das magnetische
Feld

—

H=DB—4nM
und konnen damit schreiben

— 477'—_»

Cc

Wider fehlt eine Verkniipfungsgleichung zwischen H und B, also H [ﬁ] Im allgemeinen Fall
ist dieses Funktional sehr kompliziert. In einem isotropen, homogenen und linearen Medium

(wie in der Elektrostatik) konnen wir die magnetische Suszeptibilitét yma., definieren, mit

—

M = Xmag[__j
Daraus ergibt sich die relative Permeabilitat p = 1 + 47 mag:
B=uH

Nur in diesem Fall handelt es sich um Konstanten. Je nach der Permeabilitdtszahl unter-

scheidet man drei verschiedene Arten vom magnetischen Stoffen:

Diamagnetismus Diamagnete enthalten keine permanenten magnetischen Dipole. Es

gibt nur reine induzierte Effekte. Somit kann dieser Magnetismus in allen Stoffen
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auftreten. Im Falle des Diamagnetismus ist

Xmag < 0

damit der Effekt dem induzierten Effekt entgegenwirkt. Grob gesagt ist dann Xmag
konstant und sehr klein (typisch —107°)

Supraleiter In einem Supraleiter ist das resultierende Feld B = 0. Es entstehen immer

Strome im Material, die gerade das auflere Feld aufheben. Es ist dann

1
Xmag = _E

Es handelt sich also um einen perfekten Leiter und einen perfekten Diamagneten.

Paramagnetismus Der Stoff enthélt permanente Dipole, die durch das dufsere Feld aus-

gerichtet werden und das innere Feld verdndern. Dann ist

Xmag > 0

Bei steigender Temperatur wird diese Ausrichtung immer schwieriger, deshalb ist die

Suszeptibilitdt von der Temperatur abhangig.

Kollektiver Magnetismus Auch hier gibt es permanente Dipole, die sich (unter einer
gewissen Temperatur 7*) spontan im Feld parallel ausrichten (Weifische Bezirke).

Auch ohne Feld bleiben die Dipole dann ausgerichtet.
(1) Ferromagnetismus: Die Sprungtemperatur ist dann die Curietemperatur. Bei
T = 0 sind die Dipole alle perfekt parallel ausgerichtet.

(2) Ferrimagnetismus: In diesen Materialien gibt es verschiedene Dipoltypen mit
verschiedenem M und bei T = 0 konnen die beiden Dipoltypen verschieden

ausgerichtet sein (z.B. antiparallel).

(3) Antiferromagnetismus: Dort ist gerade fiir zwei Dipoltypen M, = —M, und bei
Temperatur T' = 0 ist die insgesamte Ausrichtung Null, da die beiden Dipoltypen

sich gerade aufheben.

3.4.1 Trennflachen zwischen Materialien

' TODO: Bild|
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Die Grenzbetrachtung liefert



Kapitel 4

Elektrodynamik

4.1 Stationare Probleme
Wir haben betrachtet
p() = E(7)

wobei das E-Feld nur ein mathematisches Konzept war, das wir nicht messen konne (nur

die Kraft auf eine Probeladung). Auferdem

—

j(&) = B(#)
Wir konnten dann Punktladungen und Stromféden definieren mit

p= Zqié(as ) j= Zq@ﬁ(ﬂf )

Faraday Experiment (1831): Von den vielen Experimenten werden jetzt drei wichtige

ausgewahlt:
’DTOR?: BZldd‘A hal 'TODO: Bild| 'TODO: Bild|
urch An-/ und Ausschal- Durch Bewegen der Auch durch Bewegen eines

ten der ersten Schleife wird , ) ) , )
) i . Schleife wird ebenfalls ein Magneten wird ein Strom
in der zweiten Schleife ein . _ ] )
] , Strom induziert. induziert.
Strom induziert.

95
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4.1.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Wir definieren die elektromotorische Kraft (EMK):

gzj{ﬁf.df

C

wobei E' das elektrische Feld an der Stelle des Linienelementes ist. Auch definieren wir den

magnetischen Fluss

Faraday fand jetzt, dass

(die Anderung muss negativ sein, sonst ist die Energie nicht erhalten (Lenz 1834, von
Helmholtz 1847))

4.1.2 Differentialgleichungen
Betrachten wir eine bewegte Schleife C' mit konstanter Geschwindigkeit ¥. Dann ist

dB 9B
dt ot

— B — —
—HﬂVW:Q—+waxm+WViﬂ
ot NI
=0

Mit Faraday und Stokes findet man

S~
&
|

olc
X

QI'—

/ 0B . .

— - nd

ot

s

Bei kleinen Geschwindigkeiten |¢] < ¢ kann man die Galileitransfomration anwenden und

erhalt
:fﬁdf
c

mit dem Feld E, was das Laborsystem ist (das fiir einen ganz kurzen Moment in Ruhe ist).
Es ist dann

E—-E+YxB
C
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Fiir 7 = 0 ist C in Ruhe und es ist £’ = E , also im Laborsystem

10B\ .

S

Da S und C beliebig gewéhlt wurden, muss gelten

Definition : Faradaysche Feldgleichung

_10B(#t)

V x E(Z,t) = o

Faraday um 1831 : Experiment fiihrte zum Feldkonzept.

Gedankenexperiment (post-Edinsonsche): Im Vakuum

'TODO: Bildeinbinden |

Nachtrag: Energie des Magnetischen Feldes
Mit Faradaysche Feldgleichung und der Ampereschen Gleichung V x H x 7 Mit viel
Argumentation folgt

1 oS
5W:4—/d3xH-5B

7

Somit folgt in einem linearem Medium

1 < — —
W:—/dJXH-B

8

Von Gauss und Coulomb folgt

V- D = 4np(Z) (1)
Von Ampere folgt
I P
Vx H= —ﬂj (2)

Die Kein-Monopol-Gleichung
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Mit den Verkniipfungsgleichungen

D=D[E] H=H[B]
Mit Faraday folgt die zeit-abhéngige Gleichung

. 10B
F+-—= 4.1
V x +c€)t 0 (4.1)

Maxwell(1864) Inkonsistens von 2 fiir Dynamik. Mit V- (V x H) = 0 folgt in 2 V- = 0.

Widerspruch zur Kontinuitatsgleichung

- Op
22—
V-j+ En
Mit 1 folgt
- 10D
(14 ——) =0
Vot dm Ot )
Maxwell schlagt Substitution vor in 2’ mit ]—> 5‘4— ﬁ%—?.
Ganze Klassische Physik
Definition der Maxwell-Gleichungen
V- D = 47p(Z) (1)
. 47~ 18D
g="5,292 2
Vv X L * c Ot )
V-B=0 (3)
- 108
E+-—=0 4
Al c ot (4)
Verkniipfungsgleichungen
D=D[E] H=H[B]
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Definition der Elektromagnetischen Kraft

Lorentz:

—

ﬁem—q<E+3x§)
C

Nach Newton gilt
dp
dt

Wobei der Impuls relativistisch ist nach Einstein mit

p=

Weiterhin folgt nach Newton fiir die Gravitation (nicht relativistisch)

—

- x
Fgrav = _Gmlm2W
Daraus folgt in der ART

1
R, — §gu,,R =811

Dies entspricht der Poisson-Gleichung V2¢ = —4mp

Die mathematische Crux der Maxwell-Gleichungen
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Satz Zerlegungssatz

Sei ein Vektorfeld E(f’) gegeben, mit ¥ € R3 und |%im E=0.
7]—00
Schreibe
E=E +E,
Wobei
VxE=0 V-E=0

(Durch Fouriertransformation folgt kx E =0k E, = 0) mit

E,=Va E=Vx§

Wobei
_ 1 5, V- E(7)
a(f’)——47r dr |7 — 7]
1 ., Vx E(@)
5(m_4w/d [7— 7]

Satz Eindeutigkeitssatz

E(F) ist eindeutig festgelegt, wenn fiir R® Quellen V- E und Wirbel V x E bekannt
sind.

4.2 Potentiale
Laut Maxwell gilt mit (3): V - B = 0 Somit folgt mit Zerlegungssatz

B=VxA

Somit folgt fiir die Faraday-Gleichung (4) :

L 10A L 104
VX<E+ >:0:>E+Z—Z—V¢
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4.2.1 Eichungen

Allein mit diesem Ansatz sind die Gleichung (3) und (4) schon geldst! Nun setzen wir in

die inhomogenen Gleichungen ein:

10 .
20+ -=(V-A)=—4 4.2
V¢+Cat(v ) P (4.2)
2y _ 104 4y L0 _ _Am
V*A T V(V A+08t = (4.3)

Diese Gleichungen sind gekoppelte Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Sehr schw-
er zu losen! Also werden wir die Gleichungen entkoppeln durch Wahl einer geschickten

Eichtransformation

A— A= A+ VA1) ¢—>¢’:¢—%%A

Unter dieser Wahl ist natiirlich das B- und E-Feld invariant. Wir versuchen jetzt das A so

zu wahlen, dass die Gleichungen sehr geschickt gelost werden kénnen.

Lorentzeichung Dies ist der Fall bei der Lorentzeichung (Beweis fiir Wohldefiniertheit
siehe spéter), bei der gilt
- 10
V- A+-—¢'=0
* c at(b

Die Gleichungen lauten bei dieser Eichung:

19\ ,
(V2 - gﬁ) ¢ = —4mp (7?7)
1 0%\ - 4 - )
(VQ_§@>A - (27)

Mit dem D’Alembertsche Differentialoperator

(L2
D—(V c? ot?
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lautet die Gleichung ganz einfach

¢ cp
A 4 ' 4
ol =2 ‘?1 OA, = ——Wju und die Eichung war: 9, A" =0
Ay C |2 ¢
A J3

Diese Eichung hat schon relativistische Eigenschaften!

Um die Lorentzeichung zu erreichen, benttigt man fiir die Transformation
(4,0) = (A, ¢)

mit der Eigenschaft
109"

A 2T
v c ot 0
also das A = A[A, ¢|. Wir finden
_ > 10¢ 9 19,
Also 15
DA = {—v *———qb]
c ot

Dies ist nach A lésbar (weil alles andere bekannt ist) mit der Greenschen Funktion des

D’Alembert-Operators (spéter).

Coulombeichung Wir konnten auch einfach eine andere Eichung wihlen, die erst einmal
nicht relativistisch ist. Zum Beispiel mit der Coulombeichung (Transversale Eichung oder

Strahlungseichung), die zur Eigenschaft fiihrt:
V-A=0
Unter dieser Eichung lauten unsere Gleichungen (?7?)

V2 = —dmp (?777)
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mit der schon bekannten Losung

gb(f, t) — /dSX/ p(f/at)

|7 — 7|

Das momentane Coulombpotential ¢ zur Zeit ¢ wird also von allen Ladungen (iiberall!l)
zur gleichen Zeit ¢ bestimmt (klingt sehr unrelativistisch!). Die Gleichung (??7) wird dann

zu
DE:—?q+—V—- (77)

Die Losung von oben kann dort eingesetzt werden und man erhélt (siehe unten)

47T -
- = Jtransversal
C

wobei der Transversalteil von j der Teil ohne Divergenz ist. Wir kénnen j namlich schreiben
mit

— —

‘=i +7 Vxji=0 V-.-Vj=0

nach dem Zerlegungssatz. Es gilt fiir die einzelnen Komponenten:

. 1 12 . 1 2=
jl:——V/d?’X/w jtZ—VxVx/d3X’ f(xz
4 o A o

Mit der Kontinuitatsgleichung

ap o o
9% .- _v.7
ot J Ji
o~
— 5w
Also vereinfacht und zusammengefasst

o¢ -

V— =4mj

ot — !

und damit die Behauptung von oben.

Wenn die Ladungsdichte im betrachteten Punkt p = 0 ist, dann ist auch ¢ = 0. In diesem

Fall ist .
Fo_ 04 5 _GuAd — E.B—o
c Ot
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wobei A durch die Gleichung
A -

Dg = __jtrans
C

gegeben war.

4.2.2 Greensche Funktion der Wellengleichung

Wir betrachten wieder die Maxwellschen Gleichungen in der Lorenzeichung. Dabei hatten
wir Gleichungen wie:
1 0%
2 _
V= agp = A
Wir nehmen an: es gibt keine Randflachen und wir betrachten nur ein dispersionsfreies

Medium.

Wiederholung: Fouriertransformation Jede Funktion v lasst sich schreiben als

1 T ~ '
— t - d — —wt
vz ) = o [ dwd(@we
mit der inversen Fouriertransformation
= 1 N
Y(Et) = — [ dt(Z,t)e
27

Wir fouriertransformieren jetzt unsere Gleichung und erhalten die Helmholtzgleichung;:
(V2 + E)y(F,w) = —4n f(7,w)

mit dem Wellenvektor k& = w/c. Diese Differentialgleichung ist eine elliptische PDE. Um

sie zu l6sen, suchen wir die Greensche Funktion zu dem Operator
(V2 4+ k)Gy(Z,2) = —476(Z — 2)

Aus Symmetriegriinden ist Gy eigentlich nur eine Funktion des Abstandes R = |7 — 7|,

also
Gr = Gg(R)

Wir schreiben dies um in Kugelkoordinaten und erhalten die gewthnliche Differentialgle-
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ichung

1 d?

Fiir R # 0 ist die Gleichung einfach die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators

fiir RGy. Die Losung ist also gegeben durch
RG), = Ae'*F 4 Be~ kR

Fiir kR <1 erhalten wir in etwa die Poisson-Gleichung mit einer Punktladung, also

lim Gy (R) — %

Um dies zu erhalten, setzen wir B = 1 — A und erhalten

6:I:ilcR

GURAG] +(1-A)G; Gy =~

Die Riicktransformation in den Zeitraum ist fiir G eine Kugelwelle nach aufen mit dann

6z(kR—wt)

Das G, ist zwar mathematische auch eine Losung, aber aufgrund der Zeitrichtung nicht

physikalisch. A wird durch die zeitlichen Randbedingungen bestimmt.

Die zeitabhangige Greensche-Funktion G von [0 Wir betrachten jetzt die Gle-

ichung

1 92
(V2 - ZZ‘@) G(Z,t, 7, t) = —4mo(F — Z)o(t — t')
Die Losung ergibt sich einfach durch Zusammensetzen den bisherigen Ergebnisse. Setze
dazu
R=|Z-2] 71=[t-1]
und dann

% duw eEikR—iwr 1 R
+_ [ dw _ 4 o
“ =% & 7’ (T i c)

—00

mit k¥ = w/c. GT nennen wir retardtierte, G~ die avancierte Greensche-Funktion.
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Dami Isst sich jetzt die allgemeine inhomogene Wellengleichung

) = —4mp
16sen als

YE(T ) = // XA GH(F,t, 7, ) f(Z, 1)) + homogene Losung

Beispiel: Quellverteilung die zeitlich und raumlich beschrinkt ist Auferdem soll
fiir t = —oo die eingehende Welle 1, eine Losung der homogenen Wellengleichung sein.
Also ist

d3x’f (f’t B If_f,l)

|7 = 7|

V(Z, 1) = Y (Z,1) + / X AVGT (2t ) f(2, ) = Yo (T, 1) + /

'TODO: Bild|

Das Feld jetzt an einem Punkt wird also durch das Feld bestimmt, das sich in einer Ent-

fernung zur Zeit davor befunden hat.

Zusammenfassung:

Wir gingen aus von den Maxwellgleichungen:

. . 19E 4= _ . 108
V. E=drp VxB--2""=""7 V.B=0 VxE+-22=0
c Ot c c Ot

Um sie zu l6sen, fiihrten wir die Lorentzeichung ein und

BovVxiA F--ve_ 14
c Ot

Jetzt konnen wir auch die Losungen fiir A und ¢ angeben, als

)< [ae L (- B
A 7o \d(#, ¢ - =7

c

Also wird das hier und jetzt bestimmt durch die Felder und Ladungen mit einem fritheren
Raumzeitabstand (Minkowski-Metrisch).
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4.3 Erhaltung von Energie und Impuls

An einer einzelnen Ladung ¢ geleistete Arbeit pro Zeiteinheit ist

AZ-F A7 (= T = a
- g(E+-xB)=qgiv-E
At dtq< T ) v

Kontinuierlich ist das also
/ d*x 7 - E
v
Wir benutzen jetzt die Maxwellgleichungen (2) und

— — 1 — — —’aE)
37 B = — 3xckE - B)—E.—
/de 47T/dxc (V x B) "

und die Identitat
V- (ExB)=B-(VxE)—E-(VxB)
liefert .
1 ~ - = = OF
= dx? cB-(VxE)—cV-(ExB)—E-aa—t

jetzt benutzen wir die Maxwellgleichung (3) und erhalten

Die gesamte elektromagnetische Energiedichte wird definiert als

1/ - .
u= o <|E|2+|B|2> [u] = cal/cm?®

und der Poyntingsche Vektor als

Damit lasst sich schreiben 5
u =

jE beschreibt die Umwandlung elektromagnetischer Energie in mechanische Energie (inkl
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Wiérmeenenergie):

Dies liefert auflerdem noch

dt

Fiir den linearen Impuls gilt

dﬁ mech
dt

— 1—» —
= / d*x(pE + ~-j x B)
v C

Diesmal benutzen wir die Maxwellgleichung (1) und (2):

I R O 1~ 0E = .
pE—I—ijB—E E(V E)—EBXE—BX(VXB)
1 |2 =« 2 = 12 OB 10,2 =~ = _ =
=~
=VxE
= LBV B+ BV-B) - Ex (Vx By~ Bx (Vx B - (B x B
47 4mre Ot

Wir definieren

1 - 5
prad = | d*x—(FE x B
DFeld /V X47TC( x B)

und den Maxwellschen Spannungstensor

1 1 N R
T, =— |E E, + ByB, — - <|E|2 i |B|2> 5
47 2

und damit lasst sich schreiben

d
— (Pmech + Preld )i / d?’X—Tlm = 7{ da Timivm
i =2 | g Tm=

Wir haben also hier Impuls- und Energieerhaltung gefunden!



4.4. HARMONISCHE ZEITABHANGIGKEIT ODER R VS. C 69

4.4 Harmonische Zeitabhangigkeit oder R vs. C

Alle Felder haben eine harmonische Zeitabhéngigkeit mit wt.
Wir sind uns sicher, dass E(Z) € R3, also liisst sich schreiben

— (=, —wt Lrs —iwt [ iwt
E(#) = RIE@)e™ = 5 (Ee + e )

Mit diesem Wissen ist

- _ 1r- - - oo 1 - = - = .
](f, t)E(f, t) _ Z T wt +j*€zwti|'|:E€7wt + E*ezwt] — 5%(]*E+]E e22wt )

fallt durch Zeitmittelung weg

Somit ist z.B. das zeitliche Mittel der geleisteten Arbeit gegeben durch
1 3.7 1

4.5 Ebene elektromagnetische Wellen

Unser betrachtetes Medium habe eine konstante Permeabilitdt und Suszeptibilitét (5 =
5E, /L[j[ = E) Auferdem sollen keine freien Ladungen und Strome vorhanden sein (p =

j: 0). Unsere Maxwellgleichungen lauten in diesem Spezialfall

V-E=0 V-B=0 rotE—i——a—:O VXB—M—ga—:O
c Ot c Ot

Nun haben wir noch
Vx(VxE)=V(V-E)—=V’E = -V?E

Nun leiten wir daraus her:

5, . 18B OE 16°B
= ot B4+ -2 | = =
z%(m +c@t> 0= Vxgr Toae =Y
Daraus folgt
-\ 18°B
— (—-V%B -7
ua( v ) c Ot? 0
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und dann fiir B:

OB e O*E
e R
VX T e a
und dann ,
V2E_M_58_E:0
c Ot

Insgesamt finden wir also zwei Wellengleichungen:

192\ (E
2
- "1 =0
(V v? 8752) ( B)
v wird dann auch Phasengeschwindigkeit genannt mit

C
v =

— Brechungsindex: n = \/ue
n

4.5.1 Losung der Wellengleichungen

1. Schritt: Sei v ein Skalarfeld
109?
2 _ —— T =
(V v@tz) uw(Z,t) =0

u(f t) — eztilg-f—iwt
)

Wir wahlen den Ansatz

und dieser liefert und die s.g. Dispersionsbeziehung

k:

n

w w
(% C

Ist jetzt k||Z, dann ist

U,(f, t) — Akeikw—iwt + Bke—ikw—iwt — Akeik(r—vt) + Bke_ik(x+vt)

Eine Fouriertransformation liefert die allgemeine Losung (mit f und g beliebige Funk-
tionen)

uw(Z,t) = f(x —vt) + g(z + vt)

2. Schritt: Jetzt betrachten wir noch den Vektorcharakter von E und B: Wieder
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machen wir den Ansatz von oben und erhalten

—

E(f t) _ g_’eika‘:‘.ﬁ—z‘wt B(a? t) _ B’eikf.ﬁ_iwt

mit £, B, n rdumlich und zeitlich konstant und 7 reell (die anderen beiden komplex).
Setze wir dies in die Wellengleichung ein, so erhalten wir wieder die Dispersions-

beziehung;:

w2

2 _
k* = ,ugg
In die beiden Divergenzgleichungen der Maxwellgleichungen eingesetzt, erhalten wir:

—

h-E=n-B=0

Wir wissen also jetzt schon, dass es nur Transversalwellen geben kann. Die Rotation-

sgleichungen liefern uns
B=. LEN X g
Also sind die drei Vektoren B. ,g und die Ausbreitungsrichtung n orthogonal zueinan-

der. Betrachten wir dies néher: Die Gleichung 2 liefert uns:

ki x & — ZiwB=0 = B="fx&=uenx&
c w
Uberpriifen wir noch die Gleichung 4:
1

ki x B+ i€ =0 = €=——_axB
C

VHE
Die letzte Gleichung liefert uns:

- —

i x o x B=—/pen x €= (i-Byi—B=—-B

und damit das gleiche Resultat. Gleichungen und Ansatz liefern also eine gewisse

Konsistenz. Unsere Losung ist also richtig.

Insgesamt sind die komplexen Vektoren B und € also in der gleichen Phase. Da sie
auch noch senkrecht aufeinander stehen, bietet es sich an, ein Orthonormalsystem
€1, €9, zu withlen. ’TODO: Bild‘ Fiir die Welle unterscheiden wir dann zwei
Falle:
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(a)
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Lineare Polarisation:
g: e Fy g:égwuﬁEl FE,eC

Der Energiestrom ist dann gegeben durch:

. 1c = (BY
S = —iEx I f’Eﬂ%
24m W 8\

und damit reell und somit physikalisch messbar. Das zeitliche Mittel der En-
ergiedichte ist (siche auch oben):
1

= (eE-E*+=-B-B*| = —|E/?
" 167r(€ T ) 57 Eil

Also insgesamt
c

N/

51 = u

= UVGruppe

wie wir spéater noch finden werden.
Allgemeinste Losung wére gegeben durch

=, . 2 — ~ —
E(#,t) = (6B + &By) 550 |k = pe B(#,t) = gk x E
C

Sind (die jetzt komplexen) Amplituden £ und FE, in Phase, so haben wir wieder
den Fall oben. Haben sie verschiedene Phasen, so nennt man die Welle elliptisch
polarisiert. Ein Spezialfall wére die zirkulare Polarisation, bei der fiir die Phasen-

verschiebungen gilt
™
p(E1) = p(B2) £ 5

4.5.2 Ebene Trennflache zweier Dielelektrika

Die Fliche liege in derz = 0 Ebene. Darunter ist der Brechungsindex n? = pe, dariiber

ist n'? = p/e’. Die einkommende Welle kommt mit k im Winkel o. Daraus resultieren die
reflektierte und die transmittierte Welle. ’TODO: B ild‘
Fiir die einfallende Welle gilt also:

—

E= Eoeig'f_i“t B = ,/us/% x E
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und fiir die gebrochene Welle:

B = Bpe®rt B = ok x B
und schlieklich fiir die reflektierte Welle:

In den jeweiligen Medien sind offensichtlich die Maxwellgleichungen (wie oben) erfiillt. Die
Frage stellt sich nur, was an der Grenzflichen passiert. Die Grenzbedingungen liefern an
der Grenzfliche z = 0:

ik - oo = iK' Xm0 = 1K - 7.0

Damit dies fiir alle x erfiillt ist, betrachten wir die Projektion des k-Vektors. Also muss

o =a (Reflexion)
3 !/
o a/ = (Snellius)
sina/ n

Nun liefert die Tatsache, dass n - 5, n-B ,n X Eund n x H stetig an der Grenzflache sind,

das Ergebnis:

e Lineare Polarisation mit E L (k,7n) = Einfallsebene:

E! M COS v E//ncos o — ﬁ V2 —n2sin®a
Ey ncosa—l—lff,\/n@—n?sin2a EOncosoz—i—}% n’2 — n2sin’® o

Mit u/p' = 1 entstehen daraus die Fresnel Formeln.

e Lineare Polarisation mit E||(k,7) liefert die restlichen Fresnel Formeln.

Brewster-Winkel fiir lineare Polarisation parallel zur Einfallsebene und einem Medium
mit ;1 = ' ergibt sich ’ TODO: Bild‘ Die Frage ist, wann |E”| = 0 gilt. Dies ist moglich

fir den Brewsterwinkel ,
n

ap = arctan (—)
n

Ein Beispiel wére die Grenzflache von Luft (n = 1) und Wasser (n = 1.34). Dafiir liegt der

Brewsterwinkel in etwa bei ag = 53°. Eine unpolarisierte Welle, die in diesem Winkel auf
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die Grenzflache kommt, transmittiert dann vollsténdig polarisiert. ‘TODO: B Z'ld‘

Totalreflektion | TODO: Bild| Totalreflektion kommt gerade dann vor, wenn

e
QrRr = arcsin | —
n

Nehmen wir all dies zusammen, finden wir, dass auch Licht eine elektromagnetische Welle

ist. Man setzt deshalb c als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Diese Tatsachen wurden
von Maxwell 1864 und H. Hertz 1886 (in Karlsruhe) gefunden.

Das flr den Menschen sichtbare Spektrum (Licht)

Infrarot
—
400nm 1450nm [500nm [550nm |600nm [650 nm  [700 nm
Quelle/ I ! ! H ! . Ly ! : . )
Anwendung/ Hdhen- Gamma- \irte- mittlere- weiche- uv- Infrarot- | Terahertz- |Radar MW-Herd UHF‘ UKW ‘ Mittelwelle hoch- mittel- nieder-
Vorkommen strahlung strahlung Réntgenstrahlung strahlung | strahlung VHE Kurzwelle Langwelle frequente
‘ ‘ strahlung | : Mikr‘owellen - ‘ Rundfunk ‘ Wechselstr‘éme
l‘fm l‘pm 1‘}& l‘nm ‘ ‘ 1rm ‘ ‘ 1Tm lc‘m ‘ l‘m ‘ l‘km lrlm ‘
Wwellenlange 1515 197 10712 1072 107 107 107 107® 1077 107° 107° 107 107 1072 107! 10° 10! 10 10° 10* 10° 10° 10’
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
F
inte (Hery 102 102 102" 102 10" 10" 107 10" 10 10 10" 102 10" 10 10° 10° 107 10° 10° 10* 10° 102
1 Zettahertz 1 Exahertz 1 Petahertz 1 Terahertz 1 Gigahertz 1 Megahertz 1 Kilohertz

Abbildung 4.1: Elektromagnetisches Spektrum (Quelle: wikipedia.de)

4.6 Dispersion

4.6.1 Gruppengeschwindigkeit

Die Maxwellgleichungen sind linear, weshalb wir auch eine Uberlagerung von Wellen (in

diesem Fall nur in einer Dimensiaon) betrachten kénnen:
w=w(k)

Die kartesische Komponente der Gleichung von E und B hat die Struktur

I

— 2 =0
w2y, Ot

Vu —
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Die allgemeine Losung ist dann

0 o 1 [ -
u(z,t) = \/%/ dkA(k)ethe =it A(k) = —/ dxu(x,0)e™”

Betrachten wir jetzt ein Wellenpaket

-10r

Abbildung 4.2: Wellenpaket (blau) zur Zeit ¢ = 0 und zur Zeit ¢t > 0 (rot)

und seine Fouriertransformation
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0.05 -

Abbildung 4.3: Symbolische Fouriertransformierte des Wellenpakets zur Zeit t = 0

Da kg eine wichtige Grofe ist, betrachten wir einmal die Taylorentwicklung von w um k:

w(k) =Wy + d—w

| (ko)

ko

Mit diesem Wissen ist

“("Eaﬂ:L(ikO%/—/WO)t 1 /dkA(k)e"(mi‘Zt)k
27

Phasenfaktor \ v
TV

u(:c—g—‘;;t,O)

Also fiir eine Zeit t > 0 das selbe Wellenpaket wie fiir £ = 0, nur verschoeben um eine bes-
timmte Strecke (in erster Naherung). Wie definieren deshalb die Gruppengeschwindigkeit

als
dw

Ug(kO) = ar
ko
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Fiir die elektromagnetischen Wellen gilt aber

und damit die Phasengeschwindigkeit

T T )

und die Gruppengeschwindigkeit

Vv, = ——————
7 n(w) + wk
Wir werden sehen, dass bei normaler Dispersion die Gruppengeschwindigkeit immer klein-

ergleich der Lichtgeschwindigkeit ist.

4.6.2 Oszillatormodell fiir ¢(w)

Wir betrachten eine Elektron gebunden durch eine harmonische Kraft, welches sich in

einem auleren elektrischen Feld befindet:
m(T + T + wiT) = eE(Z,t)

mit dem Démpfungsterm ~;. Wir nehmen an, dass alle Felder eine harmonische Zeitab-
hangigkeit mit w haben. Die Gleichung ist dann l6sbar. Uns interessiert vor allem der

Dipolmoment, der entsteht, also

. e?

- 2 2 . -1 =
p=er = E(wj —w —zw’yj) E
Diese Betrachtung lasst sich jetzt auf ein Gas ausdehnen, welches pro Volumeneinheit N
Molekiile hat, die jeweils Z Elektronen haben. Die einzelnen Elektronen lassen sich aufteilen

in verschiedene Gruppen, die jeweils eine andere Bindungsfrequent haben:

f; Elektronen haben Bindungsfrequenz w; Z fi=7
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Friher hatten wir definiert

- 4 N e? 1
=N =1+4ry. =1 ;
P @) =1+ dmule) 14 TNE Sy

- — WY
J i

mit der Oszillatorstarke f;, den Bindungsfrequenzen w; und der Dampfung ;.

4.7 Strahlung

Wir suchen in diesem Kapitel die Felder einer lokalisierten oszillierenden Quelle. Wir setzen
erst einmal eine harmonische Zeitabhéngigkeit voraus (aufgrund der Fouriertransformation

ist dies keine Einschrdnkung). Also
P 1) = pu(B)e™ J(T,1) = ju(T)e™

Physikalisch ist hier wieder nur der Realteil. Fiir die folgenden Probleme betrachten wir

die Lorentzeichung. Wir fanden schon die Losung;:

. 1 K- 22
Maw:—/ﬁ&%wﬂﬂi%<ﬂ—rﬁx $0
C

c |7 — 2|

Da die quelle harmonisch ist, muss auch A harmonisch sein, denn es ist

C

Damit lisst sich auch A schreiben in der Form

mit

Die Maxwellgleichungen liefern

— —

B, =V x A, E}:%Vxéw

Diese Losung gilt aufserhalb der Quellen.
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Wir wollen mit d die lineare Ausdehnung der Quelle, mit r = |Z — 2’| der Abstand der
Betrachtung zur Quelle und mit A = % die Wellenldnge bezeichnen. Wir unterscheiden

drei Zonen:

Quasistationére Zone (Nahzone): d < r < A In diesem Fall ist k7 < 1 und damit

I .
ezk\z | _ ezkr ~1

Auferdem hatten wir frither schon gefunden, dass % durch eine Summe von Kugelfldchen-

funktionen darstellbar ist. Insgesamt erhélt man

%) l
. e ¢) 3./ AV
gl A = ZO Z l+1 21+1 G (@)Y, (0, phe'

Der erste Term fiir [ = 0 geht mit 1/r (alle anderen gehen mit noch niedriger Ord-
nung) und damit gehen E und B mit 1 /r? und auferdem radial in erster Nidherung.
Elektrisches und magnetisches Feld schwingen gleichférmig und scheinen sich nicht

zu "bewegen”.

Induktionszone: d < r ~ A sehr kompliziert zu berechnen (wird hier jetzt nicht ausge-
fithrt)

Wellenzone (Fernzone): d < A\ < r Hier ist dann
— —»/’ A o

|7 -2 ~r—n-&

wenn n der Einheitsvektor in Z-Richtung ist. Es ist dann

. eikr . L,
li A = 37 (= ,—tkn-T
Jim A, = — /d X Ju(7")e
Der Vorfaktor beschreibt zusammen mit der harmonischen Zeitabhéngigkeit eine
Kugelwelle. Das Integral liefert einen Faktor, der nur von der Richtung (also dem
Winkel der Betrachtungsrichtung) abhéngt. In diesem Fall gehen jetzt E- und B-
Felder mit 1/r. Diese nennt man dann Strahlungsfelder (die auferdem noch transver-

sal sind - statt radial wie in der Nahzone).
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[Al

Es scheint so, als wiirde die zeitliche Abhéangigkeit des Feldes in eine raumliche Ab-

héngigkeit des Feldes umgewandelt.

Multipolentwicklung

Wir wollen jetzt noch den winkelabhéngigen Integralfaktor betrachten. Dafiir machen wir

eine Taylorentwicklung:

) S eikr oo (—Zk')m 317 o e

Elektrische Dipolstrahlung: n =0

ikr

A= / P ()

cr

Zusatzlich betrachten wir noch die Kontinuitatsgleichung, mit

—iwp=—-V-7
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also
/ Bx (T = — / BxZ (V' - jo) = —iw / BT p()
Dies war gerade das elektrische Dipolmoment

p= / dI*X'#p(7)

und mit diesem ist

A, = —ikp
und damit
. ikr 1
B, = k*n X p- <1—,—)
r ikr
und das E-Feld analog.
Fernfeld Fir kr — oo ist also
. 6ik:r . .
B, = k*n X E,=DB,xn
r

Wir sehen, dass die Felder transversal sind und mit 1/r gehen. Die abgestrahlte
Leistung pro Raumwinkelelement (2 ist dann
dP ¢

G = R0 L x BY) = %kﬂ(ﬁ X F) x f?

Wenn © der Winkel zwischen p und 7 ist, dann kann man noch schreiben:

= il<:4|]5'|2 sin? ©
8T
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Die Gesamtleistung des Strahles ist dann:

_ck?

P—— 2
an

Nahfeld Es ist dann

—

= 1 o 1
Damit ist

|B| < |E|

Beispiel: Lineare Antenne Eine lineare Antenne sei d lang und liege symmetrisch

um den Urpsrung auf der z-Achse. Auf der Antenne fliefe der Strom

2 )
]:]0 (1—%‘) GZWt

Die Kontinuitétsgleichung liefert aus
wp =V - i

die Ladung pro Langeneinheit auf der Antenne

QZIO :
~ wt
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und damit der zeitunabhéngige Teil des Dipolmomentes

d/2
_ 1Iod
_): Az d :—AZ
p=é /zp(z) 2= ¢
—d/2

Die Leistung ist dann

(kd)*\ 16 5
p=(L )20
( 6c o *¥

Der Vorfaktor des Stromes ist der Strahlungswiderstand Rguaniung. Er entspricht in
MKSA-Einheiten 5(kd)?* Q.

Magnetische Dipolstrahlung und elektrische Quadrupolstrahlung: n =1 Die mag-

netische Dipolstrahlung ist analog zur elektrischen Dipolstrahlung.

Elektrische Monopolstrahlung Gibt es nicht! Die ganze Zeit haben wir nur das Vek-
torpotential A betrachtet. Fiir das Skalarpotential gilt (wir fanden das schon in der

Lorentzeichung):

= t/ = =
6(7,1) = / Oy dt’pﬁx—’ﬂia (t/_Hu)

|7 — 2 c

Wieder konnen wir dies fiir groke ENtfernungen néhern als

o=t [oxp(-1) - (=)

Wenn @ die Gesamtladung ist. Die Gesamtladung ist jedoch erhalten und damit fiir

alle Zeiten gleich. Damit ist

,_ @
:

statisch und es existiert keine elektrische Monopol-Strahlung.

4.8 Bewegte Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung auf einem gegebenen Pfad bewegt, also

p(# 1) =0 (71— R()  j(@,t) = aR(t)s (7 - B(t))
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Das Skalarpotential ist dann gegeben durch (mit u der Phasengeschwindigkeit)

hoed = _ ;7
¢>(f,t):/d?’x’dt’p(x’t)é(t’—w|°T x’)
u

|7 — 7|

Da es sich hier um Deltafunktionen handelt, ist dies einfach zu berechnen:

5 (t, it |f—zj<t/>|>
= q/dt’ =
|7 — R(t')|
Wir benutzen 5(t— 1)
Y — S
SN =3 T ‘
Lot v=t;

wenn die ¢; die Nullstellen von f sind. In unserem Fall ist

— —

fop gy TZBOL0F TR R(#)
ot ul@ — R(t")|
also
O ) = ————
7= Rtn)] - L (7= R(tn)) Rtr)
mit .
th=t—— |7~ é(tR)‘
Das Vektorpotential ist (analog)
qR(tr)/c

A(Z,t) = - - -
&~ R(tn)| — & (¥~ R(tn) Bltr)

Dies sind die so genannten Liénard-Wiechert-Potentiale. Daraus lassen sich dann alle
benotigten Grofsen berechnen. Betrachten wir ein Beispiel mit einem Teilchen mit Geschwindigkeit

weit unter der Lichtgeschwindigkeit. Die Abstrahlleistung pro Raumwinkel ist dann

dP ¢? 2

E 471'03 |U Sil’l2 9
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wenn f der Winkel zur Beschleunigungsrichtung ist. Die Gesamtleistung ist dann (die so

genannte Larmor-Formel)
2 e

~3all



86

KAPITEL 4. ELEKTRODYNAMIK



Kapitel 5

Spezielle Relativitatstheorie

5.1 DBezugssysteme

Wir betrachten die Newtonsche Physik in zwei Bezugssystemen K (x,y, z) und K'(z2',y/, ).
Das K'-Systeme bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit ¢' gegeniiber dem System

K in Richtung der y-Achse. Es gilt also die Galileische Transformation:

—f —

T =T — vt

Die Newtonsche Mechanik ist invariant unter dieser Transformation.

Beispiel: Teilchen, die iiber Zweikorperpotentiale miteinander wechselwirken. Im System

K’ gilt die Gleichung

dd, S o

Mmiq = —ViY Vi (17 - )
i#]

Nach einer Galileitransformation lauten die Beziehungen im System K:

Uy =U; — U
und damit wider die Gleichung
mi gy = = Vi > Vi (1% = &)
i#]

87
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Diese Tatsache nennt man Formerhaltung. Damit sind beide Systeme K und K’ physikalisch
dquivalent.
Maxwell’sche Elektrodynamik?

ST 1),

GT fiihrt zu System K mit

0? 1 0? 2 0 1. ) B
S a2 Vg~ 50 9) 09 ote.0) =0

Wobei v+ V die Ableitung in Richtung ¢ ist.
Es gibt 7 = (23 — 1) Erkldrungsméglichkeiten Es gibt drei zu beantwortende Fragen.

(I) Newtonsche Bewegungsgleichungen

(II) Maxwell Gleichung

(III) Galileiinvarianz

(1) I korrekt, II nicht korrekt, 111

(7) I nicht korrekt, IT korrekt, III nicht korrekt ( Einstein 1905, SRT)

Dazwischen variieren alle moglichen Aussagen. (7) fithrt zur Lorentztransformation.

5.2 SRT : zwei Postulate

Die Richtigkeit der Postulate folgt nur aus dem Exerpiment.

P1 : Postulat der Relativitdt Die Physikalischen Gesetze und die Ergebnisse aller Ex-
perimente, die in einem bestimmten Bezgssystem ausgefiihrt werden, sind unabhéngig
von der Translationsbewegung ds Systems als ganzes. (d.h. 'quivalente Euklidschen

Bezugssysteme, die sich mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig zueinander bewe-

gen.)

P2 : Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit Die Geschwindigkeit des Lichts

im Vakuum ist unabhéngig von der seiner Quelle.
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Spezielle Lorentztransformation
K(t,z,y,z), K'(t',2",y/,2"). System K’ und K mit Relativgeschwindigkeit ve, fallen zur

Zeit t = t' = 0 zusammen.

Lorentztransformation

(o)
2
' = (x —vt)
v =y
=z

1
Y= =

Inverse Transformation

r =7 (2" + ot
y=y
z2=2

Wellenfront in System K :
AP — (P +y*+2°) =0

Wellenfront in System K’ nach P2
A2~ (2 4y 4+ 2?) = 0

Hypothese : 2’ = 2/(x,y, z,t),t = t'(z,y, z,t) seien lineare Transformation. Dies ergibt die

Lorentztransformationen.
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Sei nun y = z = 0. Also

2,72 2
T —at = - —
—zVTe) Theg
1 v27?
= 5 (02t2—20xt+ 5 —I2—02t2+27jl‘t)
v c
c2
1 5.9 v? N v?
= ct(l—— ) -2 |1—-—
1_16)_;( ( C2 C2
=22 — a?

Herleitung der inversen Transformation: Nach dem ersten Postulat einfach v durch —v in

der Lorentztransformation ersetzen.

Bemerkungen

(i) 2—=0 liefert die Galileitransformation.

(ii) Wellenfront Ableitung ist nicht Galileiinvariant.

Transformation der Geschwindigkeit wu, = %,u; = ‘(11_1{'
, x — vt , t—B%
= — e
V1= 2 NS
Wobei
1

e T e
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Damit

, da'

T de

_dx’dt

Cdt dt

Uy — U ﬁ

V1 —p2dt

a1 gt _(dt)‘l

u

at  J1-p2 ar
, Uy — v
ux: UgV
-
u,, :\/1—/6’2 Uy
!, - \u,
Beispiel u, = c
u;:C_z:c
L=2

5.2.1 Experimente

E1l: Aberation (Bradley 1727) z.B. Stern am Zenith. Man betrachtet einen Stern K
im Sternensystem am Zenith, der Licht ausstrahlt @ = (0, —¢,0). Im System der Erde

sieht man K’ mit
i = (—v,—cy/1—2,0)

wieder mit f = @ und v = ;62 Sei der Winkel ©' zwischen w; und «'. Wir
machen folgende Nahrung

—
&
= fily
o) 7

__ B
CVI-R

mit |5 < 1. Fiir unsere Erde und den betrachteten Stern gilt nun

km
UErde ~ 30?

und damit
0 ~ 10" ~ 20,5"
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Dies entspricht der tatsdachlich gemessenen Abweichung. Man kann diese auch absolut
beobachten, da die Erde sich (gliicklicherweise) nicht geradlinig bewegt, sondern ihre

Geschwindigkeit und Richtung éndert.

E2: Fizeau Experiment (1851) Mit einem Fizeau-Interferometer kann man die Licht-
geschwindigkeit in einem bewegten Medium (Wasser) der Brechzahl n sehr genau

messen.

Medium

Licht Brechungsindex n

Die Lichtgeschwindigkeit im Medium in Ruhe betrégt ' = ¢/n. Im Laborsystem gilt:

<40 1
U=t =£+U(1——2>+O(U2)
+ o n n

—

Fresnel-Fizeau-Faktor

Fresnel leitete diesen Faktor aus einer Variante der heute iiberholten (nichtrelativis-

tischen) Athertheorie her.

5.3 Minkowski Raum-Zeit

Minkowski wollte die Dimensionen des Raumes (Meter) und die der Zeit (Sekunden) so

verandern, dass man sie besser vereinbaren konnte. Und so setzte er
To = ct

Mit der Lorentz-Transformation bekommt man nun
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Man kann dies mit der Rapiditét ¢ umschreiben (Man bekommt dann eine andere Parametrisierung

als mit 8 und 7).

g =tanh( € (—1,1)
7 =cosh( € [1,00)
By = sinh

Damit lassen sich die Lorentz-Transformationen folgendermafien umschreiben:

xy, = xgcosh ¢ — 1 sinh ¢

x} = —xgsinh ¢ + 1 cosh ¢

Unter einer Drehung bleibt die Lange invariant und die Lénge ist eine positiv semidefinite
Funktion. Hier betrachten wir die Lorentz-Transformation als eine Pseudo-Drehung, da die
Léange hier negativ werden kann und man nicht aus der Lange zwischen A und B gleich null
schliefsen kann, dass die Punkte A und B dann gleich sind. Wir betrachten nicht euklidische
Geometrie! Mit der Lange

S Jgn Y
Hier wird unser Konzept von Vektoren verdndert, wir betrachten nicht mehr Dreiervektoren

sondern Vierervektoren. Der Vierervektor ist

-,

Amu = (A(b A17 A27 A3) = (A07 A) = (A07 A|| + AJ_)
Ein Vierervektor transformiert folgendermafsen unter der Lorentz-Transformation

AGIV(AO—E‘II>

Das (invariante) Skalarprodukt fiir A, und B, ist definiert als

A B“EA()BO—AA_)'B’

n
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Nach der Idee von Minkowski zur Raum-Zeit sind diese nicht getrennt, sondern miteinander

verkniipft.

Zukunft

Vergangenheit

Abbildung 5.1: Quellen: wikipedia.pdf

Die Regionen aufterhalb des Lichtkegels (Gegenwart) konnen wir nicht erreichen. Daher diir-
fen die Felder aufterhalb keinen Einfluss haben (Mikrokausalitét). Betrachte zwei Ereignisse
a und b. Die Distanz zwischen ihnen soll sein

Sib =2 (ti —tz) — |y — X 2

Fiir s2, > 0 sind die Ergeignisse zeitartig getrennt, fiir s2, < 0 raumartig getrennt.
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5.3.1 Zeit und Lange

FEigenzeit eines Teilchen mit (t) in K

Invariantes Linienelement
ds* = 2dt* — |dz|?
Momentan: Ruhesystem K':

dt' = dr
di¥ =0

ds® = 2dr?

Wir finden also mit ds®> = ¢*dt*(1 — §*(t)) und § = “. Also mit ds* = ¢*dr? folgt durch

umformen

dr = dt
Yu(t)
Da v > 1 folgt
dt = ydr > dr

Dies ist die Zeitdilatation.

Beispiel : Eigenzeitintervall 7 — 7 > 0

T2

tQ—tlz/’}/(T) dr>m—m7

T1

Experiment 3 : Instabiles Teilchen p* mit 77ecpan = 2 us=600 m bei Bewegung mit Licht-
geschwindigkeit. Werden jedoch auch in 10 km Entfernung vom Entstehungsort gemessen

— v =~ 20.

Ahnlich: Lorentzkontraktion
Wir finden
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Herleitung: Stab in K’ mit Lange [(0). Die Endpunkte des Stabes sei an Punkt (a|0) und
(b]0) mit b > @ und damit gilt fir die Lange

1(0) = o — 2

In K haben wir die Punkte a und b mit Koordinaten aus denen mit Lorentztransformation
folgt

P v
xy (t) = — + ot
1 (1) S
p € {a,b}
Damit folgt fiir die Lange in K
1 (0
(v) =af —af = — (2 —2f) = i0)

/>/
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Experiment E4 : Michelson-Morley (1887) Mit PS; = PS; =1.

Lorentzdthertheorie:

[ [

t1 = + —
c— c+v
72[ 1
= 61—2—2

(Ct2)2 = 12 + (Utg)Q
l l

ty = +

T E—R JE—
21

e {2

Daraus folgt
l 2 3

MM mit Prizesion von 1071° fanden AF = 0.
Nun mit SRT:
Lorentzkontratkion der Lange bei t1: [ — /1 — Z—il Damit folgt

=1, = AF =0

Dopplerverschiebung

<y

VAV AVAN
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Lowtech Ebene Welle

o cos(wt — kx) = cos (wt(t',2') — kx(t', x'))

= cos ( (t + —) —ky- (2" + vt’))
< v

Mit

falls 7 | k.

Hightech Ebene Welle haben einen invarianten Phasenfaktor ¢ :

gozwt—l;f:k#x“

= (1) = (2

k, ist ein Vierervektor. Und somit folgt die Transformation eines Vierervektors
ko =" </<70 - EE)

K= <EH - 5’f0>
B i

Also

Fiir Lichtwellen im Vakuum gilt

k] =

W
C

und damit
k =k — kP =0

Relative Dopplerverschiebung
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— - < i

()

W' =w (1 — Bcosb)

Wichtige Vorhersage der SRT: Transversale Dopplerverschiebung:

Experiment E5 : Ivesz und Stillwell 1938 Bei 6 = 7 folgt

W =yw

(ULicht - UElektron) <102
ULicht + UElektron /

5.4 Impuls und Energie eines Teilchens

dz

I ist kein Vierervektor. Definiere die Vier-

Transformation der Geschwindigkeiten u =

ergeschwindigkeit
v = (v, 0)

it i dz dt deg  deo dt
Uv:—x— v f}/uﬁ U(): 370: $0__

dr — dtdr At dtdr ™

Insgesamt also

ut =y, (¢, )

Gesucht: Vierervektor fiir Impuls

Nichtrelativistisch
PNR = Mol
Vierervektor
P, =moU, = (ymoc, ymot)
Also
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Aber was bedeutet die 0—Komponente?

dpp d moc
dt —dt \ /7 _
C2
~u d mol
o dt e
C2
@ djisr
c dt
Nichtrelativistisch-Abitur:
Dreidimensionale Kraft 45
= P
F=—
dt

nach Newton. Weiterhin gilt fiir die geleistete Arbeit

-
Beides ergibt zusammen
dt — cdt

Also
E
po = — + Konstante
c

Die Konstante kann im Labor vernachléssigt werden, jedoch nichtmehr sobald die Gravi-

tation eine Rolle spielt. Somit

Wobei

m=mg
die relativistische Masse bezeichnet und mg die Ruhemasse.

Taylorentwicklung der Energie um u = 0

1 2
E =moc® + —mou® + O Ll
2 c?
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Also
FE = Konstante + 7T + . ..

wobei T" die kinetische Energie bezeichnet.
P, ist Energie-Impuls-Vierervektor. Also mit SRT

Energie-Impuls-Erhaltung # Energie-Erhaltung + Impuls-Erhaltung

d.h. es gibt eine Invarianz von

E2
P, Pt = = 1p]? = mjc?

Prozess mit N —Teilchen mit P/{ = (M ﬁ(j)) bei j € {1,..., N} gilt

c

N

Z P/Ej ) = Konstant

J=1

Experiment E6: Teilchenphysikexperiment: Resonanzen ’TODO: Bild2012 — 02 — 02 -

po—Erhaltung gibt
27moc = Myc

Also
My=2————— > 2my

Experiment E7: Fixed-Target vs Collider Experiment Einfachste m; = my

Im Collider bewegen sich beide Teilchen zueinander, beide haben die gleiche Energie FE;.

'TODO: Bild2012 — 02 — 02 — 2| Fiir den viererimpuls gilt

2E; -
ptot — 1 0
oo (25
2F; ist die freie Energie.

Betrachten wir nun Fixed-Target ’TODO: Bild2012 — 02 —-02 -3
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Nun

Im Schwerpunktsystem gilt

Damit folgt fiir die freie Energie F}
2F] = 21/ Eymyc?

Am 12.12.2011 kam die Meldung von ATLAS und CMS am LHC iiber den Hinweis eines

Higgs-Boson mit einer Masse von ca. my ~ 125 GeV.

'TODO: Bild2012 — 02 — 03 — 1]

Betrachte nun den LHC und den LHFTA, Large Hedron Fixed Targeted Accelerator.
'TODO: Bild2012 — 02 — 03 — 2|

'TODO: Bild2012 — 02 — 03 — 3

Betrachte LHFTA
Eov =~ 2\/% Te\/g eV ~ 56 GeV

Kein 125 GeV Higgs produziert.
Im LHC gilt

7
Ecu = 25 TeV ~ 5000 GeV

Es kann also ein 125 GeV Higgs produziert werden.

Betrachten wir nun die Relativistische Dynamik (kurz)

Nach Newton gilt im Ruhesystem
dp =
+ _F
e~ f
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Relativistische Invarianz fiir eine Vierervektorgleichung wiirde vorschlagen

dP#
— [
dr

mit Vierervektor F*. F* defieren wir einfach im Ruhesystem
F* [Ruhesystem| = <0, F R)

Damit ist
F* [beliebiges Inertialsystem| = AL F” [Ruhesystem]|

Wobei A die Transformationsmatrix der Lorentztransformation angibt, also Geschwindigkeitab-

hangig. Also

— — U - ﬁ
F* [beliebiges Inertialsystem| = (717- Fr,Fr+ (v — 1)27v 5 R)
v

Spéter gibt es die Lorentzkraft F*

Lorentz*

5.5 Tensoranalysis

Raum-Zeit-Kontinuum mit den Koordinaten 2°, 2!, 22, 22. Koordinatentransformation gibt

!/ /

ch =gt (xo,xl,x2,x3)

Beispiel: Poincare-Transformationen

, ox'H
r=Ar+a = S AL Konstant
x

Skalar ( Tensor nullter Stufe )

Dies bedeutet genauer

Vektor ( Tensor erster Stufe )
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e Kontravariant

’ 81'/“
AH) = Y(x
(@)= 5 )
transformiert wie da*
o Kovariant 9
’ [L‘V
B, = ox'm B
transformiert wie 0,¢
Kontravarianter Tensor zweiter Stufe
Fl'u‘V _ afL‘ K aCL’ VFCM/J)
oz® OxP
Allgemein
/ ox'" ox'v oxd Oxt
Ta‘é”"' = cee == T
0x® 0x™ ox'v 0x'P s

Invariante unter Poincare-Transformation

e Skalarprodukt von zwei Vektoren

B - A= B,A" = B,g*® Az

oS O O =
e}
|
—_

Betrachte nun

BA =""""_B,A
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o Metrischer Tensor

wobel wie oben

1 0 0 0

]o -1 0 o0

) ~1
00 0 -1

Guv = N ist fest in der SRT.

Invariante Langenelement ( auch giiltig in ART)

ds® = g, dxtdx” B g2 — (dz')? — (da?)* — (dz®)?

SRT Invariante 52
0=0,0"=—5 —V*
0 (29)

O Ot
~ Ox'n " Qan

= AﬁA‘;@Aa“

= 0,0

=0

|:|/

5.6 Kovarianz der Elektrodynamik

Kontiutidtsgleichung war bisher

(9p -

Definiere den Vierervektor
JH = (cxﬁ)

Damit ergibt sich mit der viererdivergenz 9,

0, J" =0
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Experiment der Invarianz der Elektronenladung
pl d3X/ = ng

Vergleich

dzj d*x 2 dzy dx

Also transformiert cp wie die Zeitkomponente eines Kontravarianten vierervektors.

In der Lorentzeichung galt

10¢
— — V . A pu—
c ot
Dies ergab die Wellengleichungen
— 4 -
04 =" J
U¢ = 4mp
Mit Vierervektor
At = <¢, ff)
ergibt sich also
4
OAr = == g
c
0,A" =0
Mit
0=0,0"

Wechsel von Inertialsystem K in K’ ergibt dort

ox'\ _, ., (0" 4r ,
(%) A= (%) P
OA =0

Da (%) eine invertierbare Matrix ist, sind die Gleichungen also Lorentzinvariant.

Fiir die physikalischen Felder ergibt sich
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Explizit
_ 104 %% (5041 _ A0
e ot ox N (0 A -0A )
B, = 0,A, — 0, A, =—(0°4° - 5°A%)
oM = (n"o,) = (02°,-V)

Definieren wir einen antisymmetrischen Feldstéarketensor
Fr = orAY — 0" A

Also
0 —-E, —-E, —FE,

E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

P =

Es gibt insgesamt 6 Feldkomponenten in dem Tensor, genauso wie es zusammen im B und
FE Feld gibt.

Definieren wir nun den dualen Feldstarketensor

0 -B, —B, —B.
1 B, 0 E, —-E
_E,u,ypchpo_ — Yy
2 B, -E. 0 E,

B. E, —-E, 0

FHe =

mit dem antisymmetrischen Tensor vierter Stufe

+1 pu=0,vr=1,p=2,0 =3 und gerade Permutationen
e"P’? = ¢ —1  Bei ungeraden Permutationen

0 fiir zwei gleiche Indizes

Dualititstransformation F — F' liefert

oy =
NG
|
=
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Betrachten wir nun die Maxwellgeichungen :

Bisher galt fiir die inhomogenen Gleichungen

VE = Amp
_ 19E  4r-
VxB- oG =
und fiir die homogenen Gleichungen
V-B=0
V xE %%—f =0
Die inhomogenen Gleichungen werden zu
0, F1 = %J” (5.1)
und die homogenen Gleichungen
O, F" =0 (5.2)

Betrachten wir die Konsistenz mit 0,J" = 0. Betrachten wir dazu
47
0,0, F" = 7&,J”

Die rechte Seite verschwindet wegen der Kontiuitdtsgleichung und die linke Seite ver-
schwindet, da die Kombination aus symmetrischem Tensor und antisymmetrischem Tensor

verschwindet. Siehe

0,0, F" = 9,0,F"
= —0,0,F"™"

Indizies umbennenen
m —0,0,F"

— 9,0, F" =0
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Mit Lorentz und Einstein folgt

dP*
dr = qF"U, (5'3)

wobei U die Vierergeschwindigkeit angibt.
Check :

(1) Im Ruhesystem und nicht relativistisch mit m € {1, 2, 3}

dP™ ¢
— 1 FmO —gE™
dt c =

also die Coulombkraft.
(2) Die Kovarianz ist ok.

F# Tensor bringt fiir das £ und B Feld folgende Transformationen

2

B = (E+Fx B)-L7(3-£)
y+1
B =~ (B-BxE)- (3-5)
1(B-5 G
Haben wir nun z.B. B = 0 und transformieren wir, so haben wir B = —'yg x E und somit

wird das E—Feld aufgeteilt in ein neues B und E—Feld.
Es gibt einen Artikel von Einstein in 1905 : Zur Elektrodynamik bewegter Korper.
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Kapitel 6
Zusammmenfassung der Theorie C

e Statik:
Coulombkraft fiihrt zu V- E = drp und V x E = 0
Amperekraft fithrt zu V x B= 47”; und V- B =0

e Dynamik:
: 5 18B _
Faraday ergibt V X E' + - 52 = 0_) } )
Maxwell(Konsistenz) liefert Vx B—12E = 477 D ¢ feststeht in diesen Gleichungen,
kann es nicht Galileiinvariant sein, also bendtigen wir die Lorentzinvarianz. Dies fiihrt
zur SRT.

111
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Kapitel 7

Capita Selecta (Nicht Klausurrelevant)

7.1 Superluminal Neutrinos?

7.1.1 Experiment

¢ = 299792458 =
S

Neutrino time-of-flight-velocitiy measured by OPERA ( arXiv : 1109.4897 v2 , 17 Nov

2011)
AL 730536 km 4+ 20 cm

At 2.4367427 ms

= 1.000024c

v =

'TODO: 2012 — 02 — 10 — 1

Summary In OPERA
= [+2.4 4 0.3(stat) & 0.3(sys)] - 107°

C :|Vu717 GeV

In MINOS 2007

In a Supernova 1987

Ue,10 MeV

113
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7.1.2 Theoretic
Fundamental

(a) We know through to Experiments : 3v — s withv < c.
SRT : Impossible to accelerate these v —s to v > ¢
= if there is an Neutrino with v, > ¢ the SRT is violated.

(b) Is there a fundamental Problem if 45, > ¢,7 Not necessarily so:
Ezample: CPT-Anomaly - [K, arXiv hep-th/9912169|
SM (Standart-Modell) over R x (R? x S) ’TODO: 2012 — 02 — 10 — 2| This
leads to Lorentzvialation (LV) and CTTV : For Example

Ugroup’y - 'Umax,y _ (OK>2 1
w2

L

Umazx,v

(c) Problem is to merge LV and Gravitiy

Phenomenolgy

Simplest theoretical possibility in Klinhamers View |[K, arXiv 12020531]
A Lorentzinvarianz (LI) is exact.
B SSB (spontaneous symmetry breaking) of LI

Ideaof SSB in condensd matter and high energy physics

(1) Fundamental equations are invariant.

(2) Ground-State is not invariant.

Example

(a) discrete : ‘TODO: 2012 — 02 — 10 — 3‘ Through to V(z) = V(—z) we have
Parity-Symmetry.

(b) Classical Electrodynamics :

Rotationalinvariance: The magnet-orientiation of Iron is not rotationinvariance. ’ TODO: 2012 -




7.1. SUPERLUMINAL NEUTRINOS? 115

SSB of LI? What dynamics, perhaps in the Higgssector?
Background"vector"b, 5 = d4,005,0
4
(c[pl)

2
(El/,n)2 = 02|25'|2 + (mnCQ) + bgom

la OPERA £ —1 = M o TeV
1b narrow pulse stays narrow.

2
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