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2. Einleitung

2.1. Was ist die Elektrodynamik?

Wiéhrend die Mechanik die Bewegung von Korpern betrachtet, ist die Elektrodynamik (ab sofort
ED) eine Feldtheorie. Das heifst sie betrachtet die Ursachen, unter welchen Bedingungen Kriifte
auf Korper ausgeiibt werden. In der ED sind dies das elektrische Feld E (7, t) und das magnetische
Feld B (7,t). Sie &ukern sich durch ihre Wirkung auf Ladungen. Diese erfahren in einem der beiden
Felder eine Kraft im SI-Einheitensystem von

ﬁ:q(ﬁ(ﬁt)+ﬁx§(ﬁt)). (2.1)

Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Felder sind die Maxwell-Gleichungen (partielle Differen-
tialgleichungen):

= p . 9B
V.-E=— VxE+—=0 2.2
€0 x + ot ( )
L _ - 10E
.B = B=uyj+—=— 2.
\Y 0 V x HoJ + C2 8t ( 3)
Bei statischen Phénomenen kénnen wir die Vereinfachung
OE 0B
=_ =0 2.4
ot ot (24)

annehmen.

2.2. Grundlagen - Nablaoperator

Der Nabla-Operator ist ein Operationssymbol der erlaubt die drei Differentialoperatoren Diver-
genz, Rotation und Gradient in eine kurze einprégsame Form zu bringen. Im Dreidimensionalen

wird er als
(0 9 a\"
V= <8x’ oy’ 8z> (25)

definiert. In dieser Form wird er im folgenden auch, wenn nichts anderes gesagt wird, benutzt. Mit
dem Operator kann man die Differentialoperation wie folgt schreiben

grad F =V -F=G,divf=V-f=g,rotf =V x f. (2.6)

Der Gradient eines Skalarfeldes ergibt einen Vektor, der zur Stelle des stéirksten Anstiegs zeigt.
Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die ,Quellenstérke”, jedem Vektor wird ein Skalar
zugeordnet. Die Rotation eines Vektorfeldes hingegen gibt dagegen an inwiefern ein Vektorfeld
,rotiert”. Bei einem Karussell wére der Betrag der Rotation des Vektorfeldes die doppelte Winkel-
geschwindigkeit.
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3. Elektrostatik

3.1. Das Coulomb-Gesetz

Ladungen wirken aufeinander Krifte aus. Die Kraft von einer Ladung ¢; auf eine andere Ladung
g2 kann {iber das Coulomb-Gesetz

F =kquq SRR (3.1)

|1 — 73

beschrieben werden. Das elektrische Feld E einer Ladung g; ist die Kraft pro Ladungseinheit. Das
fithrt mit dem iiber Gleichung (3.1) auf

(3.2)

Die -Abhéngigkeit kommt vom Fehlen der Ruhemasse von Photonen (m., = 0).

T

3.2. Einheitensysteme

Im Allgemeinen gibt es zwei wichtige Einheitensysteme in denen Probleme der Elektrodynamik
gelost werden. Das von der theoretischen Physik préaferierte ist das Gauf-System, das international
akzeptierte das SI-Einheitensystem.

3.2.1. Sl-Einheitensystem

Das ~ baut auf den Basiseinheiten Meter, Kilogramm und Sekunde auf. Die Stromstérke ist eine
definierte Basiseinheit und gibt an wie viel Ladung pro Sekunde fliefst. Der Proportionalitéatsfaktor
k des Coulomb-Gesetzes ist definiert als

N
k=077 55 mit ¢ =3 1082, (3.3)
S

Dariiber hinaus gelten

2

€0~ 8,864 10712 ¢

Nz ¢~ 1,602 107¢C. (3.4)

3.2.2. Gaul}-System

Das ~ baut auf den Basiseinheiten Zentimeter, Gramm und Sekunde auf. Der Proportionalitéts-
faktor k ist auf den einheitenlosen Wert 1 gesetzt. Die Ladung besitzt die Einheit ESE (Elektro-
statische Einheiten). Sie wird im englischen ,esu” teilweise auch 1 Fr (Franklin), 1 statC (static
Coulomb) genannt. Die Kraft wird in ,dyn* angegeben, dabei entspricht

g-cm ESE?
und ESE besitzt die Einheit
cm2g?
1ESE = 17%°8% it e~ 4.803- 10~ ESE. (3.6)
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Es ist zu beachten, dass man beide Systeme schwerlich ineinander umrechnen kann, da sie beide
von anderen Standpunkten ausgehen. Man kann eigentlich nur sagen, welche Ladung, welcher ESE
entsprechen wiirde.

3.3. Ladungsverteilung

Eine Ladungsverteilung lésst sich leicht {iber

7“—7’2
E(7) = 4MOZ‘1 = (3.7)

darstellen. Bei einer stetigen Ladungsdichte p(7) konnen wir in eine Integralform wechseln:

=7
F)——/ a3 p ’F e (3.8)

Die Ladungsdichte setzt sich dabei aus allen Ladungen zusammen, wobei

) = Zqié(r*— ) (3.9)

fiir die Dichte geschrieben werden kann. Dabei ist § die Dirac-Delta-Distribution bei der es sich
um eine ,yverallgemeinerte Funktion“ handelt. Fiir diese gilt

b
! a<wzo<b
/a dz 0(w — o) _{ 0 o < a oder b < zg (3.10)

und

/[Rda: F@)d(x — 20) = f(a0). (3.11)

Die Dirac-Distribution ist auch im Mehrdimensionalen definiert. Hier wird sie oft in Dichten, wie
oben in Gleichung (3.9) benutzt. Sie ldsst sich schreibe als

§5(F) = 8(x)8(y)8(2). (3.12)
3.4. Gaul¥'sche Gesetz

Wir betrachten eine Ladung die von einer beliebigen Fldche S umschlossen wird, die den Norma-
lenvektor 7i(7) hat. Es gilt

K(9) (3.13)

Da die Ladung in der Annahme innerhalb der Fléche liegt muss das gerichtete Oberflichenintegral
iiber die el. Feldstarke

%EﬁdS:g (3.14)
s €0
sein. Daraus kann man folgern, wenn alle Ladungen sich innerhalb befinden, dass
?{ qu = % E-7dS=— dr p(7). (3.15)
S V(S)

Die differentielle Form des Gaufs’schen Gesetzes ldsst sich aus den im Kapitel 2.1 definierten
Maxwell-Gleichungen ablesen.
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3.5. Das Skalarpotential

Aus dem Zusammenhang

F—7' 1
=-V,—— 3.16
7—7'3 v |7 — 7] (3.16)
lasst sich ein Skalarpotential zu dem bisherig definierten elektrischen Feld finden:
B = - V/d3r’ o) = VD (3.17)
4meq |7F—7 ' '
Daher gilt im statischen Fall auch
VXxE=Vx(-V®) =0. (3.18)

Man kann das Skalarpotential auch {iber die Ladungsverteilung, dhnlich wie das elektrische Feld,
berechnen

1 qi
(1) = . 3.19
0= fres S 7o (3.19)
Das Potential des elektrischen Feldes driickt aus, welche Arbeit pro Ladung ndétig ist, um eine
Ladung von einem Ort zu einen anderen Ort zu bewegen. Dabei ist zu beachten, das es sich beim
E-Feld in diesem Fall um ein konservatives Feld handelt: Daher gilt auch Wegunabhéngigkeit
zwischen zwei Punkten mit unterschiedlichem Potential und zudem fiir die elektrische Energie

B B
W= —/ Fydl = —q/ Vo dl = (P — Dy4). (3.20)
A A

3.6. Anwendung auf Randbedingungen

Es sei o(7) die Flachenladungsdichte. Wir betrachten ein infinitesimales Oberflachenelement und
wenden darauf das Gauf’sche Gesetz an indem wir eine Art Kasten so darum legen, das dessen
beiden Deckflichen parallel zur Oberfliche liegen. Danach lassen wir, wie gewohnt, den Abstand
zwischen beiden Fliachen gegen 0 gehen und kommen so auf

_ _ . o o
(EQ—El)'TL:f@EQ,L—ELL:f. (321)
€0 €0

Daraus folgt, dass die Senkrechtkomponente des E-Feldes nicht stetig bei Ubergang zwischen zwei
Materialien ist. Nun betrachten wir eine geschlossene Kurve in Form eines Rechtecks, die so an
der Randflédche liegt, dass sie zur Hilfte darin und zur Hélfte draufen verlduft und orthogonal zur
Oberflache ist. Wir lassen den Abstand zwischen Randkurve die innen und aufen geht gegen 0
gehen und kommen so darauf

f Edl=0= By — Ey ) =0. (3.22)
C

Daraus folgt, dass die Parallelkomponente des E-Feldes stetig ist.

3.7. Poisson-Gleichung und Laplace-Gleichung

Die Poisson-Gleichung folgt aus der Uberlegung

VE=L wd B=-Vé=Ad=-L (3.23)

€0 €o
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Die Laplace-Gleichung findet sich dann, wenn keine Ladungsdichte herrscht. Sie kann als A® =0
ausgedriickt werden. Fine Losung der Poisson-Gleichung ergibt sich aus

1 1 1 1
—p(F) = a*r’ VZ———, mit V2 = —Ar§(F — 7’ 3.24
) = o [ IV it Vi = i) (20

3.8. Elektrostatische Energie

Es seien n — 1 Punktladungen gegeben. Wie grof ist jetzt die Arbeit eine weitere Punktladung aus
dem unendlichen an die Position r,, zu bringen?

W, = ¢, ® O(F, 3.25
G ®(7) = 47T6()Z _m (3.25)

Die gesamte Potentielle Energie des Systems liegt bei

Qi 1 q;
P (7 it ®(r;) = — 3.26
47r60 ZZ I7 Zq ), mit O(r;) = dreq 275: 7 — 7] (3.26)
JF

z*TJ|

Bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(7) gilt

) (7"

Tyhkent = Sren /d?’rd3r’ p(_7: f /d3r p(T)@(7) (3.27)
Teo |7 — 7

) /d% B (F)V20(F) /dgr V- Vo (3.28)

=3 / &Pr |E]? = w(f) = 5E2 Energiedichte (3.29)

Da die Integration im Unendlichen liegt fallt dabei der integrierte Term nach dem Satz von Gaufs
beim Anwenden der partiellen Integration weg. Man erhilt einen scheinbaren Widerspruch

Wkont — %0 /d3r E|> >0 (3.30)
ist immer positiv. Jedoch kénnen bei der kontinuierlichen Ladungsverteilung in Gleichung (3.26)
auch negative Werte herauskommen. Das Paradoxon 16st sich auf, da in Wkt {iber alle ¢; und q;

integriert wird, auch wenn sie gleich sind! Man sollte deshalb eher auf die anfingliche Ladungs-
verteilung zuriickgreifen.

3.9. Randwertprobleme

Ein Beispiel fiir ~ ist ein gegebene Ladungsdichte p im Zusammenhang mit dem Potential

B(7) = / a3 p(F’)ﬁ. (3.31)

47eg

Die Losung ist das bekannte E = —V®. In Metallen gilt immer im Inneren E =0 und ® = const,
wohingegen an der Oberfliache induzierte Ladungen auftreten. Das Elektrische Feld ist dabei immer
senkrecht zur Oberflache, da es sonst zur internen Ladungsverschiebung kommen wiirde.

Hier ein Bild eines Metalls vorstellen




Theoretische Physik C

Dies ist ein Charakteristisches Problem. Es gilt E, (7) = %U(F ). Zur Losung muss man die
Gleichung
9 1
Vo =——p (3.32)
€0

iiber die gegebenen Randbedingungen versuchen zu l6sen. Doch was sind Randbedingungen? Eine
Randbedingung wére beispielsweise die Angabe der Ladungsdichte p(7) fiir 7 € S;, man nennt dies
Dirichlet-Randbedingung. Eine weitere Randbedingung ist die Neumann-Randbedingung fiir die
gilt

g—i(f’ )=Vo-i.
Im Fall der metallischen Oberflache gilt ® = const. Daher erscheint die von Dirichlet praktischer.
Es gibt zwei Situationen: Im ersten Fall ist die Metalloberfliche an eine Batterie angeschlossen,
deren anderer Pol geerdet ist und es existiert eine Ladung auferhalb. Im zweiten Fall ist die
Metalloberfliche komplett isoliert. ® ist unbekannt, jedoch kann man die Ladung {iber das Ober-

flachenintegral {iber die Oberflichenladungsdichte o berechnen. Ein Algorithmus fiir das Problem
ist

(3.33)

1. 16se mit beliebigen ®;
2. finde o[®;]
3. 16se [dS o

Wir betrachten n Leiter im sonst leeren Raum. Wir nehmen an alle Potentiale ®; seien angegeben.
Wie sieht nun die Relation von Ladungen und Potentialen aus? Wir definieren

n
Qi =Y _ Cy®;, mit C;;-Kapazititskoeffizient (Matrix der Kapazitiiten). (3.34)
j=1
Jetzt nehmen wir an die Leiter seien isoliert. Wir kennen jetzt die Potentiale nicht, aber die
Ladungen. Daher miissen wir die Relation invertieren

n

B =Y (C71)yQ; (3.35)

j=1

Uber die Formel der elektrostatische Energie gilt dariiber hinaus

/d% p(F)D(F7) ZQA% = Z( 1,iQ;Qi = ZC”@ D;. (3.36)

3.10. Formale Losung des Randwertproblems

Wir betrachten ein Volumen V', welches durch eine Oberﬁléche S begrenzt wird. Wir wollen den
Satz von Gauk in einem speziellen Fall benutzen. Falls A die Funktion ist, dann benutzen wird
dafiir A = ¢V und VA = VoVip + ¢V21). Damit gilt

?{dS PV - 7T = /d3r (VoViy + ¢V30) = fds ¢%. (3.37)

Dies wird erste Greensche Identitét genannt. Die Zweite greensche Identitét erhalten wir direkt

durch Subtraktion
1o} 0
fas (%’ - ai> = [@r (ovPu - uvie). (3.38)

10
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Mit diesen beiden Hilfsmittel betrachten wir weiter das Randwertproblem V2@ = —%p mit Di-
richlet oder Neumann Randbedingung. Eine ®;, ®5-Losungen U(7) = ®; — @5, mit VU = 0,
iiber die erste Greensche Identitét folgt mit ¢ = ¢ = U und damit

v

3 2 _
/dr(VUVU+UV U)_]{dSUaﬁ

=0

=0, daU(7) =0 fiir ¥ € S. (3.39)

Daraus gilt fiir Dirchilet, dass U eine Konstante ist. Wir wéihlen sie als 0, um die Eindeutigkeit
der Losung zu gewihrleisten. Wir definieren eine Green’sche Funktion als

V2G(7,7) = —4ms(F — 7). (3.40)

Es wire auch dquivalent bei der Ableitung nach /. Die 47 sind ein Normierungsfaktor. Eine Losung
dieser Gleichung sieht beispielsweise folgendermafien aus

1
G(r,7') = T + F(7,7"), V2F(7,#') =0 (3.41)

Die Randbedingung mit der Green’schen Funktion wiirde bei Dirichlet

G(T, 7 |rres = 0= G(F,7)|res, G(F,7") = G, 7) (3.42)
heifien. Jetzt nutzen wir die zweite Greensche Identitdt mit ¢ = ® und ¢ = G(7, 7).
oG 0P 1
! e Dl 3.7 o 22N (o 4
j{ds {‘I’aﬁ Gaﬁ} /dr {cp (~4m8(7~ 7)) = G- (= —p) (3.43)

daraus folgt durch umformen

. 1 1 L, 0G o®
U0 = oy [ O @+ 3 fa5” a5 -6 (34
0 N——

=0
falls es die Dirichlet-Randbedingung ist, da G auf dem Rand 0 ist. Fiir Neumann muss man etwas

anderes Verlangen. Eine weitere Frage ist, was wir fiir einen Leiter im Unendlichen Verlangen
sollen. Das Potential ist bekannt

1 . 1 1
() = P’ p(F') =——=7, mit G(7,7') = 3.45
() = qrer [ 4% 0l e, it GE) = =y (3.45)
Daraus folgt direkt die Dirichlet-Randbedingung im Unendlichen.
GF 7)) — 0 (3.46)

r—00

3.11. Methode der Bildladungen/Spiegelladungen

Wir betrachten eine unendliche, metallische Platte, die geerdet ist. Wir nehmen an sie sei unendlich
diinn und ihr Potential sei 0. Nun denken wir uns eine Ladung ) im Abstand a in x-Richtung
von der Platte. Wir konnen dieses Problem sehr einfach Lésung durch eine Konstruktion iiber eine
Senkrechte auf der Platte.

Bild von dem Spiegelladungsprozess

Wir spiegeln die Ladung an der Platte und erhalten so die Position einer ,imagindren“ Ladung,
dh. 7 = (a,0,0)T und 7 = (—a,0,0)T und betrachten nun beide Ladungen:

1 q —q
B(7) = . 3.47
") = e 7=l T =) (3-47)

11
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Wir iiberpriifen ob dies die Poissongleichung verletzt

V2| =L ls—i) —s(F—)| . (3.48)
>0 €
=0
Die Randwertbedingung ist damit auch erfiillt, da genau in der Mitte das Potential der Platte

immernoch 0 sein muss. Die Greensche Funktion betrégt in diesem Fall:

G(F7 _'1) = |ﬂ - | Tz = | (349)

Uber das berechnete Potential konnen wir das Elektrische Feld bestimmen

— —

~ q ¥ — T T — T
E=-Vd= = — 3.50
V 47’(60 |7:‘7’I_"1|‘3 ‘7_"77?2|3 ( )
Die Oberflachenladungsdichte (z = 0) ist dabei
oy, z) = —qa = —qa . (3.51)

om(a? 4+ y2 +22)2  2m(a? + R?)3
Die Dichte ist nur vom Abstand des Lotpunktes von ¢ abhingig. Die Gesamtladung auf der
Metallplatte (Influenzladung) ergibt sich ais

Ginfl = 27T/dR R-o(R) = —q. (3.52)

was zu erwarten war. Physikalische existiert die Spiegelladung nicht, aber sie vereinfacht die Rech-
nung mit der induzierten Ladung fiir das Potential in der Halbebene, wo die urspriingliche Ladung
sitzt. Fiir die Kraft auf die reelle Punktladung gilt

q T—Th

Fy =¢FE', mit E' = 2 3.53
L q i 47‘(’60 ‘F_F2|3 ( )

Daraus ergibt sich direkt

ﬁfii(,~) (3.54)
" 4reg 4a? Ca '

und damit eine Anziehung zwischen Ladung und Platte. Diese Methode funktioniert nicht bei
beliebigen Oberflichen. Es funktioniert nur fiir einfache Situationen.

3.12. Punktladung und geerdete metallische Kugel

Wir betrachten eine Kugel mit dem Potential ® = 0 und Radius R. Eine Punktladung sitzt auf
der z-Achse, die durch den Mittelpunkt der Kugel verlduft. Wir wollen das Potential ausserhalb
berechnen.

Bild einer Kugel, die geerdet ist... Fl&dche S etc...

Wir wollen wieder eine Spiegelladung nutzen um, dieses zu bestimmen. Diesmal ist es nicht trivial,
da wir nicht direkt die Position von der Spiegelladung und deren Ladung wissen. Die Punktladung
sitzt bei 1 = (0,0,a),a > R, die Spiegelladung auf der unbekannten Position i = (0,0,b),b < R.
Daher priifen wir wieder die Poisson-Gleichung. Das Potential wird die Form

_ 1 q q
747760 ‘F—’Fﬂ |77—’F2|

(3.55)

haben. Wir nehmen einen beliebigen Punkt R auf der Kugeloberfliche
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/

1 q q
+
dmeg | VR2 +a?2 —2Racos  /R2+b2 —2Rbcosf
Die Losung konnen wir aus verschiedenen Randpunkten (2 Unbekannte, 2 Gleichungen) herausle-
sen. Die einfachste Moglichkeit ist die Wahl der zwei Schnittpunkte der Geraden durch die beiden
2
Ladungen und der Kugel. Als Losung ergibt sich damit ¢’ = _TP“I und b= £,

a

@(11 = F) =

=0. (3.56)

3.12.1. Punktladung und isolierte metallische Kugel

Die Punktladung liegt auf derselben Position. Wir suchen wieder die Bildladung, die irgendwo auf
der z - Achse in der oberen Halbkugel liegt.

Bild einer nicht geerdeten Kugel mit Punktladung auf z-Achse.

Wir benutzen dieselben Gleichungen wie im geerdeten Fall fiir die erste Bildladung. Zudem existiert
eine weitere Bildladung, wie bei einer aufgeladen Kugel, die wir in der Mitte annehmen koénnen.
/

_ 1 q q
471'60 |’F—F1‘ |F—7?2|

q//
+ W ,mitg" =Q — ¢ (3.57)

3.12.2. Punktladung und metallische Kugel mit Potential ¢

Diesmal ist die Kugel nicht isoliert (es héngt eine geerdete Batterie dran). Die Losung ist in dem
Fall identisch zum letzten Fall. Jedoch muss ¢’ so gewahlt werden, damit das Potential am Rand
korrekt ist.

1

7
= I % = ¢ =4meeRP,Q = ¢ +q" (3.58)
0

3.13. Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Wir betrachten zuerst 1-Dimensionale Funktionen, dh. g(z) mit = € [a,b]. Das Skalarprodukt

(g,h) = f; dz g(x)h*(z). Im Fall von (g,h) = 0 heift dies die Funktionen sind Orthogonal. Im
Fall von (g, g) = 1 ist die Funktion normiert. Fiir eine Reihe von Funktionen (mit f,), die unendlich
ist, sodass (fim, fn) = Omn gilt und damit orthonomiert ist. Die Vollstdandigkeit bedeutet, fiir eine
beliebige quadratintegrable Funktion g(x) gilt

9(2) =" anfol@),an = (g, fn), (3.59)

wenn

N
9= anfu(z)| = 0. (3.60)

[

erfiillt wird. Wir schreiben g(x) als eine Summe

(z) = dz’ g(z') - fr(@') fu(z) = [ da’ g(a’ 3 fo@ ) fu(x) = [ da’ g(2")o(a"—x). (3.61)
g nz_:l/ g / g ); / g(z)8(

Ein bekanntes Beispiel fiir ein vollstdndiges Orthonormalsystem ist die Fourierreihe. Fiir diese gilt

13



Theoretische Physik C

/2 1 . 27z 2rx . 4rnx
{f’rl} = Z ﬁ,Sln T,COS T,SIHT... . (362)

. 2mmz
n=r

2mmw
si ,cos =L

Man kann sie jedoch auch iiber die komplexe Exponentialfunktion ausdriicken:

{fn}= { \Eem“m/ L} : (3.63)

oo L/2
_ i2rmx /L it I d —iZwmx/L. 3.64
g(.’l?) § am© mit  am I /—L/2 € g(m)e ( )

Damit gilt

m=—oo
Bemerkung: Fiir L — oo wird die Fourierreihe zum Fourierintegral, da die ,Abstidnde” immer
kleiner werden. Es gilt dann 22 — k, > — L [* dk und a,, = /2 a(k) und damit:

1 > ikx : _L > —ikx T
g(x)zﬁlma(k)ek dk mit a(k)_\/%/me e g (3.65)

Die Orthonomierung ist iiber
1 h
o / dz =K — 5(k — &) (3.66)
und die Vollstdndigkeit tiber
L / dk 6=k — 5z — o) (3.67)
2
erfiillt.

3.14. Kartesische Koordinaten

Uber den Seperationsansatz kénnen wir versuchen eine Allgemeine Vorschrift fiir die Losung der
Laplace-Gleichung zu finden. Wir setzen @ als ein Produkt aus drei voneinander, unabhéngigen
Funktionen A(z), B(y) und C(z) an und setzen in

V20 = 07 + 0;® + 920 =0, (3.68)
ein. Danach dividieren wird durch ®. Es folgt
1 d?A(x) n 1 d?B(y) n 1 d20(z)
A(z) da? B(y) dy? C(z) dz?

Daraus folgt, dass alle Summanden auf der linken Seite der Gleichung Konstanten seien miissen, wir
nennen die Konstanten o2, 42 und v2. Daraus kénnen wir drei Differentialgleichungen aufstellen:

=a® + B2+ 42 (3.69)

d?A(x)

dx?
Analog gilt dies fiir die anderen Funktionen B und C. Wir betrachten einen Quader im Ursprung
mit der Lange a in x-Richtung, der Lange b in y-Richtung und der Lange c in z-Richtung. Jetzt
suchen wir das Potential innerhalb des Quaders, unter der Randbedingung, dass dieses auf 5
Seitenflachen 0 ist. Auf dem Deckel bei z = ¢ wird das Potential als ® = V(z,y) angesetzt. Es

= a?A(z) = A(z) = a1 + aze ", (3.70)

14



Theoretische Physik C

muss also gelten A(x = 0) =0 = A(z) x e*® — e~ ** « sinh ax. Dies gilt analog fiir die anderen
Funktionen. Daraus folgt

A(x =a) =0 = sinhaa = oy, = i A(z) x sin Ty (3.71)
a a
B(y:b):O$Bm:i?,3(y)ocsin?y (3.72)
Fiir @ folgt daraus {iber
2 2
2_ 2 2 _ n m
V== =B = Y =7 a72+b727 (3.73)
dass das Potential als
> . /nmT N\ . /mT N . n?  m?
= Z Dy, sin (—x) sin (—y) sinh [ m\/ — + —5= (3.74)
n— a b b

ausgedriickt werden kann. Jetzt bleibt noch eine Randbedingung iibrig. Diese nutzen wir jetzt:

D(z=c)=V(z,y) Z Dy sin (@x> sin (Ty> sinh ( Z—z + 750) . (3.75)

a

Daraus kénnen wir auf eine doppelte Fourierentwicklung schliefsen. Wir miissen beachten, dass wir
nicht keine negativen n nehmen miissen, da sonst voneinander abhéngige Funktionen entstehen:
L = —gin =—Z%, Es gilt nun

{fnm}—{\f \[ sm SIn("Z”y)} (3.76)

und damit die Koeffizienten D,,,, bestimmen iiber

/ dx/ dy V(z,y sm( )sm(nzﬂy). (3.77)
absinh< T/ Z; + ?22 >

Ganz allgemein, das Potential eines Randwertproblem ist eine Summe aus Volumen- und Oberfla-
chenintegral (Gleichung (3.44)). Das Volumenintegral wére 0, da die Dichte innerhalb des Quaders
0 ist, und unsere Losung wiirde sich aus dem Oberflachenintegral ergeben.

Dnm =

3.15. Kugelkoordinaten

Dasselbe wollen wir nun in Kugelkoordinaten durchfiihren. Es gilt die Transformation

z =rsinfcosy,y =rsinfsinp,z = rcosb. (3.78)

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten hat die Form:

1 1 1
2@ — 5 0Upr 2 'r‘@ i 0 @ 2 ’
v 7“28 (r°0:2) + r2 sin989(sm( ) %) + 2 sin? Ga‘P (3.79)
Als Losungsansatz wahlen wieder den Seperationsansatz mit ¢ = ﬁP(G)Q((p). Damit
1 0%U v 1 0 oP vp 1 9%Q
v r2 Or? @+ r r2sind 00 < 00 T r2sin? 9 Op? (3.80)
r3sin? 6

Dies multiplizeren wir mit daraus ergibt sich

UPQ °
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r?sin? 6

1420 1 1 d /. dP 1 d2Q
G5 prmad (0% )| g =0 351

Der erste Term ist ¢-Unabhéingig der zweite nicht, daher muss deren Summe 0 sein. Wir nehmen
an

Gar =-—m? = Q = Cet"¥ (3.82)

und setzen dies direkt ein

r2d?U 1 1 d dP m?2

et ——— (sino— ) — =0. 3.83

Ud? " Psmodo (Sm d9> sin® 0 (3.83)
Der erste Summand ist nun von r Abhéngig und der letzte der beiden nicht. Wir nutzen den
Ansatz

r?2 d?U 1 1 d dP m?
———=l(l+1),=—— |sinf— | — —— =—I(l+1 3.84
U dr? i+ )’Psin9d0 (sm d9) sin? @ +1) (3.84)
und schreiben die erste Gleichung um:
d?U  I(1+1)
_ U =0. 3.85
dr? r2 (3:85)
Die allgemeine Losung muss eine Summe von Potenzen sein muss:
U(r) = Ar'™! 4+ Br—. (3.86)
Fiir die zweite Gleichung hingegen gilt z = cos §. Mit % = I%\ = siixG 5—9 gilt dann
d dpP m?
— (1 -2 (l+1)— ——| P=0. 3.87
G la-AE] + e - 175 (387)
Die Losungen dieser Gleichung sind Legendre-Polynome P;(x). Es gilt
Py =Y e 3.88
l(x)—ﬁ@@—)’e 0 (3.88)

Die ersten paar Reihenglieder kann man sich selbst ausrechnen. Die Polynome sind so normiert,
sodass P;(1) = 1 gilt. Zudem bilden sie einen Vollstindig Orthonormalen Satz {iber

file) =[5 A, (3.59)

1
2
[1 dIPI(I)Pl/ (QZ) == mal"l/. (390)

ansonsten gilt

Nun betrachten wir, was fiir ein beliebiges m passiert. Wir betrachten Gleichung (3.87). Die Losung
davon wird gegeben als zugeordnete Legrendepolynome:

m/2 del(x)
dzm

Fiir m = 0 stimmt dies mit oben iiberein. Wir suchen fiir —m die Lésungen:

P"™x)=(-1)"(1—=x) m € No (3.91)

(I —m)!
(I +m)!

Fiir ungerade m ist es also kein richtiges Polynom. Fiir alle m gilt somit:

B (a) = (=)™

P (x). (3.92)
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(71)m lerm

P (w) = S (1= )2

Daraus folgt fiir Gleichung (3.90)

T Pl@): (3.93)

[ e @rre = g

Bei festem m bildet P/ (z) einen vollstédndigen orthogonalen Satz auf [—1, 1], genauso wie Q. (¢) =
etm? Deswegen konnen wir sagen, dass

oL (3.94)

P"Qy = P (cos0)e™? fiirl = 0,1,2...,m = —1,...1 (3.95)
eine vollstdndige orthogonale Funktion auf der Kugelfliche ist. Man definiert damit

2041 (1 —m)! :
A+1l-m P/ (cos 0)e™?. (3.96)

Yim(0, ) = (+m)

Dies ist die Kugelflichenfunktion auf der Oberflache einer Einheitskugel. Wir zeigen die Orthono-
mierung

2m ™
/ d(p/ df siné lejkm/yvlm = 5ll’5mm/7 (397)
0
fiir die Vollstdndigkeit gilt dariiberhinaus

Z Z )Yim (0, ) = 6(¢ — ¢")d(cos § — cos ). (3.98)

=0 m=—1

Zwei Eigenschaften sind leicht einzusehen:

20+1
4

Vi = (-1)™Y, Yig= Py(cos ). (3.99)

Fiir einige ! gilt damit

[=0: Yoo = \/% (3.100)

I=1:Y10= 3 cos0,Y] 41 = :F\/?Sin(e)ei(i“’) (3.101)
' 4 ' 3T

1=2:... (3.102)

Fiir eine beliebige Losung der Laplace-Gleichung gilt damit

o U0

po=""y,, - Z Z (Aimr" + B ™) Yign. (3.103)

=0 m=—1

Betrachten wir ein Beispiel. Wir wollen zwischen zwei Kugelflichen, die ineinander liegen ein
Randwertproblem 15sen, wobei ®(Ry,6,p) = Vi und ®(Rs, 0, p) = V5 ist. Wir wollen im inneren
das Potential wissen. Falls der erste Radius 0 ist, dann miissen alle B;,, Null sein, ansonsten kdme
es zu einer Singularitéit. Analog dazu, falls wir aufen suchen und ®(oo0) = const ist, miissen alle
A;,, Null sein.
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3.16. Potential einer Punktladung

Jetzt betrachten wir das Potential einer Punktladung, welches wir {iber die Kugelfunktion entwi-
ckeln. Wir legen die Punktladung ¢ zuerst auf einen Punkt auf der z-Achse (6’ = 0). Jetzt wollen
wir das Potential in einem Punkt R betrachten. Es ist bekannt

1 q
dmeg |7 — 7|

&(F) = (3.104)

Wir suchen jetzt die Funktion in Kugelkoordinaten, unter diesen Bedingungen. Sie kann nicht von
¢ abhénig sein, da das Problem zylindersymmetrisch ist. Wir betrachten eine Kugelfliche

Vi={r:r<r'},Vo={r:r>1r"} (3.105)
Es folgt
2 1 .
Vie——==0, fir V4, V; (3.106)
77

Deswegen konnen wird nach Y;, entwickeln. Wegen der ¢-Unabhéngigkeit folgt m = 0.

— Z (alrl + blr_l_l) P;(cos ) (3.107)
1=0
Fiir 6 = 0 folgt
1 (oo}
=> (' + b1 (3.108)
1=0

Jetzt betrachten wir das im inneren und aufteren

1 A =1 ; r<r
— T 1—7" 1 El 0 (r )Z (3109)
r—r Zl 0 TT r>r
Damit gilt fiir r < r':
r<r"al:;bl:0r>r":al:0bl:(r’)l (3.110)
: (r/)i+1 ’ : J :
Wir wissen alle Koeffizienten, deswegen kénnen wir jetzt entwickeln
l
1 > % r < ’f'l
=) Pcosh)- ¢ )7 3.111
P — 7 Z 1 (cos 0) { Sﬁf A ( )
Erzeugende Funktion
1 1
(3.112)

7 =7 2+ ()2 — 2rr cos O

Jetzt betrachten wir das ganze fiir beliebige . Wir knnen dann unser Koordinatensystem rotieren
so dass die z-Achse bei § = 0 liegt.

ZP; cos ) l+1 (3.113)

Aber wir kénnen es auch direkt berechnen (siehe FlieRbach 11)

77' F Z Z 21+1 l+1 lin(e/v(igl)}[lm(oa@)- (3.114)

=0 m=—1
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Es ergibt sich das Additionstheorem fiir Kugeln

4n

-PI(COS’Y) 2l + 1

Z Vi (0,6 Yim (6, 0). (3.115)
-l

3.17. Multipolentwicklung

Es gebe eine Ladungsdichte, welche sich in einem bestimmten Bereich lokalisieren lasst. Wir legen
nun eine Kugel so um die Ladungsdichte, dass alle Ladungen umschlossen werden, diese soll den
Radius Ry besitzen. Somit gilt fiir den Aufenbereich r > Ry fiir die Ladungsdichte p(r, 6, ¢) = 0.
Uns interessiert nun das Potential, welches aufserhalb dieser Kugel zu finden ist. Es gilt

— 7T *
dmeo® (7 /dV ‘r_ /de ") Z Z 21+1 z+1 Vi (00" Yim (0, 0)  (3.116)

oder vereinfacht

21+1 7 Yim

Z Z Y (6, 9), it g = /VdV p(F) ()Y (0, ). (3.117)

Diese nennt man manchmal Kugelmultipolmomente. Teilweise besitzen die ¢, in der Literatur
unterschiedliche Vorfaktoren. Wir schreiben die ersten Summanden der Reihe auf und benennen
besonders wichtige

1 00 (I10 3q1,-1 . -
O(7) = — \f cosO — ...+ /- ——sin(O@)e+ ... (3.118)
/ 2 2 ~—
covim \7:/ " Quadrupol
Monopol Dipol

Nun wollen wir dieselbe Entwicklung in kartesischen Koordinaten erstellen. Dazu beginnen wir bei

=/

. 1 p(7") ) 1 1 , 01 1 ot 0 0 1
d = dv t = - — ——+ = oo (3119
(™) 47reo/v \r_'ff"|’m1 |[7F—=7 ;rlarir+2z lJ@r 37“ ( )

]

Die Entwicklung ergibt sich also iiber eine Taylorreihenentwicklung um 7’ = 0. Wir schreiben fiir
die ersten Terme

1 1 T 1rr;
o e T g B )+ (3.120)

Fiir das Potential gilt dementsprechend

1 1 7 1rr;
O(F) — 200 Ti oM il 121
(M) = e |79 +ZijT3Ql +§j Qi (3.121)
Die Qs werden dabei iiber
QY = / dV p(7') = ¢ Monopol (3.122)
v
le) = / dV rip(7") = ps Dipol (3.123)
v
Qf) = / dv (3rir} — (r')28:5) p(7") Quadrupol (3.124)
v
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dargestellt. Der Zusammenhang zwischen Kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten ist fiir
die ersten paar Terme:

1 1
= —— dV = = —_——
00 ="/ /V ) =

q10 = \/E /V AV 2'p(7") = \/Epz (3.126)
qn=%;AMMwaWﬂ=%§%—%> (3.127)
qm—VE;AAV@MY—wYMWU—¢E;@u> (3.125)
=2 [ av 6 ) = 2@ - iy (3.129

e i) = — 2 P 0., 20, -
0 =—1\52 [ AV @+ o) = ~ 35\ 52 Qe — 20— Q) (3.130)

Man kann zeigen, dass der erste nicht verschwindende Term dieser Reihe unabhéngig von der Wahl
des Ursprungs ist.

(3.125)

3.18. Energie im dulleren Feld

Wir nehmen an es gebe eine Ladungsverteilung mit p(7) = 0 fiir | — 79| > R. Wir definieren
7 — 7y = 7'. Wenn wir nun auf die Ladungskonfiguration ein #uferes Feld Eext = —V®uy wir-
ken lassen, konnen wir unter der Annahme, dass das duftere Feld sich nur wenig im Bereich der
Ladungsverteilung dndert, eine Taylorreihenentwicklung fiir das Feld machen durchfiihren:

— — — — 8(bext 1 a a(Pext — Wi
(I)ext(r) = CI)ex‘c( 0+ 71/) = (I)ext(ro)'rg + E (7"0)7"2 + = - (7"0)7’2-7"- +... (3131)
- or; 2 i ar; Or, J
- a(I)ext 1 a 6(I)ext / 2
= Dot (70)7; + (ro)r} + =) ——"2(7) (3rir, — (1")%6;;) +....  (3.132)
¢ ; or; 6 Iy or; Or; v

Der letzte Schritt kann vollzogen werden, weil V2®. = 0 ist. Fiir die potentielle Energie der
Ladungsverteilung ist p(¥) = p(7’) im duferen Feld. Es gilt

W= / AV p(7) Do (7) = / AV 57 ) Dox (7 — 7') (3.133)
|4 14
_ - i JEN 1 a-E:ext,j -
= q(IDeXt(TO) pEeXt(r()) 6 %: Q” Trjro 4+ ..., (3134)

Man stelle sich hier Monopol, Dipol, Quadropol und Oktopol vor.
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4. Magnetostatik

4.1. Biot-Savart-Gesetz

Ruhende Ladungen ,produzieren” elektrische Felder. Jetzt betrachten wir bewegte Ladungen. Die-
se ,produzieren” Strome, welche ein Magnetfeld erzeugen. Wir nehmen im Folgenden stationére
(zeitunabhéngige) Strome an. Dies ist die Magnetostatik. Elektrischer Strom ist definiert als

I= % mit dI = jidsS, (4.1)

wobei jdie Stromdichte darstellt.

4.1.1. Die Kontinuitatsgleichung

Wir nutzen die Ladungserhaltung zur Herleitung. Wir betrachten ein beliebiges Volumen V' mit
einer geschlossenen Oberfliche S. Die Ladung ist erhalten, wenn

d -
4 / AV p(7 1) + / dS 7j(F,t) = 0 (4.2)
dt Jv g
gilt. Wir nutzen den Gaufischen Satz und ziehen die Ableitung in das Integral hinein
- t
/ av {ap(ﬁ 1) + Vi, t)} _o= 2P | Gr ey — o, (4.3)
v ot ot

In der Magnetostatik ist der erste Summand 0 und daher ist die Divergenz der Stromdichte 0.

4.1.2. Fortsetzung Biot Savat

Wir betrachten zwei geschlossene Wege C_:1 und Cs durch die der Strorg I, und I fliefst. Wir fragen
nun welche Kraft von einem Element dl; bei 7; auf eine Element dls an Position ro ausgewirkt
wird. Es gilt

diy x (dly x (71 — 7))

e 4.4
"I‘l — T2|3 ( )

dF, =21,
47

und in integraler Form

V)

T dly x (dly x (71 — 7))
Fio=—IL1I . 4.5
12 m12%% 7 — 75l (4.5)

Wir nutzen den Zusammenhang A x (D x C) = D(AC) — C(AD). Damit folgt aus der letzten
Gleichung

di dl -

Frp = ——Ilfzf]{ 1dia (7 37"2). (4.6)
71— 72

Dariiber konnen wir die magnetische Flussdichte/Induktion B als

— dlg X (’I“l — T‘Q)
dB = —I _—
47 2 |7’1 — T'2|‘3
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definieren. Sie wird durch den Strom I» bei dis erzeugt. Fiir die Kraft gilt damit

dﬁlg = I1 (dl_i X dég), (48)

woriiber man integrieren kann.

4.2. Magnetfeld im GauB-System

Wir definieren r15 = 71 — 7. Im Gaul-System gilt fiir die Kraft auf ein Stromelement

7. _ Ll di x (d x )

12 = 3 ENE (4.9)
und im Magnetfeld B
Fip = %Il(dfl x Bs). (4.10)
Die magnetische Feldstérke ist dabei definiert als
B=1 diz x f1 (4.11)

27 ST
C |T’12‘5
Man wahlt % in den beiden letzten Gleichungen als ,Normierung®, weil es im relativistischen

geschickter ist. Im Vakuum gilt zudem H=B.Im Gaufs-System ist die Einheit der magnetischen
Flussdichte Gauk mit der Umrechnung 1T +— 10* G.

4.3. Kraft zwischen zwei parallelen Drahten

Als Anwendungsbeispiel wollen wir nun die Kraft zwischen zwei parallel Drahten berechnen. Dazu
nehmen wir zuerst an, dass der erste Draht Ly auf der z-Achse liegt. Durch diesen fliefit der Strom
I5. Nun wollen wir die magnetische Feldstéirke an einem Punkt 7; bestimmen. Es gilt

= dly x 7 R
B, = EIQ/ZLZ12 _ _@12@./ 2 . (4.12)
4 |712] 4m (R2 + (21 — 22)2)2
Der Draht ist unendlich ausgedehnt. Wir verschieben unser Koordinatensystem so, dass r auf der
Hé6he von z=0 liegt

= o, o 1 [T, to 1o
By=-"re = [ singdo=-H02z 413
2 ar %€ R/o S o RC ( )

Wir betrachten nun einen zweiten Draht, mit dem Strom I;. Wir wollen die Kraft zwischen beiden
Dréahten berechnen. Es gilt

dF12 = 7%7d2’1. (414)
Fiir den Fall Iy = Io = 1A und R = 1m gilt

dFiq

=2.10""N/m. 4.15
& /m (4.15)
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4.4. Allgemeine Formulierung des B.-S.-Gesetzes

Wir nehmen an es gébe in einem Raum eine beliebige Verteilung der Stromdichte j Nun wollen
wir feststellen, welche magnetische Feldstirke aus dieser Anordnung folgt. Nach dem B.-S.-Gesetz
folgt

52y _ Mo g(7") x (F=7")
B = — - 4.1
"= ),V T (4.16)

Dies sieht gravierend dhnlich aus, wie das Coloumbgesetz, wobei das letztere durch einen Skalar
wproduziert“ wird, wihrend diese hier durch einen Vektor ,produziert* wird. Dariiber folgt zudem

—

F(F) = /V AV j(7) x B(F). (4.17)

Kraft auf Punktladung: Wir bestimmen zuerst die Stromdichte einer Punktladung. Diese kénnen
wir {iber ihre Geschwindigkeit angeben:

J = qUd(7 — ) = F = q x B(7). (4.18)

Dies ist natiirlich die Lorentzkraft.

4.5. Feldgleichung, Vektorpotential, Ampere-Gesetz

Wir gehen analog wie beim elektrischen Feld vor. Diesmal bestimmen wir eine Vektorpotential:

5 Mo 3 j(rl) _ 7
B = —47TVT X /d r e V x A(F). (4.19)
Dabei gilt die Eichfreiheit
Ar) = 1o / a3 i) + Vx(r) (4.20)
4 |7 — 7]

Man kann einen beliebigen Gradientenfunktion hinzuaddieren. Dies ist iiblich fiir Eichtheorien,
wie die Elektrodynamik (die Einfachste). Wir wéhlen im Folgenden x = 0. Nun folgern wir

1

T Mo 3. 17 =1 1 Ho 3 171
A= — d r = —— d TS T 4.21
\Y% 477/ r'j( )V = = NGIAY = (4.21)
Ho 3,/ 2 1
= — d r’ = = :O 422
o [t 9,5 (4.2
=0

dabei ist zu beachten, dass dies nur im stationédren Fall gilt (Coulomb-Eichung). Wir wollen die
Rotation von B und Divergenz von B berechnen:

VB =V(V x A) =0. (4.23)

Daraus kann man folgern, dass das B-Feld nicht einzelne feste Quellen besitzt. Aus der Rotation
des B-Feldes folgt das Ampere-Gesetz:

. . . " . 1 .
VxB=Vx(VxA)=VVA)-V2A= L0 [ 370" V2= = oj(7).  (4.24)
—_—— 4 |7 — 7]
=0

=—Ans(F—7")
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4.5.1. Integralform des Ampere-Gesetzes

Wir nutzen das Stokes’sche Gesetz:

7{dfﬁz/dSﬁ(VxE):uo/dSﬁj:uolc. (4.25)
C S S

Man sieht, dass es unabhénig von den Form der Flache ist. Es z&hlt nur der Strom, welcher durch
diese hindurchfliefst.

4.5.2. Randbedingungen

Wir wollen jetzt analog zur Ladung eine Flichenstromdichte definieren iiber die wir die Randbe-
dingungen fiir Probleme der Magnetostatik definieren. Wir legen die beiden Terme

= 2] m=|7] (4.26)

fest. Wir gehen &hnlich vor, wie bei der Elektrostatik und denken uns erst ein gauss’sches Késtchen
an einer Oberfliche. Danach nutzen wir Gleichung (4.23) mit dem Gauss’schen Satz. Dadurch
erhalten wir

/ dS Bii = / AV VB = (B, — By)it = 0, (4.27)
S 14

wenn wir die beiden Oberflachen immer weiter zusammenlaufen lassen. Als néchstes betrachten
wir iiber das Ampersche Gesetz ein Rechteck, dessen Seitenflichen parallel zur Oberfliche liegen
(eine darin, eine draufsen):

—

/dfé = ule = @ x (By — By) = poK. (4.28)
Daher gilt

BQ’J_ — BLJ_ =0 BZH — BLH = Mof? X . (429)

Wir fragen uns nun, welche Bedingung dies fiir das Vektorpotential mit sich fithrt. Wir nutzen die
gleiche Form wie beim letzten mal:

%Edf:/VxﬁﬁdS:/édgﬂo. (4.30)
C S S

Es folgt daher A’l’u = /YQ’H. Zusatzlich gilt nur in Coulomb-Eichung ILYLJ_ = ZQ’J_.

4.6. Multipolentwicklung, magnetischer Dipol

Wir beginnen mit der Formel fiir das Vektorpotential und betrachten grofe Absténde R.

A7) = s / ' 20 (4.31)

|7 =]

Wir nutzen die Herleitung aus der Elektrostatik

(4.32)

qr /d3 —I—Z /d37“ TZ]

= A(O)(r)
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und zeigen, dass E(O)(r) = 0 ist. Fiir beliebige f, g und j(r) = 0, mit » > R und Vj = 0 gilt:
Jav (fi‘Vg +9jV f) = 0. Das fiihrt dazu

Fiir den Dipolbeitrag gilt dariiber
f=rpg=ri= /dgr (riji +rrji) =0 (4.34)
und damit
1 1 Ho 3./ /‘-‘ —'/ 1 Ho 3,/
= = — 4.
73 A ZTZ d®r g (7 = 93 4n Zrz d’r rz]k Tk.?z) ( 35)

Uber den Epsilon-Tensor folgt:

r) _ L po 3./ —»/ .y 3 4
& S ar ZTzekzl/d 7 x (7 )L 27“347r{ /d 7 X (7 )LL, (4.36)

was wiederum

- 1
(1) _ Ho 7 3,021
A =554 /d % 5(7). (4.37)
impliziert. Dies kann auch iiber das magnetische Dipolmoment ausgedriickt werden:
- 1 3.0 =1
m= g A ) (4.38)

Jetzt konnen wir das Magnetfeld eines Dipols berechnen:

B(f)=Vx A= %; F’"(” ) = m} (4.39)

r3

Der Vektor 7 zeigt in Richtung des Vektors 7. Magnetisches Moment einer Leiterschleife, die in
einer Ebene liegt:

1 - I -
mzi/dS/*/XJ( " = Q/del (4.40)
Jetzt nutzen wir 2r x dl = dS.

= I/dSﬁ = ISii (4.41)

4.7. Gyromagnetisches Verhiltnis

Wir betrachten einen starren Korper, der mit einer Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse
rotiert. Es gibt also ein Geschwindigkeitsfeld ¥(¥) = & x 7. Die Stromdichte sei j(7) = p(7)U(F).
Wir nehmen zusétzlich an, der Kérper besitze eine Ladungsdichte und eine Massendichte.

ﬁi:%/drp( )& x o(F") (4.42)

und

L= / A1 p (F)F x T(7). (4.43)

25



Theoretische Physik C

Annahme: p und p,, sind gleich verteilt. Daher gilt me = const = 7. Damit kommt man auf

- qa r
m=——L 4.44
Wi (4.44)
Diese Formel ist rein klassisch. Spétestens fiir Elementarteilchen gilt sie nicht dann miissen wir
den Faktor g multiplizieren. Wir nehmen an es wiirde fiir ein Elektron gelten und daher fiir seinen

Spin. Fiir das Bohrmagnetum gilt

eh
= 4.4
B =5 (4.45)
Aus der Quantenmechanik. Aus der Diracgleichung gilt — g, = 2.
4.8. Kraft und Drehmoment auf magnet. Moment im
aulleren Magnetfeld
Wir nehmen an, es gibt eine Stromdichte j mit
ra 0,7 > Ry
j_{...,T<R0 (446)
Dann gilt gilt fiir die Kraft
F= /dST J(7) x B(#) = /d% J) x |B(0)+ Y riViB(0)+...| . (4.47)

Wir betrachten nur den Dipolbeitrag (erster Summand ist 0):

) 1 ) )
F, = Z/dgr €kim i (r)r;ViBm(0) = 3 Z/d3r €xim (Ji7i — Jir1)ViBm (0) (4.48)

ilm ilm
1 — >
=52 / &1 eptmepit (77X §)p Vi B (0) (4.49)
ilmp
1 — e
=352 / 1 (GmpOki = Omiip) (7 X §)pViBm (0) (4.50)
imp
1 - S
=3 Z/d% (7% §)m ViBm (0) = (7 X )1 Vi Bm (0) (4.51)
" =0,vB=0
=Y M ViBn(0) = > m;ViB;(0) = F = V(i B). (4.52)
m j

Der Skalar 171 - B ist die potentielle Energie —V. Die Kraft konnen wir {iber
sz%dﬁiNz/&W&GxE:mxé (4.53)

auch anders ausdriicken.
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4.9. Faraday’sches Induktionsgesetz

Elektrostatik (ap =0): Es gilt VE = ép, V x E =0, E = —V®. Magnetostatik (Vj = 0): Es gilt
VB = 0,V x B= 1o j , B=VxA. Faraday entdeckte, dass eine Anderung von B ein E induziert:

]f fE:——/dSB (4.54)

Dies ist die elektromotorische Kraft (EMK). Der magnetische Fluss ist definiert als

o= [dSB=E=¢ dlE=——. (4.55)
Nun wollen wir es in Differentialform bringen:
oo = 0B
A'E= | dS(VXE)=VxE=—"—. (4.56)
C g ot

4.10. Magnetische Energie, Induktivitat

Wir fangen allgemein an

:Z:ﬁiﬁi_ qu (E +vl><B /d3rE J. (4.57)

Fiir eine Stromschleife ist die Formel einfach zu schreiben

W - —I% dl'E. (4.58)
dt -

Wir gehen nun Schrittweise vor. Wir nehmen die Rotation des B feldes um die Stromdichte zu
ersetzen. Danach integrieren wir partiell, sodass die Rotation vor E steht und nutzen das Fara-
daygesetz.

AWiag 1 [ 5 8B 5 d 1 3 732 / 3, 732
_ Br 225 = ar B e = a3r B2 4.
dt 1% / BT Gy | T T Wi " (4.59)
4.10.1. Induktivitatskoeffizient
Wir betrachten wieder eine Anordnung von Stromschleifen (Cy,Cs,...,C,) mit den Strémen
L,I,...,C,.
1= Ho 3.1 ;( 3 j
A . 4.
() = 47r/dr |r—7"’\ 477 /dn — F (4.60)

Wir nehmen die Vereinfachung an, das die Schleifen (Drahte) extrem diinn sind:

;)_ Z flrfnl (4.61)

Magnetischer Fluss.

@k_/dSB /dfﬁ Z j{% In—rl Zz (4.62)

Wenn man die Dréhte immer diinner werden lasst, divergiert dieses jedoch, da 1/r logarithmisch
divergiert. Fiir die Abschétzung gilt

My =L {2 Rin g (4.63)
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4.10.2. Gesamtenergie einer Anordnung der Stromschleifen

Wir nehmen an, es flieflen Strome und wir wissen alle Induktionskoeffizienten. Nun wollen wir
wissen, welche magnetische Energie in dieser Anordnung steckt:

dWm AWinik | dWne
Winag = / dt 2 / dt ( EME Ch) (4.64)
dt
Damit gilt
mag = L4 (M I; 4.65
Z iqp (Mis 1) (4.65)

Nun gibt es Moglichkeiten die Konﬁguratlonen zu bringen
1. erst Schleifen in die entgiiltige Position bringen, dann Strom erzeugen

2. erst Strome im Leiter weit weg voneinander erzeugen und dann zusammenbringen.

AWiae  dWemk . dWineen d AWonech
= =S L—(M;I, 4.66
d¢ dt + dt Z dt (Mi;1;) + dt (4.66)

j

Im ersten Fall bewegen sich die Schleifen nicht (nur am Anfang wenn keine Kréfte wirken). Daher
ist die mechanische Energie 0.

dWhag d 1
T — %:IZE(M”IJ) = Wmag = 5 %:M”IZIJ (467)

Dabe sind M;; konstanten. Im zweiten Fall ist es umgekehrt. Strome sind konstant und Schleifen
bewegen sich. In diesem Fall ist die mechanische Arbeit

dW h d Wi, dWinech dWinech
mdg I l mech 92 mag mech mec ) 4.68
Z J dt 2 dt TR dt (4.68)
Ein weiterer Fall wére, die Schleifen bei festen Fliissen zu bewegen. Daher, falls
®; =Y M;;I; = const (4.69)

J
gilt. Dann wiirde die gesamte Anderung der magnetischen Energie aus der mechanischen Arbeit
resultieren. Die letzte Gleichung kénnen wir auch ,invertieren‘:

=Y (M), (4.70)
J
Dabei gilt fiir die Magnetische Energie

Winag = ZM”I I; = ZI d; = Z M™1);®:9;. (4.71)
ij
Dies kann man tiber die Deﬁnltlon der EMK umschrelben
1 . 1 o o
Wonsg = 3 31 [l A7) = 5 [ & ) 40 (4.72)
2 - c 2

und danach partiell Integrieren (mit der Annahme, das alle Randterme im Unendlichen verschwin-
den):

_ L [ 5o A— L [ 3, B LN PRy
VVmang’uo/dr(VxB) A72M0/drB (VXA)fQMO/drB. (4.73)

Dies ist dquivalent zum gefundenen Energieterm.

28



Theoretische Physik C

5. Maxwell-Gleichungen, el./magn.
Wellen, Strahlen

5.1. Maxwell-Gleichungen

Wir schreiben nun alle Gleichungen ein weiteres mal aus:

- 1
VE = —p, Gaul-Gesetz (5.1)
€0
- 0B
VxE+ 88715 = 0, Faraday-Gesetz (5.2)
VB =0 (5.3)
V x B = woj, Ampere-Gesetz (5.4)

Das Ampere-Gesetz ist unvollstindig, da der sie dem Ladungserhaltungsatz Widerspricht. Maxwell
erkannte dieses widerspruch und modifizierte sie zu

~ . 10E - OE
B=uj+—=—= j —). 5.5
V x Hoj + ot to(J + €o 815) (5.5)
Die Divergenz dieser Gleichung ergibt die Ladungserhaltung und damit Konsistenz. Im Gaufisys-
tem sehen die Maxwell-Gleichungen so aus

VE = 4mp, Gauk-Gesetz (5.6)
V x E + 1%? = 0, Faraday-Gesetz (5.7)
VB=0 (5.8)
V x B— iaalj = 4%5, Ampere-Gesetz (5.9)

5.2. Vektor- und Skalarpotential, Eichtransformation

Die Zwei Gleichungen

. . 10B
VB=0 VxE+-——=0 5.10
X c Ot ( )
Die Letztere konnen wir umschreiben in
L 104 L 104
E+—-—]= E+—-——=—-Vo. 5.11
Vx( +c@t> 0= +08t Ve ( )

Die erste schreiben wir als Rotation des Vektorpotentials. Dies sind die homogenen Maxwell-
Gleichungen. Die Inhomogenen Maxwell-Gleichungen sind:

10 /=
J— 2 —_— —— =
Vip— - (VA) Amp (5.12)
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und fiir die allerletzte

. 1824 - 18¢ Ar
24 - YA I I
VPA- 5oV (VA+ - 8t> - (5.13)

5.2.1. Eichtransformation

Die Eichtransformation ist

10x
cot’
Dadurch veréndern sich die homogenen Maxwellgleichungen nicht und damit weder B- noch E-
Feld. Daher wir kénnen die Potentiale wihlen, wie wir sie méchten (Eichfreiheit). Dies kann man
mit Bedingungen fixieren. Diese heifsen Eichungen. Die zwei wichtigsten sollen nun diskutiert
werden.

A'=A+Vyxy ¢ =¢p— (5.14)

1. Coulomb-Eichung (auch Strahlungseichung): VA = 0 (vor allem bei Strahlungsproblemen)

2. Lorenz-Eichung: VA + %%—f = 0 (explizit relativistisch Invariant)

Vorsicht es gibt einen Lorentz (Hendrik Anton) und einen Lorenz (Ludwig Valentin). Jetzt wollen
wir geeignete Potentiale finden, die die Lorenzeichung erfiillen:

- - 10x 5, 10¢
A=A l=p——-== A+ - =0. 5.15
VX P=e c Ot = VATt c ot (5-15)
Fiir die Gleichung ergibt sich nun
1 9%x - 10¢
m o = (VA+ =22, 5.16
VX c? Ot? (V t3 Bt) (5.16)

Zu Bemerken ist, dass die Lorenzeichung nicht die Freiheit komplett einschrinkt. Beispielsweise,
wenn die Potentiale direkt die Gleichung erfiillen kann es zu Problemen kommen.
Inhomogene Maxwell-Gl. in Lorenz-Eichung

Wir nehmen an die Lorenz-Eichung gilt:

1 9% L 1024 4rmo
Ve Gge - i VA G = (517

Inhomogene Maxwel-Gl. in Coulomb-Eichung

Wir nehmen an die Coulomb-Eichung gilt:

L1024 dme 1
A 4w v((?@)

o (5.18)

Die erste Gleichung kénnen wir einfach mit dem Ansatz

o(7Ft) = /d3r’ r’ffl’ ) (5.19)

7=
Nun zerlegen wir die Stromdichte in senkrechte und parallele Komponenten. Es gilt
J=JL+7)=ViL=0,Vxj=0. (5.20)

Daraus ergibt sich
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1 8(,0 47T -
-V— = —j. 5.21
c Ot el (5:21)
Uber den Ladungserhaltungsatz kénnen wir zusétzlich
1_0yp 1_0¢p 4~
-V—=]=0 -V—=— | =— 5.22
vx(cvf)t) v(cvat) c? (5:22)
aufstellen. Damit ergibt sich:
L 18%4 4dm -
2 -
A-—=—=——J,. 5.23
v 2 12 oL (5.23)

5.3. Energie- und Impulserhaltung, Poynting-Vektor

Wir betrachten ein System el/mag Felder E, B und geladene Teilchen [p, ﬂ und mochten sehen,
wie die Energieerhaltung in diesem Funktioniert. Dazu berechnen wir die geleistete Arbeit der
Felder an Ladungen

N
5, Ui ] - oo dWiat 3 27
AWiat = ; g <E + = B) -Udt = zi:qiE -U;dt = i /d rEj. (5.24)
Jetzt betrachten wir
. 10B . 10E Ar-
EFE+—-—=0 B———=—7. 5.25
VXE+ c Ot VX c Ot c J ( )

Wir multiplizieren die erste mit B und die zweite mit £ und subtrahieren sie voneinander

19B . 10EFE - AT os o L .

-—B+-—F=——jF—-B- E E- B). 2

ot +08t - (VX E)+ E-(Vx B) (5.26)
=—V - (ExB)

Es ergibt sich also

cC -, -,
-—————=—jE—- —V(E x B). 5.27
cot 8w J 4dr (E'x B) ( )
Die Energiedichte des el /mag Feldes ist somit
Wom = LE? 4 = 2 (5.28)
2 240
Der Koeffizient
- cC - —
S=—FExB (5.29)
4m

+VS=—JE. (5.30)

Der erste Teil beschreibt die Verdnderung der Energie des e/m Feldes. Der letzte Teil bezeichnet
die Umwandlung der Energie des e/m Feldes in Energie von Teilchen. Der mittlere Term be-
zeichnet den Energiefluss (Energiestromdichte). Nun wollen wir dies in eine Integralform bringen.
Wir betrachten ein Volumen V, welches von der Fldche S umschlossen wird. Wir betrachten ein
Flachenelement ds und integrieren iiber das gesamte Volumen V:
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d - = = d —
—/ Br wom —|—/ d*rj-F = de'S = — (Wem + Wmat) = — ]!ds“S. (5.31)
dt \% \% s dt s

Nun wollen wir eine &hnliche Betrachtung fiir die Impulserhaltung anstellen. Wir beginnen mit
dem Impuls der Materie

anat Z dpz ZF qu < + AN B) /dST‘ (p E—|— %; X E) . (532)

Wir nutzen

N . 190E 4n-

VE =4np,VX B — —— = —j 5.33

ﬂ—p) X Cat C] ( )
und formen um

dPrat 1 s |=mca = . 19E =

e _ /dr B(VE)~ B x (VB) - 12 (5.34)

Wir betrachten
0 - 0 - - - OB 0 - =~ . .

und setzen ein

APpat d [ 3 ExB 1 [ 4 |ac= L
— [ d =—[d E(VE)—-FE E)+ B(VB)—-B B)|. (5
r " " e o r | E(VE) x (VE) + B(VB) x (Vx B)|. (5.36)

Wir schreiben als letztes nun

[E(VE) x (V x E) } = B Zv B~ Y ciactmpErVmE, (5.37)
klmp

= E; Z ViEi = Y (8jmOkp = 8ipOkm) ExVim Ep (5.38)
kmp

=E; Z ViEy — ZEkV Ey — ExVLE; (5.39)

= ka - 5 E?). (5.40)

Damit kénnen wir den Maxwellschen Spannungstensor

1 dik
= g y

e {EjEk + BB, —

(E2 +B )} (5.41)
definieren. Damit ergibt sich:

dPpae | d & E x B
dt dt 4re

- /dngvajk. (5.42)
k

Dies hat wieder die Struktur eines Erhaltungssatzes. Dabei ist der zweite Summand der Impuls
des el/mag Feldes. der Rechte Teil ist somit die zeitliche Anderung des Impulses. Damit ist
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ExB 1 -
— ==

—

Gem =

4
4me c (5-43)

die Impulsdichte des el/mag Feldes. Die Struktur des Erhaltungssatzes ist

/ dBTZVijk = deijk. (5.44)
v k

Das Letzte ist die negative Impulsflussdichte. Die Impulse ergeben sich aus

dﬁnlat dﬁem
dt * dt

J

P= / d3r gom. (5.45)
Wir wollen nun den Impulserhaltungssatz in Differentialform schreiben:
o 1- 5] 8§em
7E + -7 % B =ViTik. 5.46
(,0 toixB+— )j ViTjk (5.46)

Uber den Spannungstensor kann beispielsweise die Kraft von einer Ladung auf eine metallische
Kugel bestimmt werden (wie auch mit der Methode der Spiegelladungen).

5.4. Elektromagnetische Welle

Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen in ¢ und A Darstellung. Wir verwenden die Coulomb-
Eichung.
-~ 1A dm-
Vip=—dmp VPA— > =——j|. 5.47
14 il c? Ot? c It ( )
Wir betrachten den freien Raum: p = O,j = 0. Wir nehmen an, dass aus VZp =0 = ¢ = 0, da
diese Losung sich ,,gut” im unendlichen verh&lt. Damit vereinfacht sich die zweite Gleichung von
Gleichung (5.47):

L1024
2

Diese Wellengleichung muss nun gelést werden.

5.4.1. 1-D Losungen der Wellengleichung

Damit vereinfacht sich die Wellengleichung auf

2f  10°f 9 10\[0 10Y,
axz‘czaﬁ—o‘i’(aﬁcat) (&Jc_cat>f_0' (5.49)
Daraus folgt, dass
f(z,t) = fri(z — ct) + fa(x + ct) (5.50)

fiir beliebige Funktionen fi, fo Losung der Wellengleichung ist. Dabei lduft die erste nach rechts
und die zweite nach Links mit der Geschwindigkeit c¢. Wir benutzen eine Fouriertransformation

1@ = [ hmet (5.51)

Es gilt f; reell folgt f](k) = f;‘(—k). Bei genauerer Betrachtung gilt
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Qﬂx¢>:;/§§[fdkw”@*“*+ﬁka*“*“ﬂ (5.52)
= / % [Fi(R)et e . fy (peiie=n ] (5.53)

Die Losungen sind also harmonisch (ebene Wellen). Es reicht wenn wir nur die Lésungen mit w > 0
zu betrachten, da die mit w < 0 komplex konjugiert sind. Als Schreibweise ist

f(x,t) = Reelkz=wt), (5.54)

Jedoch lasst man meist das ,Re* weg.

5.4.2. Ebene Wellen in 3D

Im Dreidimensionalen 16st sich die Wellengleichung dhnlich:

1 82f - i(kr—w
Vif = Gy =0 £ = dEen, (5.55)

5.4.3. Ebene el/mag Wellen
Es gilt

A7 ) = AgelF=t) 1y = ck. (5.56)

Daraus berechnen wir die Felder. Es gilt die Coulomb-Eichung:

VA=0=kA;=0. (5.57)
Fiir das elektrische Feld gilt
(= ]‘ag w > i(Fr—w s X i(kr—w
E(7t) = ———- = —Aoe (kr—wt) — ik Ayelkr=—wt) (5.58)
und fiir das magnetische Feld gilt
B(F,t) =V x A = ik x AyelFr=—wt), (5.59)
Daraus folgt
E(7,t) = Eoe! "™ B(F,t) = B =), (5.60)

Wir wollen nun die Amplituden ndher betrachten:

Aok =0= Egk=0 B =ik x Ay = Bok = 0. (5.61)

Daraus folgt, dass el/mag Wellen transversal sind, da das E- und das B-Feld senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung stehen. Beide Felder stehen senkrechtaufeinander:

-

B= % x E = |B| = |E|, BLE. (5.62)

Das sind die wichtigstens Eigenschaften der Felder einer Elektromagnetischen Welle. Den Vektor
k nennt man Wellenvektor, er bestimmt die Ausbreitungsrichtung der Welle. Dies folgt aus einer
Betrachtung der Phasenfliche k7 — wt = const. Dies ist eine 2D-Fliche im 3D-Raum. Dies ver-
schiebt sich in Richtung von E/ k mit der Geschwindigkeit von ¢ = w/k. Ein weiteres Argument
ist die berechnung der Energierichtung. Dafiir nutzen wir die Formel fiir die Energiestromdichte
(Poynting-Vektor):
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- Cc - -
S=—FxB,|k. 5.63
ZExB,| (563)

Damit ist & auch die Richtung des Energietransportes. Das E- und B-Feld haben maximale Am-
plitude an gleichen Stellen, dies folgt aus der Gleichheit der Betrége. Daher folgt, dass beide in
Phase sind.

5.5. Polarisation, lineare, zirkulare, elliptische
Wir legen die z-Achse in Richtung von k
A(7 1) = AgelFr=wt) (5.64)

Wir nehmen an, dass A reel ist (oder einen komplexen Phasenfaktor besitzt ¢'®). Es soll gelten

A = Agépe** =9 Re = Ayé, cos (kz — wt) (5.65)
E = ikAgé,e! "D Re = —kAé, sin (kz — wt) (5.66)
B = ikAyé. x &,e*~“Y Re = —kAp€, sin (kz — wt). (5.67)

Hier folgt_aeine Skizze der EM-Welle. Normalerweise. Jetzt wollen wir verschiedene Varianten des
Vektors Ag. Im Fall von:

Ay = ' - recller Vektor = lineare Polarisation. (5.68)
Im allgemeinen Fall gilt Ej ist beliebig komplex. Daher er kann zerlegt werden Ey = + ids =
e'®(by + iby). Der Winkel o wird dabei spiter festgelegt.
E2 = Ey-Ey = |EZ|e" = e (by + iby)? (5.69)
iiber
|E2| = (by +ib2)? = b2 + b2 + 2iby by (5.70)

kommen wir darauf, dass 51 orthogonal zu 52 ist. Wenn mindestens eines von beiden nicht Null
ist, dann liegt lineare Polarisation vor. Diesen Fall wollen wir nicht betrachten. Wegen EFk = 0
sind die beiden Vektoren orthogonal zum Wellenvektor k. Wir wéhlen

~ by

L b
=,y = F5—,€3 =
ba

1= by
Wir betrachten die Koordinatentransformation {€1,és,€3} — {&€,€y,€.}. Das elektrische Feld
wird dadurch

(5.71)

)
El =

E = (blgl + ibgé'g)ei(’;?_wﬂ_a) = (blé'z + ibgé'y)ei(EF_Wt) (572)
fiir das magentische feld gilt dagegen
B =2, x E = (b1, +ibyé, el Fr—et), (5.73)
Betrachten wir die Physikalischen reellen Felder, so gilt:

E = &,b; cos (kz — wt) + €ybasin (kz — wt) (5.74)
B = &,b; cos (kz — wt) F by sin (kz — wt) (5.75)
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An einem festen Raumpunkt beschreibt E somit eine Ellipse in der (z,y)-Ebene

B2 E B2 Bl
¥+b—%’:1 Eer—%y:l. (5.76)

Je nachdem welche Vorzeichen in Gleichung (5.75) stehen rotieren diese gegen- oder mit dem
Uhrzeigersinn. Es gibt einige Spezialfille:

e by = 0 oder by = 0 folgt lineare Polarisation

e b; = by, dann liegt eine zirkulare Polarisation vor

Im letzten Falle nennt man die Drehung linkszirkularpolarisiert, wenn eine Drehung gegen den
Uhrzeigersinn vorliegt. Eine allgemeine elliptische Polarisation kann man als Uberlagerung von
zwei linearen Polarisationen auffassen (Bspw. E||€, und E’||€,) oder als zwei unabhingige zirku-
larpolarisierte Wellen.

5.6. Energie-Dichte und -Flul}

Wir betrachen die Formel Formel der allgemeinen Welle

E = Re Eyel*™%t)  F = Re Bye!(Fr—w1), (5.77)
und die grofsen
o = (24 B?) §=CExB (5.78)
8  An ' '

Nun wollen wir die zeitgemittelten Grofen berechnen. Wir nehmen an es gibt

Joei(EFfwt) _|_déei(lzf‘7wt) (579)
b = ReboelF™=wt) = .. ]. (5.80)

Dariiber konnen wir schreiben

- 1 - Tk - 1 - Tk 1 o % D % 1 5k
<a,b> -3 <a0b0 @0+ .. > = SRe(@ob) = wem 35— (BoE; + BoBy) = - EoEj.  (5.81)

Dies passiert auch beim Poyntingvektor

—

A e o K
<S> = —Re (o x B§) = (wem) 7.

Die Welle transportiert Energie mit Geschwindigkeit ¢ in Richtung des Wellenvektors k.

(5.82)

5.7. Hohlraumwellen: Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Wir betrachten el/mag Wellen in einem Volumen, welche durch Metallwéinde begrenzt werden. Im
inneren herschen freie Maxwellgleichungen und am Rand diverse Randbedingungen:

Bilder von Hohlraumresonatoren
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Wir werden das Metall, als idealen Leiter betrachten (R = 0). Die Ladungen kénnen sich unendlich
schnell bewegen (daher gilt E = 0. Dies macht vorerst die Randbedingungen einfacher. Wir wollen
jetzt eine an der Grenze des Metalls finden

EI\ stetig = EI\ (R,t) = 0 an der Grenzfliiche. (5.83)
Die Randbedingungen fiir das B-Feld erhalten wir aus den Maxwell-Gleichungen

. 190B  iw = = .
c Ot c

Wir leiten die Wellengleichung fiir das E und B-Feld ab

—

1 02

V2E = -V x (V x E)+V(VE) = (vQ—
—_—— N — c

[sv]

a

o=

Q|
&

Jetzt betrachten wir den Hohlraumresonator, 0 < x < L, 0 < y < Lo, 0 < 2z < L3. Wir wahlen
einen Seperationsansatz fiir F,
X// Y/I Z// 1 T//
E.(z,y,2,t) = X(2)Y (y)Z(2)T(t) = d + v + 7T aT
Wir withlen X" /X = —k2, Y")Y = —k3, Z2""/Z = —k3 und T"/T = —w?. Dariiber folgt, dass
w? = ?(k? + k2 + k2). Die Randbedingung: k;, k2, k3 € R. Wir setzen einen sin- und cos-Ansatz
an.

=0. (5.86)

X" = —k?X = asin(k1z + a1) = bsinkyz 4 ccos kix = deM1® 4 fe~ k1w, (5.87)
Dariiber gilt

E, = Re [c1 sin(k1z + aq) sin(kez + o) sin(ksz + az)e 7] . (5.88)

Die Randbedingungen sagen nun aus E, = 0 an y = 0, Ly bzw. z = 0, Ls. Daraus gilt ky =
mn/La,ks = nm/Ls, mit a1 = as.

E, =Re|c; X (z)sin T ) sin (225 ) eiwe | (5.89)
L, Ls

Nun vollziehen wir dies fiir die y- und z-Komponente

l -

By = Y (y)sin [ = ) sin [ =2 ) e’ (5.90)
Ly Ls

E, =c3Z(z)sin Zx—ﬁ sin myn e iz (5.91)
Iy Lo

Wir nutzen, dass VE = 0 innerhalb des Quaders

ST CL R O L Y CCC O T

Daraus folgt, dass w =W’ =w”, I =1',m =m/,n =n' und

dX l l
da(:x) o sin 2—? = X(z) = cos g—f (5.93)

Damit gilt fiir die allgemeine Losung:
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l .
E, = ¢ cos (zf) sin (7723;;1’) sin <7Zr> g lwt (5.94)
I .
E, = ¢y cos (T'Z;y> sin (g) sin (E?) et (5.95)
E. = c3cos (ngj) sin (n‘zw) sin (n;y;r) e it (5.96)

Es gilt I, m,n € Ng (Maximal eine Komponente darf immer Null werden!). Nun kénnen wir zudem
die Kreisfrequenz berechnen:

Ir mm nmw 2 m2 n?
2 2,72 2 2
=c*(k k ki), ki = — ko= — k3= — > w= —+ =+ =. 5.97
w C(1+2+ 3)71 L1,2 L2a3 Ls Ww=TmTcC L%—I_L%—’—Lg ( )
Wegen VE =0 gilt zudem

I mm nmw

— — — =0 5.98

ClL1+62L2 +C3L3 ( )

Zwei von den Cs konnen frei gewédhlt werden. Wir berechnen das B-Feld iiber die maxwellschen
Gleichungen

~ 10B W = ic mm nmw Imx mmy nwz _.
VXE=—-—=i—8B c3— — ca— | sin — cos cos ——e @t (5.99
c Ot c < 5 Lo 2L3) Ly Lo L (5.99)
Diese Losungen nennt man Eigenmoden (Eigenschwingungen) des Resonators. wyy,, nennt man
Eigenfrequenzen.

Bild von Eigenmoden (nur Abh&nigkeit von z Komponente)

Die Wellen stehen (daher die Nullstellen bleiben fest). Die Wellenlénge ist A, = 2L3/n. Nun wollen
wir einen Wellenleiter in z-Richtung betrachten, welcher unbegrenzt ist und rechteckig 0 < x < L4
und 0 < y < Ly. Wir nutzen zur Lésung, denselben Seperationsansatz

Z(z) = etiF= (5.100)
Die restlichen Faktoren bleiben.
l .
B, = evcos (7 ) s (7T ) it (5.10)
l .
£y = cxcos (72 Y s (47 ) ke (5.10)
E. = c3sin (WZW> sin (Trzy;r) ellhz—wt) (5.103)
Fiir die Kreisfrequenz gilt nun
272 2,2
9 o Tl ™m 9
w'=c"| =5 + —l—k). (5.104)
< Ly I3

Zudem gilt dieselbe Randbedingung mit der Divergenz innerhalb des Wellenleiters:

l
CIL% + CQ"Z—: —iczk = 0. (5.105)
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Das magnetische Feld kénnen wir auch analog zum letzten Beispiel berechnen:

l )
B, = —5 (—012 + Q?j) cos (nzsjw) cos (T) eilkz—wt) (5.106)

Fiir freie el/mag Wellen liegen TEM-Wellen (Transversal) vor. Fiir einen Wellenleiter mit rechte-
ckigen Querschnitt existieren solche TEM-Moden (Losungen) nicht. Es folgt

l l
BZ:0:>CQ£—61%:-:O,Ez:0:>03202>03:0$02£+01%:0$01202:0.
(5.107)

Es existieren transversal Elektrische (TE) und transversal Magnetische (TM) Losungen. Im Fall
von einem Kern im Wellenleiter kénnen auch TEM Moden existieren.

Wir betrachten nun zuerst die TE-Moden (E, = 0,B, # 0 fir [ = m = 0 nicht erlaubt, daher
max. eine ist Null). Wir wollen die niedrigste Frequenz im Fall L; > Ly betrachten, daher wihlen

wir (I,m) = (1,0).
S LI == (5.108)
W =wi0=C¢C L% Wery, Wer = L1 . .

Im Wellenleiter kénnen sich keine Wellen mit w < w,, ausbreiten. Im freien Raum herrscht eine
lineare Abhéngigkeit zwischen w und k. Im Wellenleiter ist dies ein asymptotisches Verhalten an
diese Gerade.

Bild der Ann&dherung an die Gerade, fiir verschiedene Grundfrequenzen.

Man sieht dies an der Gleichung

w=cVk?+... (5.109)

Fiir grofle k strebt diese gegen ck.

Einschub: Uber einen Vergleich sehen wir (besser aber herleitbar iiber partielle Integration:

df

dx Fourier

af _ [k

Wir verallgemeinern dies jetzt auf hohere Ableitungen

ikf(k). (5.110)

d2f
dz? Fourier

—k2f (k) (5.111)

und jetzt auf mehrere Dimensionen (mehrdimensionale partielle Integrationen fiir abfallende Rand-
terme):

3 —-~ > T
Vf(?*)z/(;lﬁl;g ikf(k)e*. (5.112)
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5.8. Green’'sche Funktion der Wellengleichung, Retardierte
Potentiale

Wir betrachten die Lorenz-Eichung: Daraus folgt fiir die Maxwellgleichung:

1 9% S 1024 4w
v2,_ L0%% _ oy o4 s 5.113
T2 ™ v 2 Ot? ¢’ ( )
Wir wollen die Losung der Wellengleichung finden:
1 9*v
2 —

Dafiir definieren wir die Green’sche Funktion G fiir Wellengleichung mit

c? ot?

Die Allgemeine Losung ist nun

2
(vz _ 18) G t, 7' ) = —4nd(F — 7")6(t — t'). (5.115)

U(F 1) = / B A Gt 7 ) F(7 1) + W7 ). (5.116)

Dies sieht man, wenn man den Wellenoperator in Gleichung (5.114), auf die obere anwendet. Der
Summand ¥ 16st den homogenen Teil der Wellengleichung. Jetzt Fouriertransformieren wir dies
nach der Zeit:

W7 t) = / %@(m)e*iwt B (7, w) = / AW (7, t)e" (5.117)

Wir setzen dies in die obige Gleichung ein

2
W wt 2 W T, wWooiwt §
/ o ( c? ) () / o (5.118)

Die Transformierte Gleichung nennt man Helmoltzgleichung:

<V2 + i;) (7, w) = —4r f(7,w). (5.119)

Speziell in der Physik ldsst man oft die Tilde weg und unterscheidet die normale und Fourier-
transformierte {iber das Argument. Die Green’sche Funktion der Helmholtzgleichung ist dabei
als

(V2 4+ k)G (7, 7') = —4md(7 — 7) (5.120)

gegeben. Wir betrachten nun auferhalb von R = 0:

(V2+E)GL(R) =0 = dd—; [RGL(R)] + k* [RG1(R)] = 0. (5.121)
Die Losung der DGL ist klar. Es ist
RGL(R) = Ae*E + Be7FE = G (R) = %eikR + %e‘ikR. (5.122)
Jetzt betrachten wir das Ganze in der Ndhe der Singularitét
(V2 + k)G, = —4n6(R) —  V2Gy = —4n6(R). (5.123)

k ist endlich

Wir wissen die Losung der Poisson Gleichung und es gilt
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}tlinm RGE(R) = 1. (5.124)
Damit gilt
e:l:ikR
Gr(R) = AG} (R) + BG, (R),A+ B =1,G{{(R) = = (5.125)

Daraus kénnen wir jedoch noch nichts direkt folgern. Deswegen betrachten wir die Zeitabhanigkeit:

et (5.126)
Damit ergibt sich

5t — 1'% 27— ')

GE (7 t,7 ) = 5.127
(7.1, 1) e (5.127)
Damit ergibt sich weiterhin als Losung der Wellengleichung;:
—»/)t 1|\=_ =/
U= /d3r’ UGS Cf,| "D 4 g, (5.128)
7=

G nennen wir retardierte Green’sche Funktion (wird normalerweise gesucht), sie entspricht der
Kausalitét, da t' = ¢ — 1|7 — /| < t. G~ heit avancierte Green’sche Funktion. Die Retardierten
Potentiale sind somit:

p(F' t — L|7— 7))
o= / a3 e (5.129)
L1 G- )
- E/(13 T (5.130)

Jetzt wollen wir das noch Analysieren. Wir wéhlen eine Quelle, die in der ndhe an dem Punkt R’
liegt. Jetzt fragen wir an welchen Punkten R und T das Feld verursacht wird ¢ = %|f’|

Lichtkegel im vierdimensionalen Raum.

5.9. Strahlung

Wir betrachten eine Lokalisierung einer Ladungs- und Stromdichte (p und 3) Wir wollen nun die
Felder aufterhalb dieses Bereichs berechnen:

-

p(7,t) = po(F)e?t  J(7,t) = jo(F)e 't (5.131)

Uns interessiert der Fall, fir w # 0. Wir wollen nun das Vektorpotential bestimmen, da wir
daraus, das magnetische und elektrische Feld bestimmen kénnen (B =V x A, E' =V x B). Die

Bestimmungsgleichung fiir E folgt aus der vierten Maxwell’schen Gleichung, da die Stromdichte
im Aufenraum 0 ist. Diese formen wir weiter um

quVXézéVX(VXA'). (5.132)

Wir konnen A iiber die harmonische Abhénigkeit bestimmen

. 1 z Pt — 112 =/ o 1 T2 pik| =7 |
A(F,t) _ */d?)?"/ j(?" - C|T r D :Aoe—lwt _ */d3’l"/ ‘7(7”#)67# (5133>

c |7 — 7] c |7 — 7]
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Wir nehmen an, dass d < \ < kd < 27 gilt, wobei d ungefdhr der Ausdehnung der Quelle. Wir
bezeichnen Abstinde r < A sind, als Nahzone (statische Zone) und das Feld Nahfeld, Abstande
r > X sind als Fernzone (Fernfeld). Dazwischen liegt die Zwischenzone. In der Nahzone ist der
Exponent des Exponentials sehr klein. Daher kénnen wir in diesem Bereich dieses durch 1 ersetzen.

B 1 o) 1 ol t
A ) ~ = / @ ) 1 / gop 20 (5.134)

|7 — 7] c |7 — 7]

Daher spielen Retardierungseffekte hier keine Rolle. Wir sehen dies entspricht der Formel aus der
Magnetostatik (dies gilt auch fiir ¢). In der Fernzone (|7 — 7’| > 2T >> ¢’) kénnen wir |7 — 7’|
nach " entwickeln:

|F=7|=r—ar +.... (5.135)
Wir brechen die Entwicklung, fiir Terme hoherer Ordnung ab. Daraus folgt

ikr o,
Ay(7) =~ & / a®r' Go(Fe T L O(1/r2). (5.136)

cr

=g(ki)
Nun wollen wir die Felder berechnen:

eikr

B’O(f)—vXA‘O(F)—vX[CT

g(kzﬁ)} . (5.137)

Nun zeigen wir, dass bei einer Ableitung der fiihrende Term aus dem Exponenten kommt:

o eik:n eika: 1 ikeikm i etk
g (ik - > == <1 + > = 2 (14 O(1/ka)). (5.138)

ox x x x kx

Wir miissen die Ableitung also nur auf das Exponential anwenden:

ikr ikeikr

Ve x g(kit) + O(1/r?) = 7775 x g(ki). (5.139)

By(7) ~

Daraus wollen wir nun das elektrische Feld berechnen. Es gilt

cr

ikeikr
s

cr

Eo(F) = — x (7 x §) +O(1/r?), (5.140)

wobei wir wieder hohere Faktoren vernachlissigen. Es gilt damit

Lo . L ei(krfwt)
E Blit, E~-ixB,E,Box " (5.141)
T

Dies ist eine Kugelwelle, da k ein Betrag darstellt (sieht man auch am Faktor 1/r).

5.10. Strahlungsleistung

Wir berechnen den Zeitgemittelten Poyntingvektor

<§> - i <Re]§ X ReB> - “ Re (EO x Bo) - —S—Re (( x BY) x éo) (5.142)
_ 7511@ (ﬁ ( ) (nBO)) = (B By) (5.143)
- i g+ 001/, (5,144

Damit konnen wir die Leistung iiber
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dp = <§> r2ds) (5.145)

beschreiben. Dies ist die abgestrahlte Leistung im Raumwinkel d€2 in Richtung 7. Damit ergibt
sich
dP K,
19 = e |7 x g
Dies ist natiirlich nicht von r abhéngig! Wir wollen diese nun Analysieren, dazu fiihren wir eine
Multipolentwicklung von § aus

(5.146)

(ki) = / B Go (e = GO kg™ 4 (5.147)

Es gilt:
70 — / & Go(7) (5.148)
§m = / &' Go (7)) (5.149)

Es féllt auf, dass der erste ein elektrischer Dipol, der zweite ein magnetischer Dipol ist. Es existiert
kein elektrischer Monopolterm, da w # 0 ist.

5.11. Elektrische Dipolstrahlung (Hertzscher Dipol)

Wir betrachten eine Komponente von g

5 = / &r o (7') = / &' ok (F) Vi) = — / @' Y0 Vidos(F)ry (5.150)
k

k
= —iw/d3r’ po(F )y = GO = —iw/d?’r'F'po(F’) = —iwpo. (5.151)
Damit folgt:
ikr ikr
Ay(7) = Z—g© = —ik"—p,. (5.152)
er r

Dies gilt allgemein fiir Fern-, Nah- und Zwischenfeld:

eik:r . . . . 2eikr . . .
nx (M xpy) Fo=—k 7 X (7 X po) (5.153)
,

Bo(7) = —k?
o(7) "

Die abgestrahlte Leistung eines el. Dipols pro Raumwinkel ist, dabei wollen wir die #-Abhénigkeit
der Strahlungsleistung berechnen:

dP  k? wt wt
Mm@ Y e 22 K 220092
= % = X = 6~. 5.154
dQ 87TC|n gl 87rc3|n pol 8me3 [Po[” sin ( )
Strahlungsdiagramm eines Dipols
Die Gesamte abgestrahlte Leistung eines Dipols ist iiber
dP Cd4 -2 i . .92 w4 - 13

gegeben. Wir betrachten als Beispiel eine Dipolantenne:
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Bild einer Dipolantenne.

Wir legen die z-Achse in Richtung der der Antenne. Die Lange der Antenne ist d ((0,0,d/2) bis
(0,0,—d/2)). Fiir den Strom gilt nun:

2 ; 21
I(z) = I ( - |dz|> e = po(z) =i w—; sgn z. (5.156)
Daraus berechnen wir das elektrische Dipolmoment
. 1o
po = / dz zpo(z) =1 — (5.157)
—d/2 2w
und daraus iiber die Winkelverteilung der Strahlung die gesamte abgestrahlte Leistung.
dP  WI3d® ., (Ipkd)? (Ipkd)? 1
o in26 = in20 = P = = -I2Rg. 5.158
aQ - 32w " 32mc 0T 12¢ 208 (5.158)

Dabei wird R Strahlungswiderstand genannt (Widerstand: 1/c in Gauf entspricht 30 im SI).
Nun wollen wir die elektrische Dipolstrahlung in der Nahzone betrachten:

eikr

Ap() = —ik—po ~ —%ﬁo, kr <1 (5.159)

,
Dartiber lassen sich E- und B-Feld berechnen

X Po

_, - 1
B() =V X AO = —ikV- x ﬁo =ik 3 (5160)
T T
i = 7 X Po 377 - po) — Po
= LV xBy=-Vx ( e ) = = . (5.161)

Man sicht, dass das E-Feld, wesentlich grofer ist, als das B-Feld (|By| kr|Eq| < |Eo|). Damit gilt
im Nahfeld (nur dal):

|E| « 1/r%,|B| < 1/7? = |B| < |E|. (5.162)

5.12. Magn. Dipol und elek. Quadrupolstrahlung

Es gilt
g = /d3r’ (7")7o(7") — magn. Dipol + el. Quadr. (5.163)
Wir wollen nun
1) _ A3 i — a3 Jo.pT7 _jOJTQ) jO,prl/‘FjO,lT; 5164
9p —zl:m r rl]OJ’_ZZ:nO r 5 + 5 . (5.164)
Der erste Term entspricht
3 jO,prl/_jO,lT;; N 5 o 1 3 L=
Zno d°r | = —c(7i X M)y, mit Mg = % d°r7 x jo. (5.165)
l

Der zweite Term

44



Theoretische Physik C

. r/ + . /r/ - ) v/ ,r,/,r,/
an/d?’r’ DL SR =N [ @t —quo,qQ ol7i3) (5.166)
l l

art.fnt. /r./,r./

part.Int _an/dSTI%qujqu (5.167)
q

= —an/ds " —Liwpo (5.168)

Z —mml [Qo U Csl?p/dsrl (T’)on(F/)] . (5.169)

l

Dabei gilt

Qoip = / 0+ pol(7) (3rl — ()261) (5.170)

Dies entspricht dem elektrischen Quadrupolmoment. Damit ergibt sich

g = —cil x 179 — — anQo 1p€p — g”/dg "(r")?po (5.171)

Der letzte Term spielt keine Rolle, da V x (nF(r)) = 0. Wir berechnen das B- und E-Feld

k26ikr ~

it x gV Fernzone. (5.172)

B(O) \VA ><A(O)
Ccr

und

EM = —ix B, (5.173)
Damit gilt fiir die magnetische Dipolstrahlung

Gmag) — et x myg (5.174)

Daraus folgt:

=g m k2 ikr =g m
B{tmas) — —7‘; (7 x (7 x mo))  Ey"™®) = *Tﬁ X M. (5.175)

Dies entspricht dem vertauschten Formeln fiir das elektrische Dipolmoment: Damit kénnen wir die
selbe Abhénigkeit bei der Leistung benutzen.

dP wt 9 . 9 wh 9
Wir betrachten als Beispiel eine einfache Stromschleife (m = I A/c):
wh I2AT BrA22 1 2 k1A%
P=_—2 = ¢ = -I3Rs,R =200 (k*A)%. 5.177
33 2 3 5loRls; Rs = (F°A) (5.177)

Der néchste Term ist der elektrische Quadrupol, diesen wollen wir nicht explizit ausrechnen.
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6. Elektrodynamik in Materie

6.1. Makroskopische Maxwell-Gleichungen

In Zukunft werden wir mikrospkopische Felder mit kleinen Buchstaben beschreiben:

- 10b

b= 71 -2 =0 6.1
Vb=0 Vxe+cat (6.1)
= - 19¢ Am-

:4 —_ 7:7. .2
Vb=4rp V xb pn - (6.2)

Es gilt also: Mikroskopische Felder: €| l;, Mikroskopische Ladungs/Stromdichten: p,j. Wir wollen
die kleinen, mikroskopischen Schwankungen mitteln, damit wir im Grenzwertprozeft auf die Ma-
kroskopischen schliefen kénnen (sie schwanken im Bereich a ~ 1 Angstrém). Dazu nutzen wir eine
Funktion f(7) fir die gilt:

o [drf(F)=1

e f(7), in einem Bereich mit charakteristische Abmessung b in Umgebung von 7 = 0 lokalisiert
und glatt

e a Kb A
FEin gutes Beispiel dafiir ist die Gaufs’sche Funktion:
1 —r2/p?
f(7) = PEYCTER . (6.3)
Wir realisierung die Mittelung durch eine Faltung:
F(7 ) = (F) (7.1) = / &' FE 07— ) (6.4)
Damit erhalten wir dann die makroskopischen Gréfen {iber
(@) = E, <5> - B. (6.5)

Wir kénnen nun die Maxwell-Gleichungen schreiben als:

< - 10B
B= B+ -2 = 6.6
\Y% 0 Vx +c8t 0 (6.6)
- 10F 47 /-

Nun miissen wir die restlichen gemittelten Grofien bestimmen. Wir betrachten die Ladungensdichte

p(7) = pive(F) + peen(F). (6.8)

Diese setzt sich aus freien und gebunden Ladungstriger (letztere entstehen durch Polarisation der
Materie) zusammen. Ein beispiel fiir letztere sind sich verschiebende Elektronenwolken (gegeniiber
Kernen) oder bereits existierende Dipole von Molekiilen. Es gilt
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(pae) (1) = [ 0" £~ 7) 32 32 380 (7 + ) (6.9)

wobei 7, die Koordinate der Mitte der Molekiile ist und @, die Verschiebung der Ladung j beziiglich
7, ist. Daraus ergibt sich

(pgen) (F) =YD a5 f(F = (P + ny) (6.10)
ko j(u)
was wir Multipol-Entwickeln kénnen
(Peeb) (M) =3 a5 (f(F = 7o) = @n; VF(F =) +...) - (6.11)
ko jw)

Die Multipolmomente sind die der Molekiile #n. Wir wollen die Terme Analysieren
(Peeb) (F) =D qn f(F=Tn) = > 5V (7= Tn) + ... (6.12)

Der erste Summand muss 0 sein, da wir gebundene Ladungen betrachten, die im statischen nicht
verschobenen Fall gilt. Wir vernachléssigen alle Terme, die kleiner als der Dipolterm sind:

(paen) () = = > _puVF(7,7) = =V Y puf(7,7') = =VP(i). (6.13)

Der Vektor P ist dabei die gemittelte elektrische Dipolmomentdichte bzw. die elektrische Polari-
sation.

<p> = <pfrei> + <pgeb> = Pmakr — Vﬁ (614)
Nun gilt

VE = 47 (p) = 47 (pmarr — VP), D = E + 47P = VD = 47 ppaicer. (6.15)
Wir wollen nun eine Ahnliche Betrachtung bei der Stromdichte durchfiihren
<jgeb> (F) = Zquam Tn) — njV(F—7) +...). (6.16)
ko j(u)

Wir betrachten den ersten Term

DD qn f(T=Ta) = o anf ) aa]; (6.17)

n j(n)
Der zweite Term ist etwas schwieriger in der Auswertung;:
DD g (@ V= 7)) = .. (6.18)
n j(n)

mit

y
=
|

a;(a-

1 1
;dialbl = 5 ;(dial + dlai)bl + 5 ;(dial — dlai)bl (619)
1 0 1 R
= 5 Z [at(alai)] b + 5 Z [CL X a} . €1k (6.20)
l

Ik

ergibt sich
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= %ZquVf(F—Fn) X (G X @n) — 281& Zquan V(7 —7)]. (6.21)

n j(n) n j(n)

Den letzteren konnen wir Vernachldssigen (el. Quadrupolterm). Wir betrachten

=% ZZQ; T — )8y X an] = <Z M 0 (7 — f’n)> (6.22)

n j(n)

und

o 1 " 5
My, = 2—0 Z qjan; X Apj- (623)
i(n)

Dabei ist M () die gemittelte mag. Dipolmomentdichte bzw. Magnetisierung.
- dP .
(Jeen ) = Sr eV x i (6.24)
Damit ergibt sich fiir die Maxwell-Gleichung

s LOE _dm /o _ 47w . A (- Op Y
c Ot ? < > - 7 [<]frei> + <]geb>] - 7 (]makratcv X M) (625)

Die magnetische Flussdichte H ist definiert durch

H =B —4rM. (6.26)

Wir kénnen nun die makrospkopischen Maxwell-Gleichungen aufschreiben

108

VB =0 E+-22=0 6.27
V xE+ - ( )

- L1 8D 47
VD = 47rpmakr VxH—--— = 7ijakr (628)

c Ot

Dies wollen wir jetzt etwas vereinfachen. Wir definieren freie, markoskopische Ladungsdichte

Pmakr = <pfrci> = P = Pexts (629)
die Polarisationsladung
<pgeb> = Ppol (630)
und die Gesamtdichte
Ptot = P + ppol (631)

um. Wir kénnen wieder iiber die homogenen Gleichungen das makroskopische Vektorpotential
und Potential. Jedoch brauchen wir, um die inhomogenen Gleichungen zu lésen brauchen wir
Informationen {iber den Zusammenhang zwischen F und D, sowie B und H.
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6.2. Suszeptibilitdten, Dielektrizitdtskonstante, mag.
Permibilitat
Fiir viele Szbstanzen gelten in schwachen Feldern linieare Zusammenhénge zwischen Polarisation
und Magnetisierung und E-Feld und H-Feld:
P=x.E M=nH (6.32)

Man bezeichnet x. elektrische und y,, magnetische Suszeptibilitit. Zur Vereinfachung nehmen wir
Isotropie (also normale Skalare und keine Tensoren) und nicht ferromagnetische und ferroelektri-
sche Materialien an. Somit gilt

D=E+47P = (1+4nx)E = ¢E (6.33)

und

B=H+4rM = (1 + 4wx,n)H = pH. (6.34)

Die Grofse e heiftt Dielektrizidtskonstante, die Grofe p heifst magnetische Permeabilitdt. Im allge-
meinen sind sie nur fiir sehr kleine Bereiche als konstant abzuschétzen, also fiir kleine w und kleine
q. Beispielsweise gilt fiir Wasser bei 20 °C liegt € bei 80 und g bei 0,999992. Fiir iibliche (nicht
ferromagnetische) Materialien ist x,, < 1. Materialen fiir die gilt ., > 0 heifien paramagnetisch
und Materialien fiir die gilt x,,, < 0 diamagnetische.

6.3. Energiebilanz

Dies geschieht Analog zum letzten Kapitel:

o . 10B - - 10D 4w-
Wir addieren beide Terme:
1 (0B -0D AT 22 N .
A2+ BE :——'E—H( E) E( H) .
c( 8t+ 8t> o V x +E(V X (6.36)
Daher ist der Poyntingvektor gleich (Vektoridentitit ausnutzen!)
- Cc = _,
S=—FExH. 6.37
L (6.37)
Dabei ist
dWma e
Tt = /d%E. (6.38)

die Arbeit die von el/mag. Feldern geleistet wird (Anderung der Energie der freien Ladungen).
Der erste Term bezeichnet die Energiedichteiinderung des el/mag. Feldes. Insgesamt gilt

8L’L)CIII

§ = —jE. .
o VS =] (6.39)

Wir kénnen wep, noch umschreiben:

awem_ 1 —*aﬁ —*(?E’H . 1 01 =9 AN 101 /-2 RN
o ir (“Hat“Eat) = Segr (WP +eE?) = (AB+ED)  (6.40)
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6.4. Randbedingungen
Wir betrachten eine Randflache zwischen zwei Medien (M1 (eq, 1), M2 (e, p2))
Bild einer Randflé&che, Normalenvektor, Grenzfldche, Fl&dchenladungsdichte etc...

Wir schauen zuerst auf die Seite der Grenzflache und legen ein gaufs’sches Kéastchen mitten hinein,
iiber VD = 47mp gilt

Dy — Dy) = 470 & (132 — 51) 7 = 4o, (6.41)

Jetzt betrachten wir eine Grenzfliche zwischen zwei Dielektrika (keine externen Ladungen, metal-
lische Schicht). Dann wire ¢ = 0 und die Normalkomponente stetig. Jetzt legen wir eine Kontur

an den Rand der Grenzfliche iiber V x E + %%? =0 gilt

EQH = El” S X (EQ — El) =0 (642)
NurL legen wir wieder ein Gaufs’sches Késtchen an die Randfliche betrachten aber das B-Feld
(VB =0)

BQL:Bll®<§2_§1) -1 =0. (643)
Die letzte Randbedingung erhalten wir {iber die iibrige Maxwellgleichung V x H-— %%—? = 47”5
Wir betrachten wieder die Kontur und erhalten
— — 4 5 2 - 4 -
Hyy — Flyy = =K x 7i e i x (Hy — 1) = K. (6.44)
c c

An der Grenzflache zwischen zwei Dielektrika gibt es keine freien Ladungen, damit gilt in diesem
Fall:

Hyy = Hy). (6.45)

6.5. Elektrostatik in Materialien

Wir betrachten

VD =drp=V (E(F)E(m) = 4mp. (6.46)

Wenn e konstant bekommt man dieselbe Gleichung wie im Vakuum auch schon, nur um von
e gedndert. Wir betrachten eine Grenzfliche zwischen zwei Dielektrika (e, e2). Dies stellt eine
typische Situation dar. Ein spezialfall davon ist ¢, = 1 (Vakuum). Die Losungstrategie dabei
ist: Beide Gleichungen in beiden Bereichen entsprechend 16sen und die Randbedingungen an den
Grenzflichen anwenden. Da V x E gilt gibt es ein Potential, welches stetig ist an der Grenzflache.

6.5.1. Dielektrikum im Kondensator

Bild eines Platten-Kondensators mit Fl&che A Ladung Q und Dielektrikum
, welches nicht den gesamten Innenraum ausfiihllt

AuRerhalb des Kondensators (|z| > d/2) ist D = 0. Fiir |z| < d/2 gilt VD = 0. Es folgt daraus
%—? =0, D(z) = const. Uber die Randbedingung gilt D = 470 = 47 Q/A. Dies gilt mit und ohne
dielektrikum, da D stetig ist. Daraus kénnen wir £ und P finden:

D 0 Vakuum
E= { D/e P= { L <=1D  Dielektrikum (6.47)

47 €
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Die Dicke des Dielektrikums betragt b. Da D nur die freien Ladungen erfasst ist dies iiberall im
Kondensator gleich grofs. Wir betrachten die Grenzfliche zwischen Vakuum und Dielektrikum. P
ist nicht stetig fiir sie gilt

VP = — (pgeb) = 0pot = —(Po — P1)ii. (6.48)
Jetzt kénnen wir die Polarisationsflaichenladungsdichte op,01 berechnen:

e—1

Opol = £ o. (6.49)
Dies ist auf den Grenzflachen vorzufinden. Sie entsteht durch eine Verschiebung der gebundenen
Elektronen und Protonen. Es ist also ein Atomarer Abstand (Schicht) an den Grenzflachen (eine
negativ, eine positiv). Deswegen ist im Dielektrikum keine Ladungsdichte, sondern nur an den
Réndern.

Nun betrachten wir den Grenzfall € — oco. Dann folgt opo1 — +0 und £ — 0. Dies wére gleich
dem Fall wie bei einem Metall. Daher eine Vollstédndige Abschirmung.

Nun wollen wir die Kapazitiat des Kondensators berechnen. Dazu berechnen wir zuerst die Span-
nung

d/2 b Q
U= Edz= ( +(d - b)> AnZ =C7'Q (6.50)
—d/2 € A
daraus folgt
1 A d
—— =C- .51
A bje+d—b Co ble+b—d (6.51)

wobei Cy die Kapazitiat im Vakuum ist (C' = eCy).

6.5.2. Punktladung und Dielektrikum

Wir betrachten eine Punktladung mit Lotabstand a zu einem unendlichen Dielektrikum mit € > 1.
Wir legen die Punktladung auf die x-Achse und das Dielektrikum orthogonal dazu. Es gilt im
Vakuum

D =E = VE = 4nqd (7 — a&,). (6.52)
Innerhalb des Dielektrikums gilt

D=¢E=V(E)=0=VE=0. (6.53)

Daraus konnen wir die Randbedingung (x = 0) berechnen: EHN = EILD; E'LV = €E p. Dieses
Problem konnen wir mit Bildladungen bestimmen. Wir legen dazu eine an die Position (—a,0,0).
Nun 16st

(el + 4 Fakes x> 0(V)

|[F+ae,|?
B() = o (6.54)
i 1 < 0(D)

|F—aéy|

fiir beliebige ¢', ¢”. Zuerst betrachten wir die y-Komponente

Yy / Yy " Y

= = "=4q". 6.55
a2 + 2 + 22)3/2 q (a2 + 32 + 22)3/2 q (a2 + y? + 22)3/2 1tq¢=4q ( )

i1

Dies ist Aquivalent zur z-Komponente. Nun Betrachten wir die orthogonale x-Komponente (Ey =
EED)Z
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—a a a

d — e Sq—q =c". (656
q(az Ty2+ 22)3/2 q (a2 + 42 + 22)3/2 €q (a2 + y2 + 22)3/2 99 =¢ (6.56)
Daraus ergibt sich
’ e—1 " 2q
= _ = 6.57
T T T (6.57)
Nun betrachten wir wieder die Grenzfille
e c=1=¢ =0,q" =g, iberall im Raum das Vektorfeld der Punktladung
e c=00=¢q = —q,q¢" =0, wie bei einem Metall, kein elektrisches Feld im Dielektrikum.

Die Linien des E-Feldes werden beim Ubergang ins Dielektrikum gekriimmt. Dabei kénnen wir
sagen, dass im Dielektrikum die Verldngerung der Feldlinien die Punktladung schneiden wiirden
(da nurnoch ein E-Feld existiert, auten sinds ja zwei).

6.5.3. Dielektrische Kugel in einem homogenen elektrischen Feld

Es gebe eine homogenes elektrisches Feld und eine Kugel mit der dielektrischen Konstante ¢ und
dem Radius R. Fiir sehr grofie Absténde gilt natiirlich fiir das resultierende elektrische Feld E(r >
R) = Ey = Eyé.. Weil V x E = 0 gilt E = —V, zudem gilt VD = 0 und damit

= E.r> R(V)
= 2, 6.58
{ eE,r > R(D) (6.58)
Wir versuchen die Laplacegleichung (V2 = 0) fiir alle drei Bereiche zu 16sen:
0o l
Vi%e=0=0()=> > (Amr' + Bunr ") Yim(0,¢). (6.59)
=0 m=—1
Wegen der axialen Symmetrie gilt die Vereinfachung
- 2041
o(7) = S (Aigr! + Bior==1) -\ 222 Py cos ). (6.60)
T
1=0
Im Innenraum gilt nun (r < R)
o(r,0) = Z Al Py(cos ), (6.61)
1=0
im Auflenraum hingegen (r > R)
o0
o(r,0) = Z(Blrl + Cyr~ " P(cos 6). (6.62)
1=0
Wir analysieren die erste Randbedingung bei r = oo
w0 =—FEyz = —Eyrcosf = —EygrP;(cosf) (6.63)

damit gilt B; = —Ey und B; = 0,1 # 1. Nun analysieren wir die Randbedingungen bei r = R.

1. E\I stetig = g—g O

r=R+40 o

2. pstetig = ¢|,_p.o= ¢l,—p_o

= . ) 9
3. D, stetig = %£ =€ 32
g or r=R+0 or

r=R—0

52



Theoretische Physik C

Aus (2) folgt fiir [ = 1: A} = —FEy + C;/R? und damit

Cr
Aus (3) folgt fiir | = 1: €A; = —Ep — 201 /R?® und damit
Ci
Damit folgt fiir das innere Feld
3 3 =
=——F =— Ey-7 .
@ p— o1 cos calo T (6.66)

und fiir das dufiere Feld

e—1_R3 = L oe—1 3EO-F
<p:—E0Tcos@+€+72E0r—2(3089:—Eo-r—l—6+2 e (6.67)
Innerhalb der Kugel ist somit das Elektrische Feld
E; = Ey, fii 1 .
i = gt ir € > (6.68)
und die Polarisation ist damit
. D-E e—1- 3 e—1-
P= = F < (6.69)

47 47 Tdn er2 ™
Diese ist homogen iiber das ganze Volumen der Kugel verteilt. Das Dipolmoment der Kugel kann
jetzt dartiber bestimmt werden. Es gilt

e—1 .
R3E,. 6.70
€+ 2 0 ( )

Bild einer Kugel mit und ohne Fl&chenladungsdichte.

L 4 _
ﬁ:V-P:§7rR3-P:

Jetzt betrachten wir den Aufenbereich der Kugel.

o(7) = —Eoi + ;T,p = ——R*Ej. (6.71)

Wir sehen, dass sich dies aus dem &ufleren Feld und dem Feld eines Dipols in der mitte der Kugel
zusammensetz.

6.6. Dielektrische Funktion, Lorentz-Modell

Wir betrachten schwache Felder in homogener Materie und untersuchen die Polarisation

—

P(7t) = / Er' At xo(F— 7't —t') - E(7',t). (6.72)
Das y ist die elektrische Suszeptibilitdt. Dieses Integral kénnen wir nun Fouriertransformieren. Es
handelt sich um eine Faltung und es gilt

Pk, w) = xe(k,w) - E(k,w). (6.73)
Jetzt betrachten wir die dielektrische Verschiebung D

— —

D(k,w) = E(k,w) 4+ 4nP(k,w) = |1 4 dnx(k,w)| E(k,w) = e(k,w)E(k,w). (6.74)

Damit haben wir die dielektrische Funktion E(E, t) definiert. Nun betrachten wir ein Modell, welches
dies naher beschreibt. Wir betrachten die Elektronen und Kerne des Materials.
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Bild von Elektronenwolke und Kern, die durch eine E-Feld verschoben werden

Die Elektronen sind verschiebbar, wir wollen die Bindung zwischen Kern und Elektron, als har-
monischer Oszillator modellieren.

ma +~a + wid) = qﬁei(’;‘i—“t). (6.75)

Wir nutzen A\ = 27/k < a « Abstand zwischen Atomen. Somit gilt eif 2 1 und es folgt wiederum
a(t) = dpe™'“*. Dies setzen wir in die DGL ein:

2 . N A o qEO
m(—w’ —iwy + w§)ado = qFg = dp = e — o Tl (6.76)
Dies kénnen wir zur Bestimmung des Dipolmoment nutzen
52
» , I oo q"Eo
t) = qd(t) = W mit py = 6.77
) = ai(t) = oo mit iy = sty (6.77)
oder transformiert
. 2F,
Po = (W) Ep, ae(w) = 40 (6.78)

m(—w? — iwy + wd)’

Damit ist die Polarisation P(7,¢) = Py(r)e ** oder so allgemein wie méglich

Py(7) = <Z - A ) > Eo(). (6.79)
k

2 2 _
W, — w? — iwyk

Wir nehmen nun an, alle Oszillatoren seien identisch, also qx = ¢, 7 = v, mx = M, wWor = wW.
Damit gilt mit der Dichte 7

Py = fracg®nm((—w? — iwy + w?))Ey = xeEo. (6.80)
Im fall von Elektronen gilt ¢ = —e, damit gilt fiir die dielektrische Funktion

2
ew) =1+4mx.(w) =1+ (R iﬂgj e (6.81)
Bild der Dieelektrischen Funktion (Realteil und Imagindrteil)
Bei mehreren Arten von Oszillatoren gilt einfach
ew)=1+ Z4wxgj)(w) =1+ dme? Z 5 Zj —. (6.82)
- m S wi = w? = iwy;
Wir wollen die abhénigkeit von e aufschrieben
€ =1+ 4mnae. (6.83)

Diese ist Modellabhéngig, deswegen wollen wir noch die Lorenz-Lorentz-Beziehung aufschreiben
aber nicht ableiten

1+ 8n/3na.
cT1- 4 /3na.

diese kann im Jackson (4.5) nachgeschlagen werden. Wir betrachten jetzt € in der imaginédren
Ebene fiir Imw > 0 ist €(w) analytisch. Diese Eigenschaft heift Kausalitit. Dies heifst

(6.84)

P(t) = /dt’xe(t —t"YE(t') = xe(t) = 0,t < 0. (6.85)
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Uber die Kramers-Kroning Disppersionsrelation gilt

Ree|per <> Ime|yer- (6.86)

6.7. Elektromagnetische Wellen in Materie

Wir betrachten ein homogenes, isotropes Medium mit e(w), p(w). Wir nutzen zuerst die Maxwell-
gleichungen. Darin beschreiben wir das E- und B-Feld als Potentiale und transformieren danach
alle Gleichungen per Fouriertransformation.

ikD =drp, ikxH+—D="—"j (6.87)
c c
S = o iw
B=ikx A, E=—-ikp+—A (6.88)
c
Wir machen die Annahme, dass es keine Quellen gibt (p,7 = 0). Der Zusammenhang zwischen
den Feldern ist D(k,w) = e(k,w)E(k,w) und B(k,w) = p(k,w)H (k,w). Aus den Gleichungen folgt

nun.

= ik-D =0= ick [ —ikp + t”l) =0 (6.89)
:>1Exﬁ+%5:o;»m*ll§x(l€x *)+Mce(il§<p+“c"xi’):o (6.90)

Uber die Coloumb-Eichung folgt daraus mit (E A= 0), dass ¢ = 0 ist. Wenn wir die zweite Zeile
wieder Riickfouriertransformieren erhalten wir eine modifizierte Wellengleichung

s ew O\ oo
Dies entspricht der Wellengleichung im Vakuum. Jedoch gilt ¢ = ¢/,/en. Fiir die Losung der

Wellengleichung kénnen wir eine ebene Welle ansetzen: A(7,t) = AgelFr=wt) Fg gilt

2
W=k = —k?= k2, (6.92)

wobei n der komplexe Brechungsindex ist (n,(w) + ing(w)). Der Summand nj bezeichnet den
Absorptionskoeffizienten, n,. der Brechungsindex. Die direkte Folge daraus ist

n?w?

)
62

k2= k =k +ik;. (6.93)
Im Allgemeinen zeigen k, und k; nicht in die gleiche Richtung (Ebenen der konstanten Phase und
konstanter Amplitude nicht parallel). Jetzt sollen sie dies aber.

F=keyp, b= — =2 (6.94)
c c
Damit kommen wir iiber Ak = 0 auf Léy. Es gibt also zwei Polarisationen, wie im Vakuum.
Es gilt also

A t) = A’Oei(ﬁim)v Ay = a1 + azés. (6.95)
Dariiber erhalten wir

X(F, t) = goei(EF_Wt) = /Yoei(

nr "k

EeT—w) o= AT — [T (6.96)
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Damit gilt

Bty = By T By iggo (6.97)
B(F,t)=By-T By =ik x Ay = né; x Eg (6.98)
Wir betrachten nun die Eigenschaften
e Transversalitit: EOLE, ByLk wie im Vakuum

e zwei lineare Polarisationen, im allgemeinen elliptische Polarisation. Fiir lineare Polarisatio-
nen ist Fyl By, wie im Vakuum.

e Phasengeschwindigkeit v, = ¢/n,
e Wellenlidnge A = (27¢)/(n,w) = Aog/ny

e Aplitudenverhiltnis und Phasenverschiebung n = |n|e! mit § = arctan(ng/n,.). Dariiber
ergibt sich B(7,t) = |n|é, x E(7,t — §/w)

o |n| = |B(#t + 6 /w)|/|E(.1)

Der Dampfungsfaktor ist

nEw o c

TTe T = d = . 6.99
e N (6.99)
Wir nennen d die Eindringtiefe. Wir kénnen annéhern
w w w Ime
dt="Im/ep~ —1 N 6.100
- Imy/eu~ —Im Ve Ty ( )

6.8. Reflexion und Brechung

Wir betrachten eine Welle, die auf eine Grenzfliche zwischen zwei Medien auftrifft. Diese wird
nun teilweise reflektiert und teilweise gebrochen.

Bild von Grenzfldche zweier Medien

Wir definieren . als den Winkel zwischen einfallender Welle und Fldchennormale, «,. zwischen
reflektierter Welle und Flachennormalen und a, der Winkel zwischen gebrochener Welle und Fla-
chennormale. Wir vernachléssigen nun den Imaginérteil des komplexen Brechungsindex. Es gilt

A7 t) = Aol Fereed (6.101)

und damit analog dies fiir A, und ffg. Die Winkelbeziehungen erhalten wir aus folgenden iiberle-
gungen bei den Randbedingungen. Bei z = 0 gilt:

¢ Bj(z=-0) = Ej(z = +0)
° €1EL(Z:—O):€QEL(Z:+O)

o w1 H,(z=—0)= psH, (2 = +0)
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Es folgt

/Ye(z =—0,z,y,t) = A goikesttheyy—wet)  fi ﬁe(z =—0) x A,. (6.102)

Dies gilt wiederrum analog fiir r und g. Zudem gilt We = Wr =Wy = W und key = kpyp = kgm =k,
und key = kry = kgy = ky. Die Vektoren k:e, k und k: liegen in einer Ebene, die durch k und
€, definiert wird. Wir Wahlen das Koordinatensystem so, dass k, = 0 wird. Nun benutzen wir die
allgemeine Formel: k = nw/c:

ke o = kesina, = niw/csin o,
ky = k: = kysina, = nyw/csin o, (6.103)
kg k sin oy = now/csinay
Daraus folgt
ar =a.=a; und ngsina; =ngsinag, ag = (6.104)

Dies nennt man Snellius-Gesetz. Fiir die z-Komponenten gilt

ke, = kecosag = n1E coSs o (6.105)
c
ky, = —k,cosaq = —n1g coSs a1 (6.106)
’ c
w w n? .,
kg . =kgcosaz =ng—cosaz =ng—4/1 — —sin" o (6.107)
c c n3

Fiir n1/ngsinag > 1 ist kg . imaginér. Dies ist der Fall der Totalreflexion. Jetzt wollen wir die
Intensidtsbeziehung aufstellen. Wir benutzen die Beziehungen:

B “ilA Boiix A B BLE, BLB (6.108)
C

Es gibt zwei Polarisationen. Im ersten Fall gilt: H| Einfallsebene und E o AL Einfallsebene. Im
zweiten Fall ist dies einfach umgekehrt. Der allgemeine Fall ist die Superposition beider Félle, wir
betrachten sie einzeln. Wir wollen den ersten Fall explizit 16sen:

Schaubild zur ersten Polarisation (Das E-Feld zeigt in die Papierebene, da
H-Feld in die Einfallsebene)

Wir schreiben alle Randbedingungunen auf. Es gilt

Ey(z=-0)=E (2 =0)= Acy+ Ay = Ay (6.109)

und

pwiH, (2 =—-0) = poH,(2 =0) = pH, =ik, Ay, key = kry = kgr. (6.110)

Damit folgt das Gleiche und wir erhalten keine neunen Informationen. Die Bedingung der stetigkeit
der senkrechtkomponente des E-Feldes ist trivial erfiillt, da es keine senkrechtkomponente in der
Polarisation 1 gibt. Nun gilt fiir die letzte Randbedingung

pH, = —ik, Ay = pyt (ke Aey + kroAry) = 115 kg 2 Ay . (6.111)

Nun haben wir zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Wir betachten zuerst die Beziehungen
zwischen den Wellenvektoren:
N1 COS (1

ke,=—kp,=—"—""k;.. 6.112
N9 COS Qg 9 ( )
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Damit folgt fiir die Gleichung (6.111)

ny N2
— cos(a1)(Ae,y — Ary) = — cos(az)Ag 4. (6.113)
H1 k2
Wir nutzen nun den Zusammenhang
Boy _ Agy _ 21 cos ay (6.114)
E., A., mnjcosai+ %ng CoS vy
und
E., A., micosoq—tinycosay smellius,u~1 sin(og — o) (6.115)

Ecy Aey mnicosog+ %ng COS iy sin(ag + ag)’

Ublicherweise vereinfachen sich diese beiden Gleichungen, da p1 ~ p2 ~ 1 ist. Wir wollen die
Intesitiiten berechnen. Es gilt (|S] oc n/uE? ~ nE?). Es ergibt sich der Reflexionskoeffizient von

R [Snzl _ Sns uzt sin’(ag —an) (6.116)
|Se. - | Egz SiHQ(OZQ +a1)
und einen Transmissionskoeffizient von
T - |Sg.~ _ 7M2C08 S;Z _ 4n1m4 COS (q COS Qo _ sin 2ar1 sin 2a. (6.117)
|Se,.| micosar B2, (npcosay +mngcosan)?  sin®(aq +ag) ’

Es gilt R+T = 1, da Energieerhaltung angenommen werden kann und die Absoption vernachléssigt
wurde. Fiir die Polarisation 2 gilt hingegen

K1
H,, ;M2€0801 —N1C08Qy 1 nycosa; —njcosas  tan(a; — as)

_ M2 = (6.118)
H., %ng COS (v + M1 COS Qvg nycosay +njcosas  tan(ag + asg)
und
H, 254 cos oy _ 2 5 2sin 2
9y _ 7 =1 Ti9 COS /1 _ sin 20 (6.119)
H., %ng cos oy + nq cos ay Ng COSQp + N cosay  sin2aq + sin2as '
Damit folgt fiir den Reflexionskoeffizient
R o |S7'7y _ H727y _ tanZ(al — a2) 6 120
_ [Seal _ B2y _ e | (6.120)
|Se.y] 2, tan®(ag +az)

Dieser unterscheidet sich elementar von der Polarisation 1. Wenn a1 + as = 7/2 so kommt es zu
R = 0 und damit zu keiner Reflexion bei Polarisation 2. Es gilt

cos ;= sin avg Mit sinay = -2 sinay = tana; = =2 (6.121)
ny ni
Den Winkel «; nennt man dabei Brewsterwinkel.
Schaubild von R in Abhdngigkeit zum Winkel fiir
Polarisation 1 und 2 (ni<n2) (Brewsterwinkel!)
Schaubild von R in ... (ni1>n2) (Brewsterwinkel totalreflexion)

ni+nsz

2
Fir a; =0gilt R; = R = (M) )
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6.9. Brechung und Reflexion an der Grenze absorbierendem
Medium

Wir nehmen an p; = pp = 1, ny = /€1 € Rund ng = (/€3 = na, +ing; € C. Fiir den Wellenvektor
gilt nun

(6.122)

c? ‘2
Wenn e komplex ist ist auch der Wellenvektor k komplex (k = k' + ik”). Im allgemeinen zeigen
dabei die beiden Komponenten von k in unterschiedliche Richtungen.
keow="Fkry =kgo=ky key=ky=kg,y =k, =0 (Einfallsebene!) (6.123)
Daraus folgt, dass kj , = 0 und damit ist Eg ""||€,. Uber de Zusammenhang k = nw/c folgt nun
ex = kesinae = nl% sin o,

k
ke =< kra=kesina, =niZsina, | <o =a, = a (6.124)
kgz=mn1%sina;

Es gilt fiir die z-Komponente

kgs = %\/62 —ersin®ay € C. (6.125)

Die Eindringtiefe ist nun

1 041:0 Cc 1 &

d= — — = . 6.126
kg 5 wlm/ea  wny; ( )
Wir betrachten nun die Intensitdtsbeziechungen. Fiir die Polarisation 1 gilt nun
2
ny cosay — y/n3 —n?sin® a;
R, = . (6.127)
ny cosay + y/n3 —n?sin® a;
Fiir oy = 0 vereinfacht sich R zu
Ve — Ve | |1 —na —ing |?
R= Y2 2| = : (6.128)
Ve + Ve ny + Nayr + 1Ng;

6.10. Elektromagnetische Wellen in Metallen

Wir betrachten nun Materialien mit frei beweglichen Elektronen. Die Leitfihigkeit sei o(w) und
die Stromdichte damit j(w) = o(w)E(w). Wir betrachten nun die Maxwell-Gl.

Lo W oo A7
ik x H(k,w) + %D(k,w) - %j(k‘,w) (6.129)
Lo 4 -
ik x Hk,w) + = [e(w - ,Wa(w)} E(k,w) =0 (6.130)
& 1w
Wir definieren
47
ex(w) = e(w) — Eo(w). (6.131)
747r.z7((])

Wenn ¢ — €(0) = const., aber wenn ex(w) — —— — ico. Wir betrachten nun ex(w) als
diel. Funktion eines leitenden Mediums. Wir bezeichnen nun ey; als € und das Alte € als €gep,. Wir
verallgemeinern nun das Lorentz-Modell, sodass es auch fiir ein Metall gilt.

59



Theoretische Physik C

Drude-Modell Wir betrachten weitere Oszillatoren, die den freien Elektronen entsprechen. Daher
ihre Frequenz w; = 0, die Ddmpfung sei v, = 1/7:

. 1. .
m (F—i— F) =qE(t) (6.132)
T
Daher gilt
W) =1+Y A e” L Ay (6.133)
h - mj(wjz —w? —iwy;) m(—w? —iw/7)’ )
€geb (€)
Wir vergleichen, dies mit den Ergebnissen aus den Maxwell-Gleichungen:
do(w
€(w) = €geb(w) — A (6.134)
iw
Daraus folgt fiir o(w), aus der vorletzten Gleichung:
2
1
o(w) = (6.135)

m 1/7 —iw’
Dieser Zusammenhang nennt man Drude-Formel. Im Grenzfall kleiner Frequenzen wr < [ folgt
bei Nahrung
n f627'

o(w) =~ — =D (6.136)

die Drude-Leitfahigkeit. Fiir wr < 1 kénnen wir
dop w<op dmop

€(w) = €geb — — - (6.137)

1w 1w

anndhern. Fiir gute Leiter gilt op7T > 1. Daher folgt aus wr < 1 w <K op. Wir betrachten als
Beispiel Kupfer:

1/T =37 -10'31/s op =58 -10'71/s = opT = 1.6-10* > 1. (6.138)

4 2
Wy = 1/% (6.139)

als Plasmafrequenz. Bei niedrigen Frequenzen ist €ge1, eine reelle Konstante bei niedrigen Frequen-
zen. Es folgt

€(w) = €geb — e €geb — _ +i _ G (6.140)
&e w(w+1i/7) &e w2 — 772 ww2+772) )7 '

Schaubilder dafiir...

Wir definieren

Es ergeben sich drei interessante Bereiche: w < 1/7,1/7 € w < wp//€geb und w > wy/ /€gen. Den
ersten Fall nennen wir Skin-Effekt es folgt w < op und damit € ~ —4wop/(iw). Wir berechnen
den Reflexionskoeflizient

2

=Yoo, o

€1

’ = ll_ﬁ (6.141)

1+ /e

Daher erhalten wir volle Reflexion, da
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1+1i /4mwop

ves AN T

Die Eindringtiefe erhalten wir dann iiber

Vel = Vel > 1. (6.142)

1
¢ SR (6.143)

d=— = :
wlmye 2mow 2m\/opv

Beispielswese bei Kupfer v = 10° Hz folgt eine Eindringtiefe von d = 2 -10~% cm. Der néichste Fall
ermoglicht Reflexivitdt im Sichtbaren, aber Transparenz im Ultravioletten (w7 > 1). Es folgt

w2

e(w) ~ €geb — w—g. (6.144)

Damit konnen wir den BRechungsindex betrachten

in; =1, /w2 /w? — €geb, w < Wp//Egeb
n(w) = e(w) = . . g2 mvE (6.145)
N, = /€geb —W2/W%, W > wp/ \/Egeb

Im ersten Fall haben wir dann volle Reflexivitéit, da der Brechungsindex rein imaginér ist. im
letzteren wird Metall im Ultravioletten durchléssig.
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7. Spezielle Relativitatstheorie,
kovariante Formulierung der ED

7.1. Einstein’sches Relativitatsprinzip

Die ,,gewthnliche* Mechanik: Galilei-Invarianz. Gesetze der Newton-Mechanik gelten in gleicher
Form in allen Inertialsystemen (IS’). Wir betrachten die zwei IS k und k’:

Bild zweier relativ zueinander Bewegender IS.

Teilchen ¢ = 1,2, ... bei einem zwei Kérper-Potential V (|7 — 7|):
K miiy= =V Yy _ V(| — i) (7.1)
J#i
m; T = =V, ZV (|7 " =7 (7.2)
J#i

Beide haben bei Galileitransformation (¢ = ¢, 7’ = 7 — vt) diesselbe Form, deswegen sind sie unter
der Transformation invariant. Die Wechselwirkung durch V({7}) ldsst auf augenblicklicher Aus-
breitung der Wirkung schliefen. Bei Wellenphéinomenen gibt eskeine Galilei-Invarianz (Anderung
der Form bei Transformation der Gleichung). Wir nehmen an es gebe eine Wellengleichung;:

K: v2—ia—2 f(Ft)=0 (7.3)
' c? Ot2 e '
Nun fiihren wir eine Galileitransformation durch. Es gilt
0 0 , ,
Erimir i V',V =V (7.4)
Daraus folgt
1[02 3,
’ 2 _ - _ 1 Y 2 Tl 4y
K.(V 62[8t’2 QVat,+(V)Df(r,t) 0 (7.5)

Andere Form, also keine Invarianz. Bei Schallwellen beispielsweise ist dies klar, sie breiten sich in
einem Medium aus und besitzen daher ein ausgezeichnetes System (K) in dem das Medium ruht
(daher sind rechtslaufende und linkslaufende Wellen von gleichem Geschwindigkeitsbetrag). Wiah-
rend im transformierten Bezugssystem dies nicht mehr gilt (¢} = c¢+v, ¢ = c—v). Da die Maxwell-
Gleichungen zu den elektromagnetischen Wellengleichungen fiihren, sind die Maxwell-Gleichungen
nicht Galilei-Invariant. Vor Einstein (T'<1905) gab es dafiir verschiedene Erklarungsméglichkeiten:

1. Maxwell-Gleichungen sind nicht korrekt. Die richtige Theorie des Elektromagnetismus ist
Galilei-Invariant.

2. Galilei-Relativitatsprinzip ist nur auf die Mechanik anwendbar. Fiir den Elektromagnetismus
gibt es ein ausgezeichnetes Bezugssystem in dem sich die Lichttragende Substanz (Ather) in
Ruhe befindet.
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3. Es gibt ein neues, allgemeines Relativitéitsprinzip, welches sowohl fiir die Mechanik, als auch
flir den Elektromagnetismus gilt. Daraus folgt, dass die Gesetze der Mechanik modifiziert
werden miissen.

Die erste Moglichkeit wurde iiber Experimente ,widerlegt (Maxwellleichungen bestétigt). Die
zweite Moglichkeit wurde von den meisten Physikern damals akzeptiert. Es wurde angenommen,
es gibe ein Ather in welchem sich die Elektromagnetischen Wellen verbreiten. Es wurden Bemii-
hungen angestellt die Bewegung der Erde relativ zum ,,Ather* zu beobachten (Michelson,Morley
(1887)). Es ergab sich dabei ein Null-Resultat. Geschwindigkeit des Lichts unabhénig von der
Ausbreitungsrichtung. Damit musste die letzte Moglichkeit stimmen. Es folgt das Einsteinsche-
Relativitatsprinzip (dritte Moglichkeit).

Postulate:

1. Die physikalischen Gesetze sind in allen IS identisch.

2. Lichtgeschwindigkeit ist gleich in allen IS und unabhéngig von der Geschwindigkeit der
Quelle.

7.2. Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Bezugssysteme, die sich mit einer relativen Geschwindigkeit v zueinander
bewegen.

Zwel Bezugssysteme bewegen sich relativ zueinander

Wir wollen nun die Koordinaten beider Systeme miteinander verbinden. Wir nehmen an, dass
beit =t =0 # =0 und 7' = 0. Punkte im vierdimensionalen Raum nennt man Ereignis. Wir
betrachten nun zwei Ereignisse:

e Freignis 1: vom Punkt 7 = 0 wird zum Zeitpunkt 0 ein Signal mit Lichtgeschwindigkeit
abgesendet

e Ereignis 2: das Signal gelangt zur Zeit t zum Punkt ¥ = (z,y, 2)
Die Lichtgeschwindigkeit ist konstant und besitzt den Wert c. Daraus folgt fiir den Abstand
2?4+ y? + 22 = PR (7.6)
Im System K’ gilt demnach

:L‘/2 +y/2 T Z/Q —_ C2t/2. (77)

Im Allgemienen gilt fiir den Abstand zwischen zwei Ereignissen

s2 =2ty —t2)? — (x1 — 22)% — (y1 — y2)* — (21 — 22)°. (7.8)
Wenn in einem System s? = 0, dann muss dies auch in einem anderen System gelten: s'2 = 0.
Das Raum-Zeit-Kontinuum ist homogen und isotrop (da egal von wo aus betrachtet die Lichtge-
schwindigkeit konstant ist). Der Zusammenhang zwischen beiden Koordinatensystemen ist linear:
52 = \s’?. Der Abstand zwischen Ereignissen muss erhalten bleiben, daher ist A = 1 und s = s’2.

Wir betrachten nun die Geschwindigkeit ¢ in x-Richtung von K’

' = Ax + Bet =52 =52 = 2% - AP =a"? - AP (7.9)
y =y (7.10)
2=z (7.11)
ct' = CX + Dect ct =it ct’ =ir’ (7.12)
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Es gilt also

' = Az +iBt (7.13)
7' =—iCz + Dt (7.14)
Dies erinnert an eine Rotation im zweidimensionalen. Es muss gelten A, B,C,D € R. Damit

muss der Drehwinkel a imaginér sein, v = i € R. Wir vergleichen mit der zweidimensionalen
Rotationsmatrix:

A= D = cosa = coshvy (7.15)
B =C = —isina = —sinhvy (7.16)
Damit folgt
a2’ = z coshy — ctsinhy (7.17)
ct’ = —xsinh~y + ct cosh v (7.18)

Ursprung von K’ bewegt sich in K mit der Geschwinigkeit v:

2’ =04 z=uvt = xcoshy — ctsinhy =0 = ctanhy = v (7.19)

Damit kénnen wir nun cosh v und sinh v bestimmen:

1 v/c
coshy = ——— sinhy= ———+— 7.20
7 V1—v2/c? i V1—v2/c? ( )
Damit kommen wir auf die Endformel:
O vt v t—av/c? (7.21)
V1—v?/c? V1—v?/c?
Die Ricktransformationen sind dann
/ tl tl / 2
x = _r o t = tHalv/e (7.22)

V1—v2/c? 1=/

Zeitdilatation Wir betrachten eine Uhr, die in K’ ruht. Wir betrachten nun zwei Zeitpunkte und
betrachten den Unterschied:

ty —t)
V1—v2/c?

Dies nennt man Zeitdilatation: At > At’. Die vergangene Zeit im ruhenden System ist grofer.
Eine bewegte Uhr geht langsamer.

ty —t; = (7.23)

Bild beider Systeme mit vergleichendnen Uhren.

Man kann den Uhrenvergleich durch eine dritte Uhr durchfithren. Wir synchronisieren die beiden
Uhren (bzw. alle Uhren in allen Systemen) im System K und lassen das System K’ sich in Rich-
tung von der dritten Uhr bewegen. Der Vorgang ist nicht symmetrisch. Es gibt demnach keinen
Widerspruch. Wenn man nun erlaubt, dass das System K’ eine endliche Beschleunigung erfahren
kann kann man die Uhr auch wieder zur ersten Uhr bringen (was bei normalen Inertialsystemen
nicht moglich ist). Wir wollen den Begriff Figenzeit definieren: Wir betrachten eine Uhr, die sich
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mit einer beliebigen Geschwindigkeit #(¢) (i.A. kein Inertialsystem) relativ zum IS K bewegt. Zu
jedem Zeitpunkt gibt es ein Inertialsystem K’ in dem sich die Uhr momentan in Ruhe befindet.

dr =dt' = /1 —v2/2dt,v = v(t) = |9(t)]. (7.24)

Dabei ist 7 der Eigenwert. Es gilt

(2)
7'2—7'1:/ dt \/1—U2/C2<t2—t1. (725)
(1)

1

Die Uhr wird, wenn sie eine geschlossene Bewegung ausfiihrt geht im verlgiech zur ruhenden Uhr
nach.

Bilder von Weltlinien.

Langenkontraktion: Wir betrachten einen Mafsstab, der in K’ ruht und in der Richtung der
Bewegung (K’ relativ zu K) ausgedehnt ist:

Az’ =xb— 2] Az =xy— 11 = ) — 2 ZﬁﬁALE:Awlw/l—’lﬁ/C? (7.26)

V1—02/c?

Die Entfernungen senkrecht zur Bewegungsrichtung bleiben unverandert.

7.2.1. Raum- und zeitartige Abstande

Wir nehmen ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ = 0 und 7= 0 und kénnen nun alle anderen Ereignise
klassifizieren.

x, t Diagramm... mit zwei Geraden, die durch das Schaubild gehen.
Man nennt

2= -7 >0 (7.27)

zeitartige Absténde. Es existiert ein System K’ in dem die beiden Ereignisse am selben Ort stattfin-
den. In diesem System wird ¥/ = 0 und ¢*t'> = s2. Dieser Ereignisse kann manin absolute Zukunft
und absolute Vergangenheit einteilen, wir wir immer sagen konnen, welches Ereignis friiher /spater
war (in allen Systemen). Man nennt

2= -2 <0 (7.28)
raumartiger Abstand. Es existiert ein System K’ an dem beide Ereignisse gleichzeitig sind. Man
kann also nichts mehr {iber den start der Ereignisse sagen: ¢’ =0 , 72 = —s2. Man nennt

2 _
s4=0 (7.29)

Lichtartiger Abstand. Beide Ereignisse sind mit Lichtausbreitung verbunden. Zwei Ereignisse kon-
nen nur dann Kausal verbunden sein, wenn der Abstand ein zeitartiger Abstand ist.

7.2.2. Transformation der Geschwindigkeit

Wir nehmen an K’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v in x-Richtung relativ zu K. Sei 4 die
Geschwindigkeit eines Teilchens in K und @’ in K’. Wir betrachten eine infinitisimale Verschiebung
des Teilchens

de’ + vdt’
do = 2 G —dy . de = do, dt =

dt’ +v/c?da’

V1=

(7.30)
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Es folgt

_E_dt/_;'_v/chivl_l_*_vu;’uy_ 1_’_1},',

pa— uL
c? c?

_dx da’ 4 vdt/ ul, + v uy\/1 —v?/c? (7.31)

Die Transformation fiir u, verlduft analog zu u,. Im Grenzwert von kleinen Geschwindigkeiten
folgt die ,jiibliche* Addition der Geschwindigkeiten. Fiir den speziellen Fall @’'|| x-Achse folgt

!/
u;:u7u;:u2:0:>uz:u:u+,v. (7.32)
1+ 4
Zudem folgt |@'| < ¢,|¥] < ¢ = |i| < ¢ und |@'| = ¢, |V] beliebig = |d| = ¢
7.3. Viervektoren, Tensoren und Lorentz-Gruppe
Wir definieren
("), p=0,1,2,3 = (z") = (ct,7), (7.33)

dabei ist wichtig, dass das pu oben steht. Solche Vektoren, nennen wir kontravariante Vierervekto-
ren, dabei sind

0

P =ctxl =z, =y, 23 =2 (7.34)

die kontravarianten Komponenten des 4-Vektor. Nun definieren wir
(xy) i@ =ct,x1 = —x, 00 = —Y,T3 = —2. (7.35)
Solche Vierervektoren nennen wir kovariante Vierervektoren. Es gilt nun

3
2= 7P = Zm#x“ = x,2t. (7.36)
Mo

Ab jetzt nutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention (Summation iiber doppelt auftretende
Indizes). Dariiber ist nun

s* =z 0" ds? = dx,dat. (7.37)

Nun machen wir eine weitere Definition

1 0 0 0
w 0 -1 0 0
g; =Guv = 0 0 1 0 (738)
0 O 0 -1
Dies nennt man den metrischen Tensor. Dariiber konnen wir nun
at = g'a, (7.39)
schreiben. Es gilt
s2 = et = gatc’ = g, (7.40)
und dariiber
ds® = g, dz"da”. (7.41)

Dies nennt man Minkonski-Raum.
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Lorentz-Gruppe Allgemein gilt fiir eine Gruppe g, g € G
e Multiplikation/lineare Operation: G X G — G : (g1,92) — g192 € G

o Assoziativitiat: ¢1(g293) = (9192)93 = 919293

e Es gibt ein neutrales Element e: eg = ge = g

e Ls gibt ein inverses Element: g — g, gg ' =g lg=¢
Wir bezeichnen nun
™ = A x¥ und o), = AV, (7.42)
als Lorentztransformationen. Es gilt
2 =gt =§% =g " (7.43)
=z, nh .
daraus folgt
G2’ = gu A 2N ga” < Gt (7.44)
Durch den Vergleich erhalten wir
G\ oA 5 = Gagp- (7.45)

Damit ergibt sich (mit (A*,) = A und (gag) = 9)
ATgA = g = det A = +1 (7.46)
Wir wollen nun zeigen, dass dies Gruppeneigenschaften besitzt:
e Ay, As sind Lorentztransformationen, Ay Ao ist eine L-Tra.
o (MA2)TgAhAy = ATATgM A2 =¢g

Man kann dies fiir alle Eigenschaften zeigen. SO(3) bezeichnet die Gruppe der Rotation in 3-
dim.Raum (3-parametrisch). Das O steht dabei fiir orthogonal, daher RTR = 1 Die Lorentz-
Gruppe dagegen ist 6-parametrisch (3 Rotationen, 3 Lorentz-Boosts). Fiir Rotationen gilt

1 0 0 0
0 cosa sina O
wo_
AR, = 0 —sina cosa 0 (7.47)
0 0 0 1
fir die Rotation um die z-Achse
1 0 0 0
0 cosa 0 sina
wo_
A¥, = 0 0 1 0 (7.48)
0 —sina 0 cosa
fiir eine Rotation um die y-Achse und
1 0 0 0
0 1 0 0
oo
AR, = 0 0 cosa sina (7.49)
0 0 —sina cosa

fir eine Roation um die z-Achse. Fiir die Boosts schreiben wir
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coshy —sinhy 0 0
— sinh cosh 0 0
A*, = 0 7 0 7 Lo (7.50)
0 0 0 1
in x-Richtung,
coshy 0 —sinhy 0
0 1 0 0
T
AT, = —sinhy 0 coshy 0 (7.51)
0 0 0 1
in y-Richtung und
coshy 0 0 —sinhy
" 0 10 0
AF, = 0 0 1 0 (7.52)

—sinhy 0 0 coshvy

in z-Richtung. Dabei ist zu beachten das dies nur die L-Trans (7 ist bekannt!). fiir die mit der
Identitat stetig zusammenhéngen. Die Volle Lorentzgruppe besteht aus 4 Zusammenhangenden
Komponenten

1. eigentliche L-Gruppe, beinhalet I
2. beinhaltet zeitliche Spiegelung: p, = dab -k, k fir a = 0 = b -1 ansonsten 1
3. beinhaltet rdumliche Spiegelung: py, = dab- 4,4 fiir a = 1 = b -1 ansonsten 1

4. beides

Eigentliche L-G; ATgA), det 1A9 > 0.

Tensordefinition Wir wollen die Objekte mit mehreren Idizes definieren. Tensor N-ter Stufe ist
eine Grofe mit mehreren Indizes.
TN kontravarianter Tensor, (7.53)

wenn T such bei Lorentz-Transformationen wie folgt transformiert

TN = AN AN TP BN (7.54)

B BN
Eine &hnliche definition finden wir auch fiir kovariante Komponenten von Tensoren

Tal,(¥2 = g@l,ﬂlgazﬁzTﬁl,ﬁrz' (755)
Man kann ko- und kontravariante Komponenten mischen
Ta1 o= gal’ﬁlTﬁhaz‘ (7'56>
Jetzt wollen wir herausfinden, was g#, ist.
9", = 9" "o =1=96;,=9," (7.57)

Wir betrachten nun

T oy = Aa151 . 'AOCNBNTBL--BN' (7.58)

A1, 2.y

Damit konnen wir auch die Lorentzmatricen transformieren
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Aaﬁ = gaugﬁ”A“V.
Wir betrachten
g}l;VAH()(AV,B = GagsB-
Damit ergibt sich
AN =00, ATA =1.

Wir suchen nun den 4er-Gradient.

o  Oxv i ., 0
oz’ Qx'm dzv M Oxv’
Es folgt
8 14
8?58“:>6;=AM 0y
und
0] , y
=0" = 0" =A,0".
Oz,
Besonders wichtig ist die Transformation des D’Alembert-Operator
— 1 82 2 leY a
:g@fv = 090, = 0,0%.

Dies ist ein Lorentzskalar. Es gilt

Vierergeschwindigkeit: Es gilt

v

dr
H(t) = (ct, 7(t v—.
2 (t) = (et 7)), T,
Damit erhalten wir
da¥ B dz¥ dt B 1

Cdr dt dr 102/

Wir sehen, dass u* wie dz* ein 4er-Vektor ist mit u* = A* u”

xtdz,  ds? 9
uuu“:7d7-2 =5 =c
Operationen mit Tensoren:

e Addition: @SN TN jgt eine Tensor der Stufe N

e Multiplikation: SN TB1--AN ist ein Tensor der Stufe N+M

e Kontraktion: g,gT7 A+ I¥ Tensor der Stufe N-2

e Tensorgleichungen: z.B. S* = U“ﬂTg

(¢, V).

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)
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7.4. Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

~Kovarianz“ bedeutet hier ,Forminvarianz‘. Nun wollen wir alle Gréfen der Maxwellgleichung, als
Lorentztensoren definieren um diese dann umzuschreiben:

Ladungs- und Stromdichte als Vierervektor: Wir betrachten die Kontinuitatsgleichung

op

Vji+ = =0. 7.71
It (7.71)
Wir definieren zunéchst nur
3" = (cp. ). (7.72)
Jetzt wollen wir zeigen, dass dies ein Vierervektor ist. Aus der Kontinuitétsgleichung folgt
ouj" =0. (7.73)
Dies ist ein Hinweis auf die 4-Vektor-Eigenschaft
it = (ep,tp) = ple, V) = py/1 —v2/c?u”. (7.74)
Nun betrachten wir die Ladungsdichte
d 1 d
4 a (7.75)

P=av ~ \/1—1}2/62?‘/0.

Diese muss daher ein Lorentzskalar sein (dabei wurde die Invarianz der Ladung angenommen,
Experimentel bestétigt).

4er-Potential: Wir definieren wieder zuerst im vorraus

AP = (p, A). (7.76)
Wir wollen wieder zeigen, dass A* ein Vierervektor ist. Wir wollen Lorenz-Eichung annehmen
- 10
VA + Ea*f =0= 9,A" =0, (7.77)

Nun wollen wir die Maxwellgleichungen umschreiben.

1 6?
(V2 - 028t2> @ = —4np (7.78)
1 0%\ » 4r -
2 1 __am-
(V = 8t2> A il (7.79)
Daraus folgt
4
—9,0" Al = —%j“ (7.80)
bzw.
04k = 2 jn (7.81)
c

Dies sind die Maxwellgleichungen kovarianter Form.
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7.5. El/mag. Feldtensor, Maxwell-Gl fiir E- und B-Feld in
kov. Form

Es gilt

E=-Vo—-== B=VxA (7.82)

und dariiber den antisymmetrischen Feldstéarketensor

FHY =AY — 0¥ AX. (7.83)
Fiir ihn gilt
0 -E, -E, -E. |
E 0 -B, B
v T z Yy
i = E, B. 0 B, (7.84)
| E. -B, B 0 |
und -~ _
0 E, E, E.
| =B 0 B, —-B,
Fo.= “E, B. 0 B, (7.85)
| -E. -B, B, 0 |
und
FrY = —fprv, (7.86)
Nun gilt
v dm 32 v v dm 32
0,0"'A” = ~J — 0, (OHAY — 0" A*) = I (7.87)
Daraus folgt
4
0, P = % 3. (7.88)

Dies sind de inhomogenen Maxwellgleichungen fiir E und B in kovarianter Form.

e v=0= VE = 47p

=

° y:1,273év><§—%8 :47'”5

s
S

Die homogenen Gleichungen folgen automatisch aus F¥# = 9 A¥ — 0¥ A*. Somit folgt der duale
Feldstarketensor (Pseudotensor), der vollig antisymmetrisch ist:

FVP = %eﬂ”aﬁFaﬁ. (7.89)
Wir wollen uns das an einem Beispiel ndher klar machen:
ot % (60123F23 + 601321132) — P, (7.90)
fiir F* folgt
0 —-B, —-By B,
o= | B 0 E.  —E, (7.91)

0 E,
. E, E, 0

W W
<
I

5
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Wegen
- 1
8MF,W _ ielwaﬁau (8QA6 — 8,(9Aa) =0 (7.92)
folgt
0, ™ = 0. (7.93)
Dies entspricht fiir v =0
VB=0 (7.94)
und fir v =1,2,3
. 10B
E+-22—0. 7.95
V x E+ c ot (7.95)
Es gilt
8lu.FO¢[3 4 80&Fﬁl¢ + 6ﬁFO‘:U' =0. (796)

Falls es magnetische Monopole gédbe miisste

O FH = —jv (7.97)
(&

gelten.

7.6. Lorentz-Transformationen der elektromagnetischen

Felder
Wir betrachten einen bewegung in x-Richtung:
F'M = NF N g PP (7.98)
mit
coshy —sinhy 0 0
u _ | —sinhy coshy 0 0
AF, = 0 0 10 (7.99)
0 0 0 1
und
0 —-E, —-E;, —FEj
pov— | Bv 0 =By B (7.100)

Ey DBs 0 -B
Es —By B 0

Beispielsweise wiirde jetzt gelten
Ey=F"? = A2 Ny FP = N2\ F?P = A% F?° + A% F?! = coshyE, —sinhyBs.  (7.101)

Nur die senkrechten Komponenten bleiben dabei erhalten: Ff = E; und B] = B; bzw. E]" =
EH,Eﬂ I= EH' Die Transformationen sind damit fiir die anderen Komponenten
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EY = coshyEy — sinhyB3 (7.102)
E!, = coshyEs5 + sinhyBs (7.103)
B!, = coshyBs + sinhyFE3 (7.104)
Bj = coshyB; — sinh yFs. (7.105)

Wir kénnen dies verallgemeinern

_ 1 . UxB - 1 ~  UxE
EJ_':(EJ_-l-vXCL) EJ_IZ<BJ_—UX l)~ (7.106)

V1—v?/c? /T— 02/

Fiir die Riicktransformationen gilt

— 1 — 77><.§J_I — 1 — UXEJ_I
EL=—rnnw |E ' ——"—"— Ef,=—rn— (B '+—"7—. 7.107
€L ,7171)2/62 ( €L c ) €L ,7171)2/62 ( €L ( )

7.7. Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Wir nehmen an im System K bewegt sich eine Ladung mit der Geschwindigkeit ¢/ parallel zur
x-Achse. Im System K’ ruht diese Ladung (E' = ¢7'/r'3, B’ = 0). Es gilt fiir das ungestrichene
E-Feld

3/2

/
— vt
= alw — vt) e (7.108)

— vt)?
E,=E. = mit? = i)

oo e /1T—02/? 1—v?/c?

fiir die beiden anderen Felder gilt

E, 1y E; /7

By = 1—0v2/c? IRENGE B = V1—v2/c? RN (7.109)
Damit gilt insgesamt
= q
E=—"(x—vty,z2). (7.110)
r’3.
Fiir das B-Feld gilt nun mit B, = B, = 0:
qu?’ quy
By = N B. = er'’3. /o (7.111)
und damit insgesamt
- qu
Fiir v < ¢ folgt
nl qF;zr UQ —/
E= 73 +0 = e = (z —vt,y, 2) (7.113)
und
S qUXT!, v®

Es gilt also B , Exwv /c. Wiirde man die Kraft in beiden Systemen berechnen wére diese Gleich.
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7.8. Beschleunigte Ladungen, Liénard-Wichert-Potential,
Strahlung

Wir werden die Rechnung hier nicht durchfiihren. Sie ist nachzulesen im Kapitel 23 vom Fliefbach
II.

7.9. Dopplereffekt

Wir betrachten zuerst den nichtrelativisten Fall (beispielsweise Schall). Es gilt

§p = Spoe %, p = wt — kF. (7.115)

Die Schallfrequenz im Ruhesystem sei w. Jetzt bewegt sich der Beobachter mit der Geschwindigkeit
¥ und der Sender ist in Ruhe im System K (Beobachter ruht in K’):

—/

=7 —ut. (7.116)
Es gilt

¢ = wt — k(F+ 0t) = w't — ki’ (7.117)

mit

W=w—ki=w <1— cos@) : (7.118)

CSchall

Wenn der Beobachter in K ruht und der Sender in System K’ dann gilt dagegen:

/ w

= . 7.119
v 1-— U/CSchall cos © ( )
Nun fithren wir die Betrachtung fiir die El/mag-Welle durch (Licht). Es gilt
E = Foe ™, ¢ = wt — bF = ko k" = (2, F) (7.120)
c

Die Phase ist ein Lorentz-Skalar. Damit ist k, ein 4-Vektor. Eine Argumentation warum dies gilt
ist, dass bei der Fouriertransformtaion k, < —id,. Es gilt

w? o,
k'k, = T k==0. (7.121)
Nun wollen wir mit der Betrachtung beginnen. Es gebe eine relative Geschwindigkeit ¢ relativ
zum Beobachter. K sei das Ruhesystem des Senders und K’ das Ruhesystem des Beobachters. Wir
erwarten, dass w = c|k| die Frequenz der Quelle ist und w’c|k’| die Frequenz, die der Beobachter

misst ist. Nun transformieren wir die Groflen:

/ vw’ / /
kL — %5 w' — vk,

ke = W= (7.122)
V1—v2/c? Vo

Fiir die restlichen gilt: k, = kj, k. = k_ und

!/

vkl = vk’ cos© = % cosO. (7.123)
c
Es gilt damit fiir die Frequenz

w= _\”/@CCOS@). (7.124)

Dies kann nach w’ umgestellt werden. Dies ist der Dopplereffekt fiir elektromagnetische Wellen.
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A. Formelsammlung

A.1. Maxwell-Gleichungen

Mikroskopische Maxwell-Gleichungen: Links SI- und rechts Gauf-System:

L1 .
VE =—p VE =4mp
€0

VB =0

4 0B . 108
VxE=-"2 VxE=--""

x ot x ¢ ot

- - OF _ i 10E

B = poj — B=4rl 4+ - ZZ
V x MOJ+M0€oat V X ﬁc+cat

Die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen gelten theoretisch gesehen in jedem Fall. Man muss
nur immer beachten, wie welche Grofen zu welchen Zeiten in den Gleichungen Beachtung finden
miissen. Dies ist in den makroskopischen Maxwell-Gleichungen direkt ,beriicksichtigt. Sie geben
gute Naherungen fiir die Gesamtprozesse an, indem sie statistisch im makroskopischen tiber den
Raum und die Zeit mitteln.

Makroskopische Maxwell-Gleichungen: Ab jetzt stehen alle Gleichungen nur noch im Gauf-
System. Damit wir das makroskopische Feld erhalten kénnen wir das mikroskopische Feld Em
iiber den Raum mitteln (die hohe Anzahl an Teilchen fiihrt zur indirekten Zeitmittelung). Dazu
verwenden wir eine Glattungsfunktion f (dhnlich wie in der Thermodynamik). Im ersten Fall
schreiben wir dies noch einmal zur Veranschaulichung explizit. In den anderen lassen wir sie weg:

Emakro = <Enz> = /drlsf(Fi ’F/)Em(f(a t)v mit 1 = /drlsf(Fi ’F/)
Ab jetzt schreiben wir fiir das makroskopische Feld E. Nun gilt

VE == 47rpmakro == 47T(pfrei + ppol)-
Daraus kénnen wir elektrische Flussdichte D bestimmen
D=E+47P =¢E, e € R®®*3
und dariiber die erste Maxwell-Gleichung tiber diese in einer dhnlichen Form ausdriicken:

VD = AT Py - (A.1)

Es gibt keine magnetischen Monopole. Daher kénnen wir die zweite Maxwell-Gleichung direkt aus
dem mikroskopischen iibernehmen

VB =0. (A.2)
Ebenso die dritte Maxwell-Gleichung. Es erfolgt keine Betrachtung externer, umgebungsabhéniger
Parameter. Daher gilt
108 _

E+-"==0. A.
VxE+-om=0 (A.3)
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Fiir die iibrige Maxwell-Gleichung miissen wir diese Parameter wieder betrachten. Im Allgemeinen
gilt

- 10E 4rm- 4
VXB_fizijmakrozl
C C (&

(.;frei + jpol + j’mag) .
Uber die Kontinuitéitsgleichung kénnen wir direkt fpol = ¢ P setzen. Es gilt

B=H+4rM = puH, mithM:jmagunduER?’X?’.

Dariiber erhalten wir die vierte Maxwell-Gleichung

47 5 19D

H=—"Jhei+-——. A4
V x ij +c8t (A4)

Skalares Potential und Vektorpotential: Wegen Gleichung (A.2) ist die magnetische Flussdichte
fiir jegliche Feldkonfiguration quellenfrei. Wir kénnen also ein Vektorpotential fiir sie definieren.
Es gilt

B=VxA. (A.5)
Aus Gleichung (A.3) folgt damit

und daraus

. oA
E=-V- - (A.6)

Fiir eine beliebige Funktion y(7,t) gilt nun

4@=£+vx<y=¢—gk.
c Ot

Dies nennt man FEichtransformation und veréndert die Vektorfelder E und B nicht.
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