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Teil 1

Elektrodynamik






B Cinleitung

Die Elektrodynamik beschreibt alle beobachtbaren Phianomene, die
durch Ladungen und Strome verursacht werden. Sie sind die Quellen
elektromagnetischer Felder und sind Funktionen von Ort und Zeit. Wir
werden sehen, dass beliebige zeitlich sich veranderliche Felder, z.B. in
einem festen Raumpunkt, beschrieben werden kénnen als Superposi-
tion zeitharmonischer Felder. Jedes der zeitharmonischen Felder ist
charakterisiert durch eine Frequenz. Sie ist ein Maf fiir die Anzahl der
Oszillationen der Felder pro Zeiteinheit. Diese Frequenzen umspannen
viele Dekaden und in Abhingigkeit der Frequenz, begegnen wir ihnen
in unterschiedlichen alltdglichen Situationen.

Gewitterwolken sind elektrostatisch geladene Wolken. Sie stellen
ein Phianomen des Alltages dar, welches im Rahmen der Elektrostatik
beschrieben wird. Mit nur leicht hohere Frequenzen (50 Hz) oszil-
liert die Wechselspannung in unseren Stromnetzen, welche zu einem
Stromfluss fithrt und mit welcher wir eine Arbeit verrichten konnen.
Frequenzen, welche bei MHz oder GHz oszillieren, werden zur Uber-
tragung von Rundfunk und TV-Signalen (zumindest in klassischen
Systemen) genutzt. Frequenzen in diesem Band (oder im speziellen
2.455 MHz) finden auch in Kiicheninstrumenten wie der Mikrowelle
Verwendung®. Terahertzstrahlung (der Bereich zwischen 300 GHz bis
3 THz ) findet inzwischen vielfach Verwendung in der Spektrosko-
pie, der zerstorungsfreien Werkstoffpriifung, der Kommunikation und
der Sicherheitstechnik. Der Infrarotbereich (grob bis 300 THz) ist der
Spektralbereich, der assoziiert ist mit Warmestrahlung. Es folgt der
sichtbare Spektralbereich und schliefilich der Bereich der UV Strahlung,
der Roéntgenstrahlung und schliefilich der Gammastrahlung. Alle diese
Bereiche haben ganz spezielle Applikationen.

Das faszinierende ist, dass alle Phanomene in allen diesen Frequenz-
bereichen mit Hilfe einiger weniger Gleichungen beschrieben werden.
Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum und in SI Einheiten lauten
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Abbildung 1.1: Spektrum elektromagne-
tischer Wellen und deren technologische
Bedeutung.

* Es ist ein Irrglaube, dass diese Frequenz
die Resonanzfrequenz von Wasser sei
oder in dessen Néhe liegt. Die Resonanz-
frequenz von Wasser fiir einzelne Mole-
kiile liegt in der Nédhe von 20 GHz. Die
Frequenz von 2.455 MHz liegt in einem
eigens fiir technische Zwecke freigegebe-
nen Frequenzband und wurde deshalb
ausgewdhlt, da bei dieser Frequenz die
Funkwellen noch tief genug ins Gargut
eindringen und dieses dadurch effektiv
erwarmen konnen.
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_ 0B(rt)
V xE(r,t) = -— o
. 1 JE(r, ¢t
VB = milh)

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ als C% = upep. Die Grolen, die in

diesen Gleichungen auftauchen, sind die elektrische Feldstarke [E(r, t)
in V/m], die magnetische Flussdichte [B(r, t) in Vs/m oder Tesla], die
Ladungsdichte [p(r, ) in As/m3] und die Stromdichte [j(r, t) in A/m?].
Weiterhin tauchen die Naturkonstanten der Permittivitat (g = ﬁ =
8.854 x 10712As/Vm) und der Permeabilitit (o = 4 x 10~7Vs/Am)
auf. Diese Gleichungen zusammen mit der Kontinuitatsgleichung

dp(r, t)
ot

+V.j(r,t)=0
und der Lorentzkraft
F(r,v,t,q) = q[E(r,t) + v x B(r,1)]

sind vollig ausreichend und bilden das Fundament der Elektrodynamik.

Wie alle Facher kann man die Elektrodynamik auf zwei unterschiedli-
che Arten unterrichten. Auf eine deduktive Art, bei der man ausgehend
von den fertigen Gleichungen, welche oben stehen, alle einzelnen be-
obachtbaren Phinomene ableitet; oder auf eine induktive Art, in der
man von den physikalischen Beobachtungen ausgeht und daraus nach
und nach die zugehorige theoretische Beschreibung aufbaut. Klassisch
wiirde man Ihnen empfehlen, die Elektrodynamik zweimal in Ihrem
Leben zu horen. Das erste Mal induktiv, um ausgehend von einfachen
Phinomenen, welche sich aus unserer taglicher Erfahrung speisen, die
Komplexitat der Elektrodynamik und vor allem auch der Maxwellschen
Gleichungen zu entwickeln. Um die Theorie in ihrer mathematischen
Schonheit und ihrer Klarheiten wertschitzen zu kénnen, sollte Sie sie
anschlielend noch ein zweites Mal horen; in einer deduktiv angelegten
Vorlesung. Dies kann leider hier im Rahmen des ohnehin anspruchsvol-
len Studiums nicht sichergestellt werden, weshalb dieser Kurs induktiv
entwickelt wird. Beachten Sie aber bitte, in Priifungen jeder Art wird
bevorzugt ein deduktiver Ansatz gewdhlt. Unter Wissen der oben ge-
nannten Gleichungen konnen Sie alle relevanten Gesetze ableiten.

Weiterhin werden Sie in den obigen Gleichungen erkennen, dass
die mathematischen Mittel zur Diskussion der elektromagnetischen
Felder die der Vektoren® bzw. genauer der Vektorfelder sind (die fett
geschriebene Groflen in den obigen Gleichungen), die der Skalaren3
bzw. der skalaren Felder (die normal geschriebene Grofien in den
obigen Gleichungen) und die Sprache der Vektoranalysis. Daher werden
wir als erstes die notwendigen elementaren Begriffe wiederholen / uns
aneignen, um diese diskutieren zu konnen.

2 Diese besitzen eine Grofle und eine Rich-
tung. Bekannte Beispiele sind Beschleuni-
gung und Kraft.

3 Diese besitzen nur eine Grofie und keine
Richtung. Bekannte Beispiele sind Masse
und Ladung.
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Anschlieffend werden wir uns mit der Elektrostatik und der Ma-
gnetostatik beschiftigent. Hier konnen elektrische und magnetische
Effekte voneinander entkoppelt werden. In den obigen Gleichungen
verschwinden die Zeitableitungen und die Gleichungen kénnen separat
gelost werden. Hier sieht man, dass die elektrischen Ladungen die
Quellen der elektrischen Felder sind und die Strome die Quellen der
magnetischen Felder. Zum Schluss beschiftigen wir uns mit den voll
dynamischen Gleichungen im Rahmen der Elektrodynamik.

Den tiberwiegenden Teil der Vorlesung betrachten wir die Max-
wellschen Gleichungen im Vakuum; also nur in der Anwesenheit von
ruhenden oder bewegten Ladungen. Dies ist ein exakter Ansatz, aber
viel zu kompliziert, will man die Wechselwirkung von elektromagneti-
schen Feldern mit Materie beschreiben. Die grofie Dichte der Atome,
aus denen unsere Materie aufgebaut ist (in der Gréfsenordnung von
102 pro cm?), erlaubt auch gar keine exakte Beschreibung von Materie.
Stattdessen werden Materialien phdnomenologisch beschrieben und
fuhren zu den gemittelten makroskopischen Maxwellgleichungen. Die
Anwesenheit dieser Materie erfordert, dass das elektrische und das ma-
gnetische Feld durch zwei zusitzliche Vektorfelder beschrieben werden,
der elektrischen Flussdichte D(r, t) (oder auch dielektrische Verschie-
bung genannt) und der magnetischen Feldstirke H(r, t). Zur Losung
der Maxwellschen Gleichung muss dann noch der Zusammenhang zwi-
schen diesen zusétzlichen Feldern und den elektrischen/magnetischen
Feldern angegeben werden. Dieser Zusammenhang kann im Rahmen
der Elektrodynamik nicht exakt berechnet werden. Dafiir sind Me-
thoden der Festkorpertheorie bzw. der Quantenmechanik notwendig.
Materialeigenschaften in der Elektrodynamik werden daher im Allge-
meinen phinomenologisch eingefiihrt. Der Zusammenhang zwischen
den Feldern und den zusétzlichen Grofien wird postuliert und durch
physikalische Modelle substantiviert. Ist dieser Zusammenhang richtig,
lassen sich damit alle beobachtbaren/messbaren Phianomene theore-
tisch beschreiben und erkldaren. Die Prozedur mag kompliziert sein, ist
aber in der Praxis fiir die meisten Situation vollig ausreichend und pas-
send. Wir werden in den entsprechenden Kapiteln daher auch immer
auf die korrekte Berticksichtigung von Materie eingehen.

Als Literatur empfehle ich Ihnen 5

e T. Flielbach: Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II,
Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg

e W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik III, Elektrodynamik,
Verlag Zimmermann-Neufang, Ulmen 1990

* W. Greiner: Theoretische Physik, Bd.3, Klassische Elektrodynamik,
Verlag Harri Deutsch, 2002

4 Pathologischerweise behandelt ein Kurs
der Elektrodynamik zu einem Grofiteil
statische Phanomene

5 Gliicklicherweise gibt es einen breiten
Konsens tiber die Lehrinhalte der Elek-
trodynamik. Im Gegensatz zu, z.B. der
Quantenmechanik oder der Thermody-
namik, sind die Themen kanonisch und
die Reihenfolge in der diese unterrichtet
werden, wird nicht sehr kontrovers disku-
tiert. Sie kénnen daher auf eine Vielzahl
an Literatur zurtickgreifen.
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Das sind die Referenzen, welche im deutschsprachigen Raum als
Literatur i.A. zu einer Vorlesung empfohlen werden (sprich die Vor-
lesungen orientieren sich sehr stark an diesen Biichern). Umfassend
und vollstandig.

e ]. D. Jackson: Klassische Elektrodynamik, De Gruyter Verlag

Dies ist die klassische Referenz, aber sicherlich ist es eher ein Nach-
schlagewerk als ein Buch zum Lernen.

e D.]. Griffiths: Elektrodynamik: Eine Einfiihrung, Pearson Studium -
Physik
Im angelsdchsischen Bereich eine sehr verbreitete Basis fiir einen
Kurs, sehr leicht verstandlich geschrieben, geradezu witzig manch-
mal und umfassend. Enthélt sehr viele Aufgaben und Losungen
angegeben; ideal zum Selbststudium

Ein letzter Kommentar soll dem Einheitensystem gewidmet sein, in
welchem in diesem Kurs gearbeitet wird. In diesem Kurs verwenden
wir die SI-Einheiten. Dies ist ein metrisches Einheitensystem (eine
Basiseinheit ist das Meter), es ist dezimal (Einheiten werden nur mit
Zehnerpotenzen mit ganzzahligen Exponenten versehen) und es ist ein
kohdrentes Einheitensystem. Das bedeutet, jede abgeleitete Einheit ldsst
sich als Potenzprodukt von Basiseinheiten ohne zusétzlichen numeri-
schen Faktor beschreiben. Basiseinheiten sind Meter (m), Kilogramm
(kg), Sekunde (s), Ampere (A), Kelvin (K), Mol (mol) und Candela (cd).
Beachten Sie bitte, in Deutschland gilt das Gesetz iiber die Einheiten im
Messwesen und die Zeitbestimmung welches vorschreibt, dass im geschaft-
lichen und amtlichen Verkehr nur (gesetzliche) SI Einheiten verwendet
werden diirfen (mit einigen in dem Gesetz spezifizierten Ausnahmen).
Frither oder spéter werden Sie sich an das SI-Einheitensystem in jedem
Falle gewohnen miissen.

In der Elektrodynamik selbst und in den entsprechenden Lehrbii-
chern wird aber nicht immer auf dieses Einheitensystem zurtickgegrif-
fen. Ein sehr haufig verwendetes Einheitensystem ist, z.B. das Gaufssche
(CGS) System. Achten Sie bitte im speziellen darauf, wenn Sie verschie-
dene Lehrbiicher zum Studium der Elektrodynamik verwenden, in
welchem Einheitensystem alle entsprechenden Gleichungen formuliert
sind. Welches Einheitensystem benutzt wird ldsst sich einfach an den
verwendeten Maxwellschen Gleichungen erkennen. Diese sind meistens
auf den ersten Seiten dokumentiert. In Abhdngigkeit der auftretenden
Vorfaktoren kann man das Einheitensystem erkennen. Lernen Sie vor
allem nicht parallel mit zwei Lehrbiichern, welche unterschiedliche Ein-
heitensysteme verwenden. Das fiihrt zu Konfusion. Eine ausfiihrliche
Darstellung finden Sie, z.B. im Anhang Einheiten und Dimensionen im
Buch von J. D. Jackson.



A Mathematische Grundlagen der Elek-
trodynamik

Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die mathematischen Grundlagen gegeben werden, welche
benotigt werden, um die Eigenschaften von Feldern im Rahmen der Elektrodynamik richtig zu berechnen.
Wir fangen damit an, die mathematischen Objekte zu definieren, die wir zur Handhabung benétigen, und
fithren den Nabla-Operator ein. Die Kombination des Nabla-Operators mit einem skalaren oder einem
Vektorfeld fiihrt zu elementaren Operatoren, welche wir in den Maxwellschen Gleichungen wiederfinden.
Weiterhin lernen wir die J-Distribution kennen und die wichtigsten Integralsidtze der Vektoranalysis. Weitere
mathematische Elemente werden im Laufe der Vorlesung geeignet eingefiihrt und besprochen, z.B. die
Fouriertransformation.

Hoffentlich werden Sie im Laufe der Vorlesung erkennen, dass die Mathematik die Sprache ist, in der wir
theoretisch Physik besprechen. Abstrakt wirkende mathematische Ausdriicke werden uns etwas tiber die
Physik sagen; ohne grofie Worte.

Elektrische und magnetische Felder werden mittels Vektorfeldern be-
schrieben, welche einen Betrag und Richtung besitzen. Sie sind abhén-
gig von einer Ortskoordinate und koénnen, z.B. in der Elektrodynamik,
von der Zeit abhidngen. Wir bezeichnen sie allgemein mit einem fetten
Buchstaben, z.B. E(r, t).

Weiterhin konnen elektrische Vektorfelder im Rahmen der Elektrosta-
tik durch ein skalares Potential ausgedrtickt werden. Daher sind solche
skalaren Felder ebenfalls wichtige Grofien. Wir driicken sie allgemeinen
mit einem kursiven Buchstaben aus, z.B. durch u(r, t).

Der Ortsvektor r selbst ist spezieller Natur und enthélt die drei
Ortskoordinaten, r = (x,v,z).

Ein weiterer wichtiger Vektor ist der Nabla-Operator V. Er ist ein
vektorieller Differentialoperator, der auf skalare oder vektorielle Funk-
tionen angewandt wird. Seine vektoriellen Komponenten entsprechen
den partiellen rdumlichen Ableitungen in den entsprechenden Koor-

dinaten, V = (aa—x, %, %) .I Der Nabla-Operator angewandt auf eine * Wir gehen hier nur auf Kartesische Ko-

ordinaten ein. Finden Sie im Online-
. . . . . . Depository eine Datei, welche alle wich-
eine vektorielle GrofSe ergibt ein Skalar bzw. einen Vektor, je nach- tigen Ausdriicke der Vektoralgebra fiir
Krummlinig-Orthogonale Koordinaten
enthillt. Haufig verwendete Ausdriicke
fiir Kugel- und Zylinderkoordinaten sind
dort ebenfalls zu finden. Dieses Doku-
ment wurde von Christoph Menzel (Uni-
Jena) erstellt.

skalare Grofle ergibt einen Vektor. Der Nabla-Operator angewandt auf
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dem, ob diese beiden Vektoren mit einem Skalar- oder Kreuzprodukt
miteinander verbunden werden.

Die Kombination des Nabla-Operators mit einem skalaren Feld
bzw. einem vektoriellen Feld fiihrt somit zu verschiedenen speziellen
Operatoren, welche wir im Folgenden kurz diskutieren wollen.

Der Gradient eines skalaren Feldes u(x, y, z) wird beschrieben durch?

Vu(x,y,z) = gradu(x,y,z)

au o du
dx’ oy’ oz
= F(x,y,z)

Er ist ein Vektor und zeigt in die Richtung der maximalen Anderung
der skalaren Grofie; und der Betrag gibt die entsprechende Stiarke der
Anderung an3. In Komponentenschreibweise wird dies auch haufig
ausgedriickt als

u(x;), =F

i und j in diesem Ausdruck sind Platzhalter und bezeichnen eine der
drei Koordinaren x, y oder z. Der Gesamtausdruck ist zu lesen als das
die i* Komponente des Vektors F die i*® Ableitung der skalaren Grofe
u ist. Und dieses skalare Feld hangt von den drei Raumkoordinaten ab.

Die Richtung von grad u bezeichnet die Richtung der grofiten Ande-
rung des Wertes von u. Die Anderung des skalaren Feldes du in einer
bestimmten Richtung, gegeben durch den infinitesimal kleinen Vektor
mit einer bestimmten Richtung dr, wird berechnet als

du = u(r+dr) —u(r) = Vu - dr = grad u - dr
oder
du = u ;dx;

wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention angewandt wird. Das
bedeutet, dass tiber doppelt auftretende Indices in Gleichungen sum-
miert wird.

u = const.

2Beachten Sie bitte die unterschiedli-
che Schreibweise, mit Hilfe des Nabla-
Operators bzw. mit dem Wort ‘grad’. Bei-
de Schreibweisen werden im Skript be-
nutzt. Verstehen Sie dies bitte nicht als In-
konsequenz meinerseits, sondern eher als
Konsequenz des Wunsches, Sie mit ver-
schiedenen Notationen vertraut zu ma-
chen, die Sie auch in der Literatur finden.

3 Stellen Sie sich vor, Sie stehen irgendwo
in einer Landschaft, z.B. an einem Berg.
Dann zeigt der Gradient in die Richtung
des maximalen Anstieges am Berg und
die Grof3e sagt Ihnen, welchen Hohenun-
terschied Sie in dieser Richtung zurtick-
legen wiirden.
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Der Gradient kann auch als Grenzwert eines Integrals aufgeschrieben
werden
rad u(r) = lim 1 dfu(r)
& =0V
In diesem Oberflachenintegral ist der Vektor df der Normalenvektor der
Oberflache. Beachten Sie bitte, dass Integral geht {iber die Oberfliche

des durch V definierten Volumens. Diese Oberflache bezeichnen wir in
dieser Vorlesung mittels (V). Andere Schreibweisen sind oV.

df %
df d (V)

(V)

gradu #0  gradu =0

In Abb. 2.1 sehen Sie, dass in der rechten Abbildung das Integral
null ergibt, da sich zwei gegeniiberliegende Punkt auf der Oberflache
des Integrals kompensieren. Die skalare Funktion u hat den gleichen
Wert, aber df zeigt in unterschiedliche Richtungen. Der Gradient ver-
schwindet damit. Sie betrachten die Funktion in einem lokalen Mini-
mum/Maximum.

Weiterhin kénnen wir auch die Anderung eines Vektorfeldes in einer
bestimmten Richtung berechnen mittels

dv=v(r+dr)—v(r) = (dr-V)v
oder
d?)l' = dx]'Ui,]'

Wird der Nabla-Operator auf ein Vektorfeld v(x,y, z) mit einem Skalar-
produkt angewandst, erhdlt man die Divergenz des Vektorfeldes.

)
V~v(x,y,z):divv(x,y,z):% aiyy aa%:f(x,y,z)

oder
Ui (x]'),i =f

Die Divergenz kann auch als Grenzwert eines Integrals aufgeschrieben
werden

divv(x,y,z) = }/131()% v df -v(x,y,z)

Abbildung 2.1: Visualisierung der Integ-
raldarstellung des Gradienten.
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Wird der Nabla-Operator auf ein Vektorfeld v(x,y,z) mit einem
Kreuzprodukt angewandst, erhilt man die Rotation des Vektorfeldes.

3
x Ux

V xv(x,y,z) =rotv(x,y,z) =

0 aavy
Yy Z
— duy _ Jug
- 0z Jx
duy 0y

ox ay

¥ Modle

ex e, e
o) J J

- ox dy oz
Oy vy Uy
= F(x,y,z)

= curl v(x,y,2)

Die Rotation eines Vektorfeldes ist wieder ein Vektorfeld, dessen Be-
trag der maximalen Rotation an diesem Punkt entspricht und dessen
Richtung senkrecht auf der Ebene der Rotation steht.

Die Rotation kann auch als Grenzwert eines Oberfldchenintegrals
aufgeschrieben werden

rot v(r) -e = lim 1 ds-v(r)

F—0 F J(r)

wobei s der Vektor in tangentialer Richtung zur Oberfldche ist und e
die Vektorkomponente ist, in welcher Richtung die Rotation berechnet
wird; s und e stehen also senkrecht aufeinander.

Die Rotation kann auch einfach mit Hilfe des Levi-Cevita-Pseudotensors
¢ijk berechnet werden. Hier gilt

€ I Uk = €;ik0 E
ijk5— Uk = &jkVk,j = ki
0x;
Allgemein gilt fiir das Kreuzprodukt
(A X B) = SijkAjBk

Zur vollstandigen Definition des Levi-Cevita-Pseudotensors geht man
i.A. davon aus, dass €153 = 1 und wendet die folgenden Rechenregeln
an:

0 2 identische Indices
Eijk = 1 wenn i, j, k eine gerade Permutation von 1,2, 3 sind
—1 wenn i, j, k eine ungerade Permutation von 1,2, 3 sind

Der Levi-Cevita-Pseudotensor ist damit anti-symmetrisch fiir jedes
Indexpaar. Er besteht aus 27 Komponenten, von denen 21 null sind
und jeweils 3 Komponenten sind 1. Rechnungen mit Hilfe des Levi-
Cevita-Pseudotensors sind besonders dann attraktiv (im Rahmen der
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Elektrodynamik), wenn Thnen z.B. doppelte Kreuzprodukte begegnen.
Es gilt:

Sit  Oim  Oin
&ijk€lmn = det (5]'1 5] (5]',1
Okt Okm  Okn

Speziell fiir uns relevant ist das Produkt von Levi-Cevita-Pseudotensoren
mit einem identischen Index. Es gilt:

Eijk€ilm = 01%km — OkiOjm
Einige wichtige Rechenregeln der Vektoranalysis:
Vo (A®B)=V®(A®B.)+V® (A ®B)

In dieser Gleichung ist der Ausdruck ® ein Platzhalter fiir -, oder auch
x. Wenn skalare Grofien anstelle von vektoriellen Grofsen berticksich-
tigt werden, konnen sie ebenfalls verbunden werden. Weiterhin ist zu
beachten, dass der Nabla-Operator auf der rechten Seite der Gleichung
immer nur angewandt wird auf die Grofie ohne den Subscript. A und
B; sollen immer links stehen, so dass der Operator nicht auf diese
Grofsen wirkt. Bei der Umstellung helfen die folgenden Rechenregeln:

Ax(BxC)=B(A-C)—-C(A-B)
(AXxB)-C=(CxA)-B=(BxC)-A
Wichtige Beispiele fiir die Anwendung der obigen Rechenregel:
c=rotgradu =V x (Vu) =0
Ci = Eijklhk,j = Eijklhjk = —Eikjlhjk = —Eijklhfj =0

Der Gradient einer skalaren Funktion ist ein wirbelfreies Vektorfeld.
Oder anders gelesen, zur Erzeugung eines wirbelfreien Vektorfeldes soll
der Gradient einer beliebigen skalaren Funktion berechnet werden. Sie
werden diesen Satz in der Elektrostatik benutzen, um die Einfithrung
eines skalaren Potentials zu rechtfertigen.

c=divrotA=V-(VxA)=0
¢ = €k Arji = ijkAkij = —€jikAkij = —EijkArji =0

Ein Wirbelfeld ist ein divergenzfreies Vektorfeld. Oder anders gelesen,
zur Erzeugung eines divergenzfreien Vektorfeldes muss die Rotation
eines beliebigen Vektorfeldes genommen werden. Sie werden diesen
Satz in der Magnetostatik benutzen, um die Einfithrung eines Vektor-
potentials zu rechtfertigen.

Eine vergleichbare Operation kann auch auf eine skalare Grofse
angewandt werden.

c=divgradu=V-(Vu) = (u;), =u;; = Au
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Hier wurde ein weiterer wichtiger Operator eingefiihrt, der Laplace-
Operator, A = (% + é + %) Er besteht, wie man sieht, aus der
Summer der zweiten Ableitungen. Angewandt auf eine skalare GrofSe
ergibt er wieder ein Skalar. Auf einen Vektor wird er komponentenweise
angewandt, so dass man wieder einen Vektor erhilt, z.B.

BZAY+an+an

x?2 0z2

_ aZAy a A , 924,
AA = Ix? + 9z2
924, A, | %A,

9x? + ay2 9z2

Das letzte wichtige noch zu benennende Beispiel ist die doppelte Rota-
tion angewandt auf ein Vektorfeld. Eine solche Operation taucht z.B.
spéter bei der Herleitung der Wellengleichung auf. Man kann zeigen,

dass
¢ = rotrotA=V x(V xA)
= graddivA—-AA=V-(V-A)-AA
Ci = EijkermAmlj = —Ekji€kimAm1j = OjmOitAmij — 010imAm1j = Ammi —

Die J-Distribution stellt eine Erweiterung des Funktionenbegriffs auf
unstetige Funktionen dar, die nicht im Riemannschen Sinne zu in-
tegrieren ist. Im Rahmen der Elektrodynamik ist die #-Distribution
wichtig, um Punktladungen (im 3D), Flichenladungen (im 2D) und
Linienladungen (im 1D) darzustellen.

Die s-Distribution ist definiert mit der folgenden Gleichung:

¥) = [ o2’

Sie ist damit ein Funktional, welche eine Funktion auf eine Zahl abbildet.
Wir tasten sozusagen den Funktionswert an der Stelle x ab. Einige
Eigenschaften:

5(xx’):{ 0 x#

o x=x
/oo S(x—x"dx' =1
- 6(x) =6(—x)
o-Distributionen existieren ebenfalls in héheren Dimensionen.
3(x—x")3(y—y)o <z - z') =60 (r—v) = s(r—r)
/o:o dx'dy'dz' 5(x — X' )é(y —v/) / dv'é(r—r) =1

- /_oo F(£)8(x — £)dV’

A

Ljj



19

Wir konnen diese é-Distributionen auch anders darstellen, was unter
Umstdnden eine Vereinfachung ist.

1 5 0 . , 1 3 00 i ,
5(r— r’) _ (m) / Brek—r) — (27_[) / dvkelk(r—r)

Eine hdufig benutzte Darstellung erfolgt mit Hilfe des Laplace-Operators

1 1
o=t =5z ()

Die J-Distribution kann natiirlich auch in anderen Koordinatensyste-
men beschrieben werden. Zum Beispiel in 3D mit 6(r) = 0 fiir r # 0 in
Kugelkoordinaten und 6(p) = 0 fiir p # 0 in Zylinderkoordinaten. Es
gilt
5(r)
5 =
(x) 472

in Kugelkoordinaten, da

o0 © 2 p7T

/ avé (r) = / / / drdpder? sin 0 (r)
—0c0 —o0 JO 0

4 /‘oo drr?s (r)

* 5(r)
2
47t Lw drr yp—)

= /oo dré(r) =1

—00

Alternativ kann sie auch in Zylinderkoordinaten dargestellt werden
als

2mtp
Im Speziellen gilt in 2D:

5@ (r) = ‘;gfg

Einige wichtige Rechenregeln mit é-Distributionen:

¢ Ableitung einer é-Distribution %(5 (x)
/oo f(x’)ié(x —x")dx
—00 ox’

= )6 — )| — / 9 ()3(x — x')dx’

—c0 OX’
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In dieser Gleichung bezeichnen x; die Nullstellen der Funktion, so
dass g(x;) = 0 gilt. Als Beispiel mag dienen

5(x)

S(ax) = —*%

al

oder

S(sin(x)) = Y SxE=11) sy )

Es ist hdufig niitzlich, die J-Distribution als Grenziibergang aus
stetigen Funktionen darzustellen. Zum Beispiel
1 2
=——¢ 2
flo) = e
Diese Funktion hat die Eigenschaft, dass ihr Integral immer 1 ist,
%, f(x,0)dx = 1 und es gilt f(x,0) = 0 fiir x # 0 wenn ¢ — 0.
Weiterhin gilt fiir diesen Grenzfall:

lim f(x,0) = lim e 2 =6(x)

o—0 =0 04/ 7T
Diese Funktion multipliziert mit einer beliebigen analytischen Testfunk-
tion (mit kompaktem Trager) und iiber den ganzen Raum integriert,
ergibt im Grenzfall den Wert der Testfunktion, dort wo die Distribution
lokalisiert ist. Damit sind alle Eigenschaften der J-Distribution erfiillt.

of O'1§ >O'3'>()

8

f(x,0) in a.u.

& 05 0 05 1
X in a.u.

¢ Linienintergral des Gradienten:

L] "I
/ gradu-dr:/ du = u(ry) —u(ry)
Jr I

Abbildung 2.2: Gaussfunktion als Funkti-
on des Parameters ¢. Wir sehen, dass fiir
kleiner werdende Parameter die Funk-
tion schmaler und grofler wird in ih-
rer Amplitude um den Koordinatenur-
sprung. Das Integral iiber die gesamte
x-Achse bleibt dabei immer konstant und
ist normiert auf eins.
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Das Linienintegral des Gradienten entspricht der Differenz der Funk-
tion.

Der Gauf$sche Satz

/ df~A:/dVdivA
) %

Das Fldchenintergral der Normalkomponente eines Vektorfeldes
tiber eine geschlossene Fliche entspricht dem Integral der Divergenz
des Feldes tiber das von der Fldche eingeschlossene Volumen. Die
Divergenz des Feldes selbst ist ein Maf§ fiir das Vorhandensein
von Quellen/Senken des Feldes, je nachdem, ob die Divergenz des
Vektorfeldes grofier oder kleiner ist als null. Fiir eine quellenfreies
Feld, fiir das also div A = 0 im gesamten Volumen gilt, verschwindet
das Integral. Damit das Oberflichenintegral verschwindet, muss
demnach genau so viel in das Volumen durch die Oberfldche ein-
wie ausdringen.

Dieser Satz kann auch verallgemeinert werden zu

[ dte = [ avdive
V) 4
Als Beispiele mogen hier dienen
/ dfu = / AVVu = / dVgrad u
(V) 1% v
[ atxa= [ avvxa= [ aviotxa
(V) v 1

Der Stokesche Satz

/ dr~A:/df-rotA
(F) F

Das Linienintegral der Tangentialkomponente eines Vektorfeldes
tiber den Rand einer Fldche entspricht der Flachenintegral der Nor-
malkomponente des Rotors diese Fliache. Im Speziellen gilt

/ df -rot A =0.
(V)

Dieser Satz kann auch verallgemeinert werden zu

/(F)dr®:/F(df><V) ®

Als Beispiele m&gen hier dienen
dru = [ (dfx Vu) = [ (df x grad
/( . ru= | ( u) i (df x grad u)

/(F)drxA:/F(dfo)xA
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e Erster Greenscher Satz

Aus dem vorher gesagten wissen wir, dass

V- pv()] = p)V - v(r) +v(1) - V()
div [p(r)v(r)] = p(x)div v(r) + v(r) - gradip(r)

Wenden wir den GauBlschen Satz auf den Ausdruck ¢(r)v(r) an,
erhalten wir

[, 6V = [ @V [0V -¥(x) +v(x) - V()
Der erste Greensche Satz lautet mit v(r) = V¢(r)
/' - y(x) V() = / 4V [p(1) 9(r) + V(x) - V(r)
[, $(e)grad 9(6) = | 4V [9(0)2p(x) + grad ¢(r) - grac y(x)

o Zweiter Greensche Satz

Den zweiten Greenschen Satz erhilt man, wenn man in der Glei-
chung [, (v) df - P(r)V¢(r) einmal ¢ mit ¢ vertauscht und beide Aus-
driicke voneinander abzieht.

| [, 2 190 V(e) - 0= [ 4V g6 29(0) — p(r) 29()]
(V)df-[lp(r)gradqb(r)—qb( Jgrad () /dv P(x) — p(X) 2]

Als letztes wollen wir den Eindeutigkeitssatz besprechen. Unter
Annahme von natiirlichen Randbedigungen, welche implizieren, dass
ein Vektorfeld im Unendlichen gegen null abklingt (a(r) — O fiir |r| —
), gibt es eine eindeutige Losung, wenn fiir alle Raumpunkte die
Quellen [div a(r)] und die Wirbel [rot a(r)] bekannt sind.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zwei Vektorfelder [a;(r)
und a,(r)], welche die gleichen Quellen [div a;(r) = div ay(r)] und
Wirbel [rot aj (r) = rot a(r)] haben. Wir wollen die Differenz d(r) =
a1 (r) — ax(r) der beiden Vektorfelder ausrechnen und zeigen, dass sie
null ist.

Aus der Identitit der Quellen und der Wirbel der Vektorfelder wissen
wir, dass div d(r) = 0 ist und dass rot d(r) = 0. Die Rotation eines
Gradientfeldes verschwindet immer, so dass wir auch schreiben konnen
d(r) = grad ¢(r). In Kombination mit der Quellenfreiheit miissen wir
schlussfolgern, dass A¢(r) = 0 gilt. Im weiteren Verlauf verwenden
wir den ersten Greenschen Satz mit ¢(r) = ¢(r).

[, 4 9(grad g() = | av [o(6)29() + (grad 9(r))*] = 0
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Die linke Seite der Gleichung verschwindet, da
grad ¢(r) = d(r) = a;(r) —ap(r) — O fir |r| — o0

gilt. Da weiterhin A¢(r) = 0 gilt, verbleiben wir mit

/VdV (grad (p(r))2 =0 — grad ¢(r) =d(r) =0

Daraus folgt, dass aj (r) = ay(r) gelten muss, da wegen der natiirlichen
Randbedingungen keine konstanten Felder als Losung moglich sind.






BE] E ektrostatik im Vakuum

Das Ziel der Elektrostatik ist die Beschreibung des Zusammenhanges zwischen unbeweglichen Ladungen,
Ladungsverteilungen und deren Feldern. Die Phénomene der Elektrostatik finden ihren Ursprung in den
Kraften, welche elektrostatische Ladungen aufeinander austiben. Diese werden mit dem Coulombschen
Gesetz beschrieben und konnen aus experimentellen Beobachtungen deduziert werden. Dies konnen Sie z.B.
beobachten, indem Sie einen Luftballon nehmen und ihn mit beiden Hénden tiber dem Kopf halten. Reiben
Sie den Luftballen heftig, aber ohne dass er gleich platzt, an Ihren Haaren. Halten Sie den Ballon nun gegen
die Decke. Mit etwas Gliick bleibt er nun wie von Zauberhand an der Decke hingen (der Versuch wird nicht
mit jeder Person klappen). Diesen Effekt werden Sie mit Hilfe der Elektrostatik erkldren kénnen.
Elektrostatische Kréfte dominieren das Verhalten geladener Teilchen und sind wesentlich grofier als z.B.
die Gravitationskraft. So ist die elektrische Kraft zwischen einem Elektron und einem Proton ungeféhr 40
Groflenordnungen grofler als ihre gegenseitige Anziehung aufgrund der Gravitationskraft.

Benannt nach Charles Augustin de Coulomb, lebte von 1736-1806. Die
Formulierung des Zusammenhangs der elektrostatischen Kraft fiihrte
er 1784/1785 durch. Dieses besagt, dass Materie aus positiven und ne-
gativen Ladungen besteht. Diese sind im Allgemeinen in einer Balance.
Eine kleine Storung des Systems wiirde zu einer Kraftwirkung fiih-
ren. Diese Kraft fithrt zu einer Beschleunigung der Ladungen, welche
wiederum einen Gleichgewichtszustand anstreben, so dass keine Kraft
mehr wirkt. Experimentell gesichert ist der Zusammenhang

Fp, — 1 192 11— 12
47eq 11 — 12|2 1] — 13

Dieses Gesetzt beschreibt die Kraft, die eine Ladung g, auf eine Ladung
g1 austibt '. Es gilt Fj = —F,;. Der Vorfaktor kann unterschiedlich * Ladungen kénnen positiv oder negativ
sein, abhidngig von dem benutzten MaBsystem. Der zweite Term be- sein. Es ist eine aufiergewdhnliche Tatsa-

. S . L che, dass positive und negative Ladung
schreibt den Betrag der Kraft, der letzte die Richtung. Die wichtigsten 21 exakten Anteilen in Volumenmateria-

Eigenschaften der Coulombkraft sind: lien vorkommen und sie sich dadurch na-
hezu neutralisieren. Falls sie ungleichma-
iig verteilt wiren, wiirden wir unglaub-
liche Kréfte spiiren. Eine Kartoffel z.B.
wiirde implodieren, wenn die Neutrali-
e Fur q192 > 0 ist die Kraft abstoBend; fir q192 < 0 ist die Kraft sierung der Ladungen nur zu einem Fak-
anziehend. tor von 10710 abweichen wiirde.

¢ Die Kraft ist indirekt proportional zum Abstandsquadrat, o rlz
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e Esist eine Zentralkraft; es existiert also ein Potential, mit welchem
die Kraft beschrieben werden kann.

o Es ist eine Zweikorperkraft, eine zusatzliche Ladung beeinflusst die
Wechselwirkung nicht.

® Zur Abschatzung der Grofie der Kraft beachten Sie, dass der Vorfak-

1
47eq

von q; = g2 = 1 As und einem Abstand von r = 1 m wiirde der

tor

ungefihr 10'° Vm/ As betrégt. Fiir eine Grofe der Ladung

Betrag der Kraft ungefahr |Fjp| = 10'° N betragen.

Mikroskopisch wird die Kraft vermittelt durch den Austausch virtuel-
ler Teilchen; diese verbinden die Kraftzentren. Die Austauschteilchen
der Coulomb-Wechselwirkung sind Photonen. Photonen haben eine
verschwindende Ruhemasse (,-9 = 0) und die Kraft ist langreichwei-
tig, < 1/ 2. Dies ist im Gegensatz zu, z.B., Kernkrifte. Hier sind die
Austauschteilchen Gluonen und die Reichweite der Kréfte sehr gering;
in der GroBenordnung von 2 - 10~ ®m

Fiir den Fall, dass es mehrere Punktladungen gibt, gilt das Superpo-
sitionsprinzip, die einzelnen Kréfte addieren sich?:

1 I — 1

Abschliessend soll gesagt werden, dass die Ladung eine Erhaltungs-
grofie ist. Sie kann nicht erzeugt oder zerstort werden. Eine positive
Ladung kann annihiliert werden durch eine negative Ladung, aber eine
negative Ladung kann aus sich selbst heraus nicht zerstoért werden. Die
Gesamtladung im Universum ist damit fixiert fiir alle Ewigkeit. Dies
ist eine Eigenschaft, die man als globale Erhaltungsgrofie bezeichnet.
Die Erhaltung kann sogar noch wesentlich strenger gefasst werden;
als eine lokale Erhaltung. Diese Eigenschaft werden wir spéter als
Ladungserhaltung diskutieren.

Weiterhin ist die Ladung quantisiert. Auch wenn nichts im Rahmen
der Theorie der Elektrodynamik darauf hindeutet, dass eine Quantisie-
rung notwendig ist, sagt uns das doch die tdgliche Erfahrung. Ladung
existiert nur als Vielfaches einer Elementarladung. Wenn wir die La-
dung eines Protons mit +e bezeichnen, dann betrdgt die Ladung eines
Elektrons —e, ein Neutron ist neutral und der Kern eines Kohlenstoffa-
toms hat die Ladung 6e. Wir werden keine Ladung antreffen wie 3.423e
oder 1/2e. Nichtsdestotrotz, die Elementarladung selbst ist sehr klein,
so dass der diskrete Charakter vernachldssigt werden kann.

Im Folgenden wollen wir zum Begriff des elektrischen Feldes kommen.
Dieses Feld ist eine Eigenschaft des Raumes und wird durch eine

*Beachten Sie bitte, diese Gleichung
ist in den SI Einheiten aufgeschrieben
(mks). Andere Einheitensysteme, wel-
che in der Literatur verwendet werden,
sind die Gaufsschen Einheiten (dort wiir-
de der Vorfaktor verschwinden) oder
das Heaviside-Lorentz-Einheitensystem
in dem der Vorfaktor lediglich ﬁ betragt.
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Ladung bzw. Ladungsverteilung hervorgerufen. Unter der Annahme,
dass eine der beiden Punktladungen sehr klein ist (wir betrachten
daftiir q;), werden wir sie im Folgenden als Probeladung bezeichnen
mit der Ladung 4. Zu besseren Unterscheidung benennen wir die
uns interessierende Ladung g, im Folgendem mit Q. Die Probeladung
muss wirklich als solches verstanden werden. Wir benutzen sie, um
das Feld zu vermessen, welches durch eine andere fiir uns relevante
Ladungsverteilung erzeugt wird. Das verlangt, dass die Probeladung
das Feld nicht beeinflusst.

Wenn wir die Probeladung abstrahieren, projizieren wir die Kraft,
die auf diese wirkt, auf eine Eigenschaft des Raumes. Dies ist dann
unser elektrisches Feld.

E(r) = lim F(r)

g—=0 ¢
Das elektrische Feld einer Punktladung ergibt sich damit zu

E(r) 1 Q r—R

" 4mey r— R2|r—R|
Fiir eine positive Ladung zeigt das elektrische Feld von der Ladung

weg. Fiir eine negative Ladung zeigt das Feld zur Ladung hin. Das
elektrische Feld ist damit eine Eigenschaft des Raumes. Feldlinien
beginnen bei positiven Ladungen und enden in negativen.

Fiir mehrere Ladungen gilt auch hier wieder das Superpositionsprin-
zip. Befinden sich mehrerer Punktladungen Q; jeweils in den Raum-
punkten R;, so gilt

r—R

1 . .
E — i i E:
(x) 47reozi“|r—Ri|2 r—R;| L Ei(r)

1

Den Ubergang zur kontinuierlichen Ladungsverteilung gehen wir, in-
dem wir eine Ladungswolke 4Q im infinitesimalen Volumenelement
dV' beschreiben; und iiber alle Volumenelemente integrieren. Betrach-
ten wir also dQ = p(r')dV’ bei ¥ = R;, wobei hier p(r’) eine Ladungs-
dichte beschreibt, also die Ladung pro Volumen, dann geht die Summe
in ein Integral tiber und wir kénnen schreiben

B(e) = o [ av/ 2O EE

~ Ameg [t — 1|2 [r— |

Das Integral selbst erstreckt sich formal tiber das gesamte Volumen.
In der Realitat wird das Integral nur durchgefiihrt tiber den Raum, in
welchem sich die Ladung befindet.

Diese Ausdruck ist allgemein giiltig und enthélt im speziellen auch
den Fall einer oder mehrerer diskreter Punktladungen. Dies kénnen
wir zeigen, wenn fiir die Beschreibung einer solchen Ladung auf die
J-Distribution zuriickgreifen. Eine Punktladung mit der Gesamtla-
dung Q positioniert bei ' = r; kénnen wir dann beschreiben mittels
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p(r') = Q6®)(r — 17). Dann ist mit der Gesamtladung [, dV'p(r') =
QJy dV(5 )(r —1;) = Q das Feld

E(r)

1 / dV/Q(S(g’)(l‘/*l‘l) r—r

4rmeg Jv [r—r'|2  |r—r
1 Q r—r

4rteg [r — 11 |2 [r — 1|

Diese Art der Betrachtung kann auch auf mehrere Punktladungen er-
weitert werden. Wir beschreiben diese lediglich mit Hilfe von p(r') =
Y Q;60 (f — ;). Auch koénnen wir die Betrachtungen auf bewegte
Punktladungen erweitern, wenn wir diese beschreiben als p(r/,t) =
Y. Qi6®) [ — r;(t)]. Eine solche Beschreibung wird aber nicht im Rah-
men der Elektrostatik durchgefiihrt, in der wie nur statische Phdnomene
diskutieren.

Damit ist das Bild im Prinzip vollstindig. Mit dieser Art der Be-
trachtung, kénnen wir das Feld von beliebigen Ladungsverteilungen
berechnen. Falls dies nicht mehr analytisch méglich ist, kann dies im
Zweifel mit Hilfe von Computern durchgefiihrt werden.

Es bleibt abschliessend zu betonen, dass Ladungsverteilung auch
auf Flachen oder Linien begrenzt sein kénnen. Man spricht dann von
Flachenladungsdichte #(1’) oder einer Linienladungsdichte {(r’). Das
ist dann die entsprechende Ladung pro Oberflichenelement [dQ =
n(r')df") oder pro Linienelement (dQ = Z(r')dl'].

Bisher haben wir nur das Coulomb-Gesetz und das Superpositions-
prinzip ausgenutzt um das elektrische Feld einer Ladungsverteilung zu
berechnen. Jetzt werden wir ein eleganteres Verfahren kennen lernen,
die Maxwellschen Gleichungen.

Das Gaufische Gesetz ist die erste der vier Maxwellschen Gleichungen.
Es ldsst sich herleiten, in dem wir den Feldfluss verursacht durch eine
rdumlich begrenzte Ladungsverteilung durch die Oberfldche berechnen.

/(V)E(r)-df = 4;0/ / at- rr—_rrf|3

1 ' . 1
= 4n€0/Vde(r)/(V) daf grad,7|r_r,|

_ 1 / ,/ - o
= 4m‘:o/vdV,o(r) VdV div gradr|r_r,|

1 / // 1
_ Meo / V() [ VA

= = dV’ /dVér—r

_ l ' 1
= o dVP() eoQV
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Beachten Sie bitte, dass wir in dieser Herleitung eine Reihe von ma-
thematischen Schritten benétigt haben, welche im Detail im Tutorium
besprochen werden. Im speziellen haben wir benutzt, dass:

r—r

grad, LI

f—r] =P
gilt. Der Subscript im Gradienten bezeichnet hier die Anwendung

des Gradienten auf das Argument r. Dann haben wir den Gauf$schen

Satz verwendet. Und schliefllich haben wir verwendet, dass die ¢-
1

Distribution geschrieben werden kann als 6(r —r') = — ﬁAr =

Der gefundene funktionelle Zusammenhang
€0/ E(r)-df = Qv
V)

ist das Gauflsche Gesetz. Es besagt, dass der Fluss des elektrischen
Feldes durch die Oberfldche eines (mathematischen) Volumens gleich
ist der im Volumen enthaltenen Ladung. Er stellt die integrale Formu-
lierung der 1. Maxwellschen Gleichung dar.

Die differentielle Formulierung erhalten wir wie folgt:

€0 f(V) E(I‘) -df = QV
eo [y div E(r)dV = [, p(r)dV
— [, dV [ediv E(r) — p(r)] =0

Da das gewdhlte Integrationsvolumen beliebig sein darf, muss gelten
€odiv E(r) = p(r)

Dies ist die 1*® Maxwellsche Gleichung. Beachten Sie bitte, diese Glei-
chung wird hier im Rahmen der Elektrostatik betrachtet; sie behalt
aber Thre Form in der Elektrodynamik, wo elektrische und magnetische
Felder (verursacht durch bewegte Ladungen) gemeinsam betrachtet
werden miissen. Diese 1 Maxwellsche Gleichung besagt, dass die La-
dungsdichte die Quelle des elektrostatischen Feldes ist. Es existiert ein
lokaler Zusammenhang. Mathematisch ist dies eine partielle Differenti-
algleichung zur Bestimmung von 3 Komponenten des Feldes.

Unter Betrachtung des skalaren bzw. elektrostatischen Potentials gelan-
gen wir zu der 2t Maxwellschen Gleichung. Diese gilt in der Form,
wie wir sie im Folgenden ableiten werden, nur in der Elektrostatik. Im
Folgenden benutzen wir nochmals die quellenmafiige Darstellung des
Feldes, da dieser Ausdruck mehr liefern kann als die 1€ Maxwellsche
Gleichung.

r—r

1 o
E(r) = 47‘[60/{/dvp(r)|rfr’|3
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_ 1 . 1
= /Vde(r )gradr|r_

47eq 'd

/V v’ P(_rr{| — _grad ¢(r)

|r

- _grad%ne

Hier ist das elektrostatische Potential eingefiihrt worden

(r) = 1 /Vdvl p(r')

4req [r—r/|

Damit ergibt sich also

E(r) = —grad ¢(r)

Diese Gleichung sagt uns, dass das elektrostatische Feld ein Potential
besitzt. Potential und elektrisches Feld sind damit Synonyme. Dabei
ist der Potentialgradient entgegengesetzt zum Feld. Da grad ¢ L ¢ =
const und E L ¢ = const, kann man schlussfolgern, dass das Feld
senkrecht auf den Aquipotentialflachen steht.

Die Berechnung des Potentials erfolgt mit Hilfe des Poissonschen
Integrals

¢(r) = 1 /VdV/ p(r')

4meq [r— 1|

Die weiteren Vorschriften zur Berechnung von elektrostatischen Fel-
dern sind analog zu dem vorher entwickelten. Ausgehend von einer
gegebenen Ladungsverteilung konnen wir mit dem oben genannten
Poissonschen Integral das Potential berechnen. Mit Hilfe des Aus-
druckes E(r) = —grad ¢(r) konnen wir dann das elektrische Feld
berechnen. Das Ergebnis ist, ja muss, physikalisch identisch zur Glei-
chung fiir die explizite Berechnung des elektrischen Feldes, jedoch ist
die Rechnung mathematisch einfacher durchzufiihren.

Das Potential einer endlichen Ladungswolke befriedigt die nattirli-
chen Randbedingungen: ¢(r) — 0 fir r — oo.

Beim Verschieben der Ladung g von r; nach r, wird Arbeit verrichtet.
Arbeit wird dabei geleistet gegen die elektrostatische Kraft F(r) = gE(r)
verursacht durch das elektrische Feld. Die geleistete Arbeit berechnet
sich somit zu

W = —/r :—q/ dr—q/ grad ¢(r) -d
[ g = g1p(e2) ~ p(r)] = qu

Die geleistete Arbeit ist dabei unabhingig vom Integrationsweg und nur

abhéngig von der Spannung U. Diese bezeichnet die Potentialdifferenz
zwischen zwei Punkten.
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Daraus lidsst sich eine Vorschrift ableiten, wie das Potential zu be-

rechnen ist.

U= [plr) —g(r)] = — [ E(x)-dr

1

Mit den nattirlichen Randbedingungen ergibt sich mit
T

P(e) =0 = 9(x) =~ [ E()-ar

[e9)

Da Arbeit einer Anderung der potentiellen Energie entspricht

Wpot = q¢(r)

verschwindet das Integral bei einer Integration tiber einen geschlos-
senen Weg. Es wird keine Arbeit verrichtet. Das bedeutet aber auch,

dass

/(F)E(r)-drzo

Das ist die zweite Maxwellsche Gleichung der Elektrostatik in seiner
integralen Form. Um zu einer differentiellen Formulierung zu gelangen,
wenden wir den Stokeschen Satz an:

/(xF) E(r) - dr = /Frot E(r)-df =0

Da die Fldche fiir die Integration wieder beliebig gewdhlt werden kann,
muss gelten:

rot E(r) =0

Alternativ kann man auch eine zweite Argumentationskette, mathe-
matisch elementarer, bemiihen. Wir wissen, dass wir das elektrische
Feld schreiben konnen als den (negativen) Gradienten eines skalaren
Potentials E(r) = —grad ¢(r). Wenden wir auf diese Gleichung die
Rotation an, erkennen wir, dass diese immer null sein muss, da der
Gradient einer skalaren Funktion ein wirbelfreies Vektorfeld sein muss:
rot E(r) = —rot grad ¢(r) = 0. Daher gilt also

rot E(r) =0
Die zwei Maxwellgleichungen in differentieller Formulierung lauten
also
eodiv E(r) = p(r)
rotE(r) = 0

Dies sind die Maxwellgleichungen der E-Statik. Hier gibt es noch kein
B-Feld. Die Ladungen sind die Quellen des wirbelfreien Feldes.
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Feldberechnung mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes

ERBE Doas elektrostatische Feld einer geladenen Kugelschale

Die integrale Form der Maxwellgleichungen kann man sehr vorteilhaft
bei Problemen mit hoher Symmetrie (Kugel, Zylinder, Ebene) anwenden.
Ein ausgewdhltes Beispiel, das elektrostatische Feld einer geladenen
Kugelschale, soll im Folgenden berechnet werden. Die Kugelschale
besteht aus einer konstanten Ladungsdichte py, die sich innerhalb A cut 0

einer Kugelschale mit dem Innenradius Ry und dem Auflenradius R,
befindet.

Dies ist ein kanonisches Beispiel, welches wir in Kugelkoordinaten
rechnen wiirden.

¢

Zunichst einmal, wiirden wir das Durchflutungsgesetz in Kugelko-
ordinaten aufschreiben.

€0 /(V) E(r) -df = Qy = /Vp(r)dV

In Kugelkoordinaten sind das Volumenelement dV = 2 sin 6drd¢do
und der Oberfléchennormalenvektor df = 72 sin 0d¢pdoT. Weiterhin wis-
sen wir, dass auf Grund der Kugelsymmetrie nur eine Komponente im
elektrischen Feld auftritt: E, — E(r) = E;.

Die linke Seite der Gleichung oben beschreibt den Fluss durch eine
Flache:

27 T
eo/ E(r) - df = eOErrz/ d¢/ d0 sin @ = 4meoE,
(V) 0 0

Die rechte Seite der Gleichung ist eine Integration tiber die Ladung in
dem eingeschlossenem Volumen. Diese Integration miissen wir abhan-
gig von den drei Raumgebieten durchfiihren.

* Gebiet 1: r < Ry (bis knapp unter R;), dort verschwindet die La-
dungsdichte [p(r) = 0]. In Folge verschwindet auch das Feld

4rtegE,r? = / p()dV' =0 — E, =0
1%

® Gebiet 2: R} < r < Ry (das Gebiet der Kugelschale), dort ist die
Ladungsdichte konstant [p(r) = po]

47eg E,»?

r
Ndv' = 4n/ dr'r"?
[, W)V = posr [ '
3 47
=5 (P -R)

= o4 —
3 g,

Damit ist also

po(P—=R}) 1 Q(r)

E = =
r(r) 3epr? 4mey 12
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— 4rn

mit Q(r) = *po (r* — R}) als eingeschlossene Ladung der Kugel-
schale bis zum betrachteten Radius.

® Gebiet 3: r > Rp, wir sind also aufierhalb der Kugelschale, dort
verschwindet die Ladungsdichte [p(r) = 0]

Die obige Gleichung kann zur weiteren Rechnung unmittelbar ver-
wendet werden, wenn im Ladungsintegral r — Rj geht. Das fiihrt
zum elektrischen Feld in der AufSernschale

I Q

" 4mey 12

E/(7)

mit Q = %oy (R3 — R3), der Gesamtladung der Kugelschale.

Die Gesamtlosung lautet so

%’% r > RZ
E/(r) = 4;60 Qf;) Ry <r <Ry mit Q(r) = %TPO (P —R3)
0 r <Ry

Damit ist das Feld im Auflenraum identisch zum Feld einer Punktla-
dung Q bei r = 0. Weiterhin verschwindet das Feld im ladungsfreien
Innenraum (das Volumen schliest keine Ladung ein).

Grenzfille, z.B. einer homogenen Kugel oder einer geladenen Ku-
gelschale sind in der Betrachtung enthalten. Im ersten Falle muss der
Innenradius einfach auf null gesetzt werden. Mit R; = 0 und Ry = R
erhilt man im Innenraum der Kugel

1 Q(r . 4n
B0 = D mie ) = T
0 Q . 4t 3
3eg  dneg B8 TR = 500

Im Auflenraum ist das Feld identisch zur Kugelschale.

Fiir eine geladene Kugelschale betrachtet man den Grenzfall, dass
der Innenradius gegen den Auflenradius strebt. Im letzten Falle beob-
achten wir einen Sprung des elektrischen Feldes von null im Inneren
der Kugelschale auf einen endlichen Wert im Auferen der Kugelschale,
welcher identisch ist zur endlichen Kugelschale oder der Kugel. Das
Feld im Auflenraum ist damit proportional zur Gesamtladung der Ku-
gelschale. Wir konnen hier erkennen, dass das elektrostatische Feld
unstetig ist beim Durchgang durch geladene Flachen.

ER®AN Duas elektrostatische Feld eines unendlichen langen homogen gelade-

nen Drahtes

Als ein zweites Beispiel soll uns das elektrostatische Feld eines unend-
lichen langen homogen geladenen Drahtes dienen. Dieser Draht hat
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einen infinitesimal kleinen Radius. Es wird beschrieben mit Hilfe einer
Linienladungsdichte. Dies ist ein Problem, welches sehr schon in Zylin-
dersymmetrie gerechnet werden kann. Allerdings besitzt die Struktur
die hohe Symmetrie auch nur wegen der unendlichen Ausdehnung.
Ausgangspunkt der Betrachtung ist wieder das Durchflutungsgesetz.

€ /(V) E(r)-df = Qy = /Vp(r)dV

In Zylinderkoordinaten ist der Oberflichennormalenvektor df = rd¢dz;.
Das Volumenintegral tiber die Ladungsdichte reduziert sich zu

/Vp(r)dV = g/j:odz

mit { der Linienladungsdichte. Integrieren wir wieder die linke Seite
der Gleichung erhalten wir:

oo 2r )
€0 /(V) E(r) - df = eo/ A dzd¢rE,(r) = 2mregE,(r) /foo dz

—00

Kombiniert mit der rechten Seite der Gleichung erhalten wir so

2mtregE,(r) / dz = §/ dz
Daraus erkennen wir, dass

¢

T 27reg

E(r)

betragt.

ER®l Doas elektrostatische Feld unendlich ausgedehnter ebener homogen

geladener Fliichen

Als ein drittes Beispiel betrachten wir das elektrostatische Feld einer
unendlich ausgedehnten ebenen homogen geladenen Fldche. Dies ist
ein Problem mit einer ebenen Symmetrie. Wir gehen wieder vom Durch-
flutungsgesetz aus

€0 /(v) E(r) -df = Qv = /VP(f)dV

und beschreiben die Ladungsdichte mit Hilfe einer Oberflichenladungs-
dichte 7. Die rechte Seite der Gleichung wird so

v =y [ df
Jy L.

Die linke Seite der Gleichung setzt sich zusammen als Summe zweier
unendlich ausgedehnter Oberflichen

eo/(v) E(r) df — eO/FEl(r)~df1+eg/FE2(r)-dfz
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- eo/F(El—i-Eg)df

Wenn keine weiteren Ladungen in der Umgebung sind, ist der Betrag
des Feldes auf der linken und rechten Seite identisch, also E; = E; = E.
Gleichsetzen der linken und rechten Seite des Durchflutungsgesetzes
ergibt somit

=1
260

Das Feld ist konstant im Raum, wegen der unendlichen Ladung.

Das elektrostatische Feld zweier benachbarter Flichen: Plattenkon-

densator

Eine einfache, aber technologisch interessante Erweiterung ist das Feld
zwischen zwei benachbarten Flachen die betragsméfig die gleiche, aber
im Vorzeichen eine unterschiedliche Oberflachenladungsdichte besitzen
sollen. Dies ist nichts weiter als ein einfacher Plattenkondensator. Hier
ist das Feld links von der Gesamtanordnung E* — E~ = 0 und das
Feld rechts von der Gesamtanordnung E~ — E* = 0 ist ebenfalls null.
Auf Grund des Superpositionsprinzipes heben sich also die Felder
verursacht durch die beiden benachbarten Flachen gegenseitig auf. Im
Inneren des Kondensators hingegen betragt das Feld

Ef+E =1

€0

Das Feld im inneren ist also proportional zur Oberflichenladungsdich-
te.

Aus diesen drei Beispielen sollten Sie zusammenfasend erkennen
und behalten, dass das Abklingverhalten des statischen elektrischen
Feldes von der Oberfldche geladenerer Korper in den unterschiedlichen
Dimensionen einen unterschiedlichen funktionellen Zusammenhang
besitzt. Im drei-dimensionalen Raum fillt das elektrische Feld mit 1/72
ab (Beispiel Kugel), im zwei-dimensionalen Raum mit 1/r (Beispiel Zy-
linder) und im 1-dimensionalen Raum ist es konstant (Beispiel Fldche).

Wie wir gerade diskutierten, beobachten wir einen Sprung im elektri-
schen Feld beim Durchgang durch eine geladenen Oberfldche. Dies
tauchte am Beispiel der Kugeloberflache auf aber auch am Beispiel des
Plattenkondensators. Im Folgenden wollen wir uns den allgemeinen
Fall einer geladenen Oberfliche ansehen und diskutieren, wie diese
Oberflachenladung die Felder auf den beiden Grenzen der Oberfldche
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miteinander verbindet. Dazu beschreiben wir die geladenen Fldche mit
Hilfe einer inhomogenen Oberflichenladungsdichte 7(r). Zur weite-
ren Betrachtung zerlegen wir das Feld in Komponenten normal und
tangential zur Fldche:

E(r) = E,(r) + E¢(x)

Weiterhin indizieren wir die Felder vor der Oberfliche mit dem Sub-
skript 1 [E;(r)] und mit dem Subskript 2 nach der Oberfldche [E;(r)].
Wir diskutieren im Folgenden die erste bzw. zweite Maxwellsche Glei-
chung fir ein kleines Volumen, welche die Grenzflache einschliesst.
Dieses soll in seiner Dicke vernachlédssigbar sein. Weiterhin soll das
Volumen ausreichend klein sein, um eine Variation des Feldes und der
Oberflachenladungsdichte innerhalb des Volumens zu vernachldssigen.
Als Gedankenstiitze fiir dieses Volumen konnen Sie sich eine Schuh-

cremedose vorstellen3, durch welche die Grenzfliche verlduft. Durch 3 Im Englischen findet man in der Litera-
tur haufig auch den Ausdruck der "pill-
box’.

diese Betrachtung gelangen wir zu einer Ubergangsbedingung fiir die
Normal- und die Tangentialkomponente.

Normalkomponente

Aus dem Satz von Gauss wissen wir, dass
 E(r)-df= Qy — / d
o [, B0 df=Qv= [ nwif

Die linke Seite der Gleichung schreiben wir fiir die Einzelnen Oberfla-
chen auf, so dass das Integral zu einer Summer wird. In der gegebenen

Geometrie haben wir genau drei Terme. Hétten wie die Schuhcremedo-
se nicht mit einer runden Grundfldche sondern mit einer rechteckigen
oder quadratischen gewdhlt, hitten wir sechs diskrete Fldchen, tiber die
wir summieren miissen. In Jedem Falle soll die Dose aber so klein sein,
dass die exakt Geometrie keine Rolle spielen soll. Wir nehmen daher
an, dass die Grundflache der Schuhcremedose AF so klein ist, dass
das Feld und die Oberflichenladungsdichte konstant im Betrachten

Volumen sind. Weiterhin lassen wir die Dicke gegen null gehen*, sodass + Wir wollen die Maxwellschen Gleichun-
gen in unmittelbarer Ndhe zur Oberfld-

wir keinen Betrag in der Integration von Komponenten in tangentialer ;
che evaluieren.

Richtung zur Oberfldche haben. Dadurch reduziert sich die Gleichung
auf eine Summe der Beitrdge, welche durch den Boden bzw. den Deckel
der Schuhcremedose stammen.

—€9E1,AF + €9Ep,, AF = UAF
Das lésst sich leicht umstellen und wir erhalten

r
Epu(r) — E1p(x) = m
€0
Wir erkennen an dieser Gleichung, dass beim Durchgang durch eine
inhomogen geladene Fliche sich die Normalkomponente um die lokale
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Flachenladungsdichte dndert. Dies ist die erste Randbedingung der
Elektrostatik.

B Tungentialkomponente

Ahnliche Betrachtungen kénnen wir fiir die zweite Maxwellsche Glei-
chung anstellen

/(AF) E-dr= [Ey(r) —Ep(r)] AI=0

Hier haben die Normalkomponenten im Grenzfall einer Schuhcremedo-
se mit vernachlédssigbarer Dicke keinen Einfluss, da das Feld tangential
zur Oberfliche integriert wird. Dadurch erhalten wir die Ubergangsbe-
dingung fiir die Tangentialkomponente

En(r) = Ep(r)

Beim Durchgang durch eine inhomogen geladene Fldche dndert sich
die Tangentialkomponente nicht. Dies ist die zweite Randbedingung
der Elektrostatik.

Grundaufgabe der Elektrostatik

Bisher konnten wir zeigen, dass jedem elektrischen Feld eindeutig
ein Potential zugeordnet werden kann, welches sich berechnet mittels
E(r) = —grad ¢(r). Mit Hilfe der ersten Maxwellschen Gleichung
eodiv E(r) = p(r) erhalten wir so —epdiv grad ¢(r) = p(r). Das fiihrt
zur Poissongleichung

£plr) = 20
€0

Das ist eine partielle Differentialgleichung 2*" Ordnung zur Be-
stimmung des Potentials bei vorgegebener Ladungsverteilung und
Randwerten. Aus dem Potential kann dann leicht mit obiger Gleichung
[E(r) = —grad ¢(r)] das elektrische Feld berechnet werden. Beachten
Sie bitte, das Potential ist nur bis auf eine Konstante bestimmt, dies
fuhrt aber immer zu dem gleichem E-Feld. Im Zweifel kann diese Kon-
stante geeignet gewdhlt werden, um die Rechnung zu vereinfachen.
Fiir eine verschwindende Ladungsdichte im gesamten Raum [p(r) = 0]
erhélt man die Laplace-Gleichung.

Ap(r) =0

Die Losung der Poissongleichung kann als die Grundaufgabe der
Elektrostatik verstanden werden. Bei natiirlichen Randbedingungen
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(Potential soll im Unendlichen verschwinden) und einer begrenzten
Ladungsverteilung haben wir die Losung bereits kennengelernt. Diese
lautet

(x) = 1 /Vdvl p(r')

 4meg [r —r'|

Dies lésst sich einfach beweisen:

_ 1 (VAL
Ap(r) = 47T€0/VdV P A=

_ ! /VdV/p(r’) [—476 (r—1')]

47t
_pm)

€0

Wir wollen im Folgenden einen allgemeineren Losungsweg beschrei-
ten, welcher auf den Greenschen Funktionen basiert. Diese Greenschen
Funktionen

¢ sind ein probates Mittel zur Losung inhomogener partieller Differen-
tialgleichungen,
* bezeichnen die Responsefunktion eines Systems,5°

¢ sind eindeutig, wenn zu der Differentialgleichung die Rand- oder
Anfangswerte bekannt sind und

¢ reflektieren nur Differentialoperator und Geometrie; Quellen kénnen
immer noch abstrakt berticksichtigt werden.

Im Folgenden betrachten wir immer natiirlich Randbedingungen. Wir
fordern, dass das Potential im Unendlichen verschwindet.

In einem abstrakten Zugang kann man zeigen, dass die Greensche
Funktion benutzt werden kann zur Losung einer Differentialgleichung
der Form

Lo (r) = s(x)

Hier ist L ein beliebiger linearer Differentialoperator. Die Losung fiir
eine gegebene Quelle s(r) ist dann gegeben durch

o) = [ dV'Gole,7)s(r)

mit der Greenschen Funktion (aufgeschrieben hier fiir translations-
invariante Systeme, in denen die Greensche Funktion nur von der
Ortsdifferenz abhédngt und nicht vom Ort selbst)

LGy(r—1v)=0d(r—7)

Die Richtigkeit dieser Losung lasst sich einfach beweisen durch

Lo(r) = /VdV’]:GO(r—r’)s(r’)

5In unserem Falle ist dies das Potenti-
al fiir eine punktférmige Anregung im
Raum.

¢Im (rdumlich/zeitlichen) Fourierraum
gibt es eine Anaolgie zur Greenschen
Funktion. Die raumlich/zeitliche Fourier-
transformation der Greenschen Funkti-
on ist die Ubertragungsfunktion. Sie be-
schreibt, wie eine bestimmte Raumfre-
quenz/Frequenz durch das System {tiber-
tragen wird.



39

= / dv's(r—r')s(r') = s(r)
v
Im Speziellen fiihrt das fiir nattirliche Randbedingungen und fiir die
Poissongleichung mit dem Differentialoperator

]: = —€0A
und mit der Quellverteilung

s(r) = p(r)
zu einer Differentialgleichung fiir die Greensche Funktion, die wie folgt
aussieht:
/ / 1 1
—e0AGy(r—1) =06(r—1) = gy P
Daraus folgt, dass die Greensche Funktion
1 1
Go(r—71) = e i—7|

lautet. Das Potential kann dann als Losung der Gleichung

o) = | dV'Golr—1)p(r)

angegeben werden.

Diese konzeptionelle Einfachheit tritt nur zu Tage fiir den homo-
genen Raum. Im Allgemeinen ist die Suche der Greenschen Funktion
wesentlich komplizierter bei Randbedingungen im Endlichen. Dies
werden wir spéter betrachten.

Alternativ kann man diese Losung auch aus dem zweiten Green-
schen Satz ableiten

26 [9(0grad ¢(x) ~ gr)grad y(o)] = [ AV [p(x) 29(6) — p(x) A ()

Jede der beiden Potentiale soll hier eine Losung der gleichen Differen-
tialgleichung sein. Wegen der natiirlichen Randbedingungen soll das
Potential im Unendlichen verschwinden, so dass die linke Seite der
Gleichung keinen Beitrag liefert

0= [ 4V Ip(x) 29(x) — p(n) 29 ()]

Weiterhin identifizieren wir mit A¢(r) = — %, P(r) = e9Go(r—1')
und Ay(r) = ¢AGy(r—1') = —6(r —r'). Dies alles eingesetzt in
die obige Gleichung, Umbenennung der Variabeln von r — r' und
r' — 1, sowie dem Ausnutzen der Tatsache, dass immer gelten muss

G(r,v) = G(¥,r), erhalten wir:
p(r)

0= /V av’ [qﬁ(r’)&(r —1v) = Go(r—1)eg -

Die Integration des ersten Terms auf der rechten Seite gibt das Potential
am Raumpunkt r. Das Gesamtergebnis ergibt sich damit zu

o) = | dV'Golr—1)p(r)
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RN [ Osung ausgewihlter Potentialprobleme

Die folgende Methode kann angewandt werden fiir stiickweise kon-
stante Ladungsverteilungen und natiirliche Randbedingungen. Dazu
geht man wie folgt vor:

1. Man lose die Poissongleichung in jedem Gebiet mit natiirlichen
Randbedingungen.

2. Man schliefle die Losung an den Grenzflichen an unter Verwendung
der entsprechenden Ubergangsbedingungen.

Diese Ubergangsbedingungen fiir die Potentiale lassen sich aus denen
der Felder ableiten. Fiir die Normalkomponente des Feldes gilt E;, =
E-e, = —grad¢-e, = —g—i. Daher gilt als erste Ubergangsbedingung
I 91 _ 7(r)
E —E =24 ==
n2(r) nl(r> on + o €0
Fiir die zweite Ubergangsbedingung betrachten wir die Kontinuitét
der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes. Diese ldsst sich
reduzieren auf die Forderung der Stetigkeit des Potentials entlang der
Grenzflache, da so auch der Gradient des Potentials stetig ist. Daher
gilt als zweite Ubergangsbedingung

$1(r) = ¢a(1)

Potential eines homogen geladenen unendlich ausgedehnten Zylinders Wir
wollen dieses Verfahren exemplarisch auf die Berechnung des Potentials
eines homogen geladenen unendlich ausgedehnten Zylinders anwen-
den. Dieses Problem wiirden wir wieder in einem problemangepas-
sten Koordinatensystem formulieren, in diesem Falle einem zylindri-
schen Koordinatensystem. Zunachst miissen wir die Poissongleichung
AP(r) = — %in jedem der beiden Raumgebiete berechnen.

Im Inneren des Zylinders soll gelten p(r) = pg. Daraus folgt

10 [ op(r,0,z) 19%p(r,0,z)  0°¢(r,0,z)
A"’("Q'Z)_rar(r or )+r2 27 T a2

Die letzten beiden Terme fallen hier raus, da das System unendlich
ausgedehnt in z Richtung ist; das Potential mithin invariant gegen-
tiber Translation in diese Richtung sein muss. Jeder Punkt ist ununter-
scheidbar. Das gleiche gilt fiir die Winkelabhédngigkeit. Das System ist
rotationsinvariant. Daher reduziert sich das Problem zu
12 () _ e
ror ar €0

2(A0) - e,

or ar €
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op(r) 1po

_ 2
r ar N 2€0r +C1
9p(r) _ _1po G
PP
_ Lpo o
p(r) = —=-=r"'+Cinr+C
460

Auf Grund der Regularitit der Losung im Koordinatenurspung, fordern
wir fiir eine physikalisch sinnvolle Losung, dass C; = 0 ist”. Damit
vereinfacht sich die Gesamtlosung zu

1
$i(r) = P2, firr<R
460

Im Folgenden fiihren wir die gleiche Rechnung noch einmal durch fiir
den Auflenraum. In diesem gilt p(r) = 0.

10 op(r) B
rBr(r ar ) =0

LT
ap(r) _ G
o

Die Gesamtlosung fiir den Aufienraum ergibt sich damit zu
¢a(r) = GCilnr+Cy firr>R

Das sind zunéchst 3 Konstanten, die zu bestimmen sind. Wir haben aber
nur zwei Gleichungen zu deren Bestimmung, die Ubergangsbedingun-
gen fiir das Potential bzw. deren Normalableitung an der Grenzfliche.
Daran erkennen wir, dass das Potential nicht eindeutig bestimmt ist.
Dies ist im Zweifel aber auch nicht wichtig, da das Potential selbst
keine beobachtbare Grofie ist, sondern nur das elektrische Feld. Dieses
ergib sich aus dem Gradienten des Potentials. Ein konstanter Offset
kann daher beliebig gewidhlt werden. Das Potential selbst ist aber nicht
eindeutig bestimmt.

Im Speziellen nehmen wir im Folgenden an, dass die Oberflichen-
ladungsdichte verschwindet, 7 = 0. Die Ubergangsbedingung fiir die
Normalableitung des Potentials an der Grenzfldche lautet

09i(r) | _ 3ga(r)
o | or g
0
— ng—%@Rz
€0

Die Forderung nach Kontinuitdt des Potentials an der Grenzflache
iibersetzt sich zu

7 Beachten Sie bitte das Generische und
allgemein giiltige in dieser Diskussion.
Sie erhalten eine mathematisch richtige
Losung aus der mathematischen Diskus-
sion von Gleichungen, die ein konkretes
Problem beschreiben sollen. Sie miissen
aber anschliessend diese Losung in Be-
zug auf ihre physikalische Sinnhaftigkeit
tiberpriifen und entsprechend weiter be-
riicksichtigen oder verwerfen. Im spezi-
ellen Fall wiirden wir im Koordinatenur-
sprung eine unendliche hohe Energier-
dichte erhalten, die nicht physikalisch ist.
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Leoprie, o _lPopegic,
46‘0 260
oGy iPoge Leopapoe
460 2¢€ €0

Im zweiten Schritt wurde das Ergebnis fiir C3 bereits eingesetzt. Setzen
wir die Ergebnisse fiir C; und Cj in die Ursprungsgleichungen ein,
erhalten wir fiir das Potential im Innen- und im Aufienraum

1o0 (p2_ L po 12 "
() = R — 2PoR2n R f R
(P’(r) 4 ¢ ( ) 2 e nR+Cy flirr<
oar) = —SPORYAn,LC, firr >R

260

Die verbliebene Konstante Cy ist hier an sich noch frei verfiigbar. Wir
konnen sie aber nicht benutzen, um nattirliche Randbedingungen zu
forcieren und das Potential im Auflenraum auf null abklingen zu lassen.
Dies ist nicht zu erreichen wegen der unendlich hohen Gesamtladung
im System. Mathematisch wiirde der natiirliche Logarithmus gegen
unendlich divergieren. Wir fordern daher, dass das Potential beim
Radius des Zylinders null sein soll [¢(R) = 0] und kénnen so die
Konstante C4 bestimmen. Die Konstante berechnet sich so zu

C, = 2POR2 R
26‘0

Das Endergebnis lautet so

0 2
¢<r>—{ i (K r) <R

%p Rzlnf r > R

Das elektrische Feld lidsst sich dann als Gradienten des Potentials be-

rechnen zu
9p(r) sfr r<R
E(r) = - =9 TpoR
or e =R

Der elektrische Dipol ~ Als zweites wichtiges Problem wollen wir uns das
Potential eines elektrischen Dipols ansehen. Dies ist ein Baustein der
Elektrostatik (spéter auch Elektrodynamik) und wird uns auf verschie-
dene Arten begegnen. So wird er wichtig sein, wenn wir die elektrosta-
tischen Eigenschaften der Felder in Materie beschreiben wollen (bisher
nur Vakuum). Die Wechselwirkung des elektrischen Feldes mit Materie
wird zu einer Induzierung von elektrischen Dipolen fiihren, welche ein
Feld erzeugen, dass sich mit dem anregenden tiiberlagert. Aus dieser
Superposition ldsst sich anschlieffend effektiv die Eigenschaften der
Materie als eine induzierte Dipoldichte beschreiben. Andererseits wird
uns das Feld eines Dipols begegnen, wenn wir die elektrostatischen
Eigenschaften von polaren Molekiilen diskutieren wollen (mit einem
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permanenten elektrischen Dipolmoment). Auch in der modernen For-
schung spielen Dipole immer noch eine grofie Rolle, zum Beispiel in
der Beschreibung einfacher (optischer) Antennen.

Ein Dipol besteht dabei aus einer Anordnung zweier entgegengesetz-
ter Punktladungen im Abstand a. Die Gesamtladung der Anordnung
verschwindet. Das Dipolmoment der Anordnung betradgt hier

p=g4a

Konzeptionell fithrt das zu einem Punktdipol. Das Potential des Punkt-
dipols betrachten wir als den Grenzfall der Summe der Potentiale der
Einzelladungen im Grenzfall einer unendlich hohen Ladung und ei-
nes unendlich kleinen Abstandes. Wir stellen dabei sicher, dass das
Dipolmoment konstant und endlich bleibt.

Wir berechnen zunéchst das System mit einem endlichen Abstand
und nehmen an, dass eine der beiden Ladungen sich im Koordina-
tenursprung befindet, z.B. die negative Ladung. Dann besitzen beide
Ladungen das Gesamtpotential

_ 1 (a4
¢D(r>_4neo< r+|ra>

Da der Abstand a sehr klein ist, im Zweifel sogar gegen null gehen soll,

konnen wir diesen zu Grunde liegenden Wurzelterm in eine Taylorreihe
entwickeln

1 Nl_'_g 13(r~a)2—r2a2
roor 2 r>

~ 4.
r—al

Dies eingesetzt in den Ursprungsausdruck fiir das Potential ergibt

g (r-a 13(r-a)*—r2?2
¢p(r) <r3+2r5+”'

- 47’[60

Wird nun im Sinne der oben formulierten Forderung nach Konstanz des
Dipolmomentes bei wachsender Ladung der Abstand der Ladungen
immer kleiner, so verschwindet in der Taylorreihe der Term zweiter
Ordnung und auch alle hoheren Terme. Das Potential des Dipols ist
damit gegeben als

1 r-p
¢p(r) = ine B

Unter Annahme, dass der Winkel zwischen der Dipolachse p und des
Koordinatenvektors r gegeben ist als 8, vereinfacht sich der Ausdruck
zu

o (1) 1 pcos@oc 1

 4mey 12 r2
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Das Potential des Dipols fdllt damit proportional zum Quadrat des
Abstandes ab. Dies ist im Gegensatz zum Potential einer Ladung, wel-
che proportional zum Abstand abklang. Fiir einen beliebig gewihlten
Raumpunkt des Dipols (der nicht mehr mit dem Koordinatenursprung
tibereinstimmen muss) ergibt sich

o) = P P

= - . orad
47eg |r_f|3 4eg gra

"lr 1|

Das elektrische Feld des Dipols berechnet sich ganz normal als
Gradient des Potentials. Mit dem Dipolmoment p als konstantem Vektor
gilt

_ — _grad |—-P_ . gradl
Ep(r) = —grad¢p(r) = grad{ Ineg gradr}

Der Ausdruck ldsst sich vereinfachen mittels Methoden der Vektoralge-
bra. Es gilt

grad (p . gradi) = (p-grad) grad% + <grad1 ~grad> p+p X rot grad% + grad% x rot p

Der zweite und der vierte Term fallen hier weg, da der Gradient bzw.
die Rotation des konstanten Vektors p verschwinden. Der dritte Term
verschwindet, da die Rotation eines Gradientfeldes verschwindet. Da-
mit bleibt nur der erste Term {ibrig und das elektrische Feld des Dipols
kann geschrieben werden als

1 1
Ep(r) = Tre (p- grad) grad -
1 r
= —Feo(l"grad)fg
_ 1 Y 9T
 47e plax,-r3

i
_ _LZ . &_’_Eﬁ
C dme & Pi\i3 T a7
B 1 3(r-p)r_B
47teq o r3

Das Feld des elektrischen Dipols fillt damit proportional zur dritten
Potenz des Abstandes im Raum ab.

Das Letzte was wir ausrechnen wollen ist die Ladungsdichte eines
Punktdipols. Mit der vergleichbaren Methodik wie vorher (Taylorrei-
henentwicklung um den Ursprung der Summer der beiden Einzella-
dungsdichten) ergibt sich

op(r) = qllgglo{q o(r-3)-o(x+3)]}

lim {q [5(r) —gradd(r) - % + .- } —q [5(r) + gradé(r) - % 4. }}

a—0
q—>00

1%
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lim [—ga - grad,é(r)]
5%
— —p-grad,a(r

Unter Einfiihrung einer Dipoldichte kénnen wir die Ladungsdichte
auch noch schreiben als die Divergenz dieser Dipoldichte. Diese Aus-
driicke werden uns spéter helfen, das elektrische Feld in Medien aus-
rechnen zu kénnen. Dazu fiihren wir zundchst die Dipoldichte P in
Analogie zur Ladungsdichte ein und schreiben

/ P(r)dV =p

v

Fir die Dipoldichte eines Dipols ergibt sich so
P(r) = pd (r— 1)

bzw. fiir mehrere Dipole konnen wir schreiben
P(r) =) pid(r—%)
i

Andererseits kann die Ladungsdichte mehrerer Dipole beschrieben
werden als

pp(r) = =) p;i-grad,d(r—T)
1

= —div [Zplﬁ(r— fi)]

Mit der oben genannten Definition der Dipoldichte als eine Summe
von Dipolen kénnen wir auch schreiben

pp(r) = —divP(r)

Hier haben wir zum ersten Mal den Zusammenhang zwischen La-
dungsdichte und Dipoldichte gefunden, welcher spéter wichtig sein
wird bei der Betrachtung der Elektrodynamik in Medien. Mithin sehen
wir hier, dass die Dipole die Quellen eines Polarisationsfeldes sind.

In Zusammenfassung der bisherigen Betrachtungen kénnen wir schlussfol-
gern, dass die Losung des Potentialproblems eigentlich bekannt ist.

(P(I')_ 1 /VdV/ p<l‘/) :/VdV’Go(r—r’)p(r')

 4reg [r— 7|

Hier ist Go(r — ') = ﬁ ‘rj—r,‘ die Greensche Funktion des Freiraums.
Die Gleichung ist trotzdem problematisch, denn die Integration ist kom-
pliziert. Sie enthilt den Abstand zum Ladungselement p(r')dV’ und

verlangt eine explizite Berticksichtigung zwischen Aufpunkt (der Punkt,
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an dem wir das Potential bestimmen mdéchten) und dem Quellpunkt
(der Ort des Ladungselementes). Bei einer sehr grofsen Entfernung zwi-
schen beiden Punkten und bei einer rdumlich moglichst eng begrenzten
Ladungsverteilung kann postuliert werden, dass die exakten Details des
Potentials nicht mehr das Wissen um jedes einzelne Ladungselement
benotigen, sondern dass diese Ladungsverteilung als effektiv wahrge-
nommen werden kann. Diese Ladungsverteilung erzeugt ein Potential,
welches erzeugt wird von einem diskreten Raumpunkt und welches
kompliziert, also nichttrivial, in seiner rdumlichen Verteilung ist. Dieses
fihrt zu einer Entkopplung von Quelleigenschaften und Aufpunkt. Ziel
ist weiterhin dieses Potential zurtickzufiihren auf bekannte Potentiale,
welche analytisch gut verstanden sind. Wir werden sehen, dass dies die
Potentiale der Multipolmomente der Ladungsverteilung sind. Es gibt
eine diskrete Anzahl dieser Potentiale, z.B. das Monopolmoment, das
Dipolmoment, das Quadrupolmoment usw. Die genauen Details dieser
verbal formulierten Schritte wollen wir im Folgenden mathematisch
exakt skizzieren.

Diese Diskussion in Form von Multipolmomenten ist allgemein
methodisch interessant, da sie uns eine Sprache zur Verfiigung stellt,
komplizierte Ladungsverteilung zu diskutieren. Weiterhin erlaubt es
eine Reduktion der Komplexitét, da wir die Beschreibung der rdaumlich
ausgedehnten Ladungsverteilung reduzieren kdnnen auf einige wenige
Zahlen; den sogenannten Multipolmomenten. Alles was wir benotigen
ist die Forderung, dass uns das Potential der Ladungsverteilung nur in
grof8er Entfernung zu dieser Ladungsverteilung interessiert und dass
diese endlich grof3 sein muss. Je ndher wir in unmittelbarer Ndhe zur
Ladungsverteilung das Potential beschreiben mochten, desto ungenii-
gender wird die Darstellung und desto mehr Entwicklungskoeffizienten
benétigen wir.

Sie konnen diese Entwicklung in Multipolmomente auch in formaler
Analogie zur Fouriertransformation betrachten. Dort werden beliebi-
ge Funktionen auf einen Satz orthonormaler Basen projiziert. In der
Fouriertransformation sind das ebene Wellen. Diese sind unendliche
ausgedehnt und bis auf einen Phasenfaktor translationsinvariant. In
der Multipolentwicklung wihle ich ebenfalls eine Basis orthonormale
Funktionen. Diese sind aber assoziiert zu einem festen Raumpunkt,
dem Zentrum des Koordinatensystems bzw. der Ladungsverteilung.
In diesem Raumpunkt divergieren diese Funktionen. Praktisch ist das
kein Problem, da ich sowieso nur das Potential in grofier Entfernung zu
diesem Punkt berechnen mochte. In der Fouriertransformation miissen
Sie die Amplituden der ebenen Wellen finden, welche die Entwicklungs-
koeffizienten der beliebigen Funktion sind. In der Multipolentwicklug
einer konkreten Ladungsverteilung miissen Sie dessen Multipolmomen-
te bestimmen. Diese sind dann die Amplituden der entsprechenden
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Funktionen (den Multipolpotentialen). Superposition der ebenen Wellen
gewichtet mit den Amplituden gibt das entsprechende Funktion in der
Fouriertransformation. Superspoition der Multipolpotentiale gewichtet
mit den entsprechenden Multipolmomenten der Ladungsverteilung
gibt das gesamte Potential.

Solche Betrachtungen sind nicht antiquiert, sondern spielen auch
im Kontext moderner Entwicklungen der Optik und Elektrodynamik
eine wichtige Rolle. Zum Beispiel konnen wir mit Hilfe einer Multipol-
entwicklung kiinstliche Materialien beschreiben, welche Eigenschaften
besitzen, die keine natiirliche Medien haben. Die Elementarbausteine
dieses Metamaterialien sind die sogennanten Metaatome.

Ausgehend von diesen Grundiiberlegungen, besteht die Kernaufgabe
darin, die Greensche Funktion in eine Reihe fiir kleine Argumente r’
zu entwickeln und einzelne Terme individuell zu diskutieren. Da die
Ladungsverteilung raumlich begrenzt ist und wir das Potential in
grofler Entfernung berechnen wollen, ist dieses Ansatz gerechtfertigt.
Was wir eigentlich im Freiraum machen ist die Taylor Entwicklung des
inversen Abstandes |r —t'| in einer Reihe bei ¥ = 0. Der hier entwickelte
Ansatz unter expliziter Berticksichtigung der Greenschen Funktion
ist aber universeller und allgemein giiltiger, so lange die Greensche
Funktion rauminvariant ist 8. Aus dieser Rauminvarianz folgt, dass
die Ableitung relativ zur ungestrichenen Koordinate identisch ist zur
Ableitung relativ zur gestrichenen Koordinate, wenn wir noch einen
passenden Vorzeichenwechsel in jedem Term beachten. Diesen Schritt
gehen wir in der zweiten Zeile der folgenden Gleichung.

Wir schreiben also

1 21 dGy(r—r)

- —
Golx—r) 4rey |r—r’| 2l ax’ axk E)xkl

x,’c1 Xjoy X,
_ i (=)' 9'Go(r)
N I axklaxkz...axkl

= (-1 o
I =G0k, k.. ,kl( >xk1xkz‘“xk1

kl xkz...Xkl

=0
wobei in diesen Gleichungen jedes k; jeweils fiir x, y, z steht. Damit
gilt fiir das Potential
= [ dV'Go(x—¥)p(¥) = i (_1)ZG (x) [ dV'p(x)x}, x, ...x;
- v 0 p - = l' 0,k1,kp,....k; v P k1™ ko e kl

In gewisser Weise sind in dieser Gleichung Aufpunkt und Quellpunkt
schon separiert, aber noch nicht in der gewiinschten Form. Idealerweise
sollte der Aufpunkt explizit erscheinen und nicht in Form der Ableitung
der Greenschen Funktion. Dies ldsst sich aber noch verbessern. Dazu
nutzen wir aus, dass der folgende Zusammenhang gilt

214+1
PGk ey ()X, XXk, = (7)™ Gk gy () Xy Xy X,

8 Allgemein gilt immer, dass Go(r,r') =
Go(r',r). Hier gilt also, dass Go(r —1') =
Go(r' —1)
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Die Richtigkeit dieses Zusammenhanges ldsst sich zeigen, z.B. am
Beispiel | = 1.

1 1
3 () xio= " <,> X
rj /)i

XixX; = X;Xj

Damit gilt allgemein
’o / (r 2 /
GOy k... oy (1) X, Xy oo X, = AT GOy g,y (F) Xk Xy o X

Einsetzen dieses Ausdruckes in die Gleichung fiir das Potential ergibt

1 1
P(r) = Z( T ) Go,ky ks, rkl / de )xklxkz xkl

1=0
® (—1) 21
/ +1 /
P(r) = Zl,rzlﬂxklxkz xk,/ av'p Go,ky ko, (1)
=
1 Qkyky. ky
- 4re - Z [1p2+1 Xy Xhep ++ Xk,

= 2 ¢1(r)
=0

Hierbei sind die Multipolmomente das erste Mal explizit eingefiihrt
wurden. Diese sind Tensoren der Stufe | und berechnen sich zu

Qkyky. k, = 471E0 (— / dv'p( ZH

Goky ey, e ()

Diese Multipolmomente charakterisieren die Ladungsverteilung. Ein-
mal berechnet, kénnen sie zur Berechnung des Potentials verursacht
durch die Ladungsverteilung herangezogen werden, wobei hier das
Potential explizit als Funktion des Aufpunktes berechnet wird. Dies ist
ein grofler Vorteil und eine Vereinfachung. Das entwickelte Potential
ist exakt fiir I — oo. Die grofSe Stdrke entfaltet die Multipolentwicklung
aber erst, wenn einige wenige Terme in grofier Entfernung zur lokali-
sierten Ladungsverteilung ausreichen, das Potential hinreichend exakt
auszurechnen. Das Potential ist somit vollstandig abhéngig von den Ei-
genschaften der Ladungsverteilung, den Multipolmomenten, und dem
Aufpunkt. Alles, was im Folgenden geschehen, soll ist die individuelle
Analyse einzelner Potentialterme und der entsprechenden Momente.

I = 0, Moment ofer Ordnung, — die Ladung Betrachten wir nur den
niedrigsten Term in der oben beschriebenen Entwicklung, so berechnet
sich das Potential zu

po(r) = 2

4meg 1
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wobei sich das Multipolmoment niedrigster Ordnung berechnet zu

Q = 47T€0/V dV'p(Y' ) Go(r')
P

1 1
o 1IN 1
= e /Vp AVip(e)r d7teg v’
= Q

Der erste Term ist assoziiert mit dem sogenannte Monopolmoment.
Das Ladungsintegral evaluiert sich einfach zur Gesamtladung und wir
benutzen

Q= [ avip(r)

Aus sehr sehr grofier Entfernung betrachtet sehen alle Potentiale gleich
aus in ihrer Form; nur die Stirke &ndert sich. Sie entsprechen dem
Potential einer Punktladung Q im Koordinatenursprung.

I =1, Moment 1*" Ordnung, — Dipolmoment Betrachten wir nur den
néchst hoheren Term in der oben beschriebenen Entwicklung, so be-
rechnet sich das Potential zu

¢1 (I‘) 1 Qixi

 4mey 13

wobei sich das Multipolmoment erster Ordnung berechnet zu

Qi = —47'560/‘, dV'o(' )Gy (r)
0

1 1
_ / N3 -
= —45e /Vp av'p(r')r Iy <7/>,i
/
_ 3 %
- '/Vp dv'p(e')r® 2L
= [ vy

Jv,

Hier wurde das Dipolmoment der Ladungsverteilung p eingefiihrt,
welches sich berechnet zu

— dvl / /
p /Vp p(r)r

Das Dipolmoment ist ein Vektor (Tensor 1" Stufe). Das Potential asso-
ziiert mit diesem Term ist das Potential eines Dipols

1 p-r

¢1(r) = ineg B

Néhert man sich der Ladungsverteilung, benttigt man zuséatzlich zum
Punktladungspotential das Potential eines Punktdipols. Dessen Dipol-

moment ist dann durch die obige Gleichung gegeben. Das Potentials
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des Dipols, wie schon frither gesehen, ist indirekt proportional zum
Quadrat des Abstandes. Verschwindet die Gesamtladung einer La-
dungsverteilung (Q = 0), kann das Dipolmoment ungleich null sein; es
ist dann der dominante Term in niedrigster Ordnung.

Wichtig ist hier, dass das Dipolmoment selbst vom Bezugspunkt
abhédngt (im Gegensatz zum Monopolmoment). Verdndern wir das Ko-
ordinatensystem, in dem wir das Dipolmoment bestimmen, verdndert
sich dessen Starke. Mit dem Bezugspunkt im Koordinatenursprung
berechnet sich das Dipolmoment zu p = [dV'p(r')f' = [dQr/, so
berechnet sich das Dipolmoment in einem um ¢ verschobenen Koordi-
natensystem zu

p:/dV’p(i")i":/de’:/er’—c/dQ:p—cQ

Héufig ist der Mittelpunkt der Ladungsverteilung nicht eindeutig iden-
tifizierbar bzw. mehrere Moglichkeiten konnen sinnvoll gewahlt wer-
den. Praktisch geht man nattirlich so vor, dass ein Koordinatensystem
gewdhlt wird, welches das Potential mit einer moglichst geringen An-
zahl an Koeffizienten beschreibt. Wichtig ist in jedem Fall, dass das
gesamte Potential selbst natiirlich unabhédngig vom gewéahlten Koordi-
natenurspung ist. Fiir eine unangepasste Wahl des Koordinatensystems
miissen Sie nur eine ansteigende Anzahl an Multipolmomenten zu
dessen Beschreibung berticksichtigen.

Man kann auch noch zeigen, dass zylindersymmetrische Ladungs-
verteilungen (Ladungsverteilung ist keine Funktion des Winkels ®)
nur ein Dipolmoment in Richtung der Symmetrieachse besitzen. Dazu
betrachten wir das Zylinderkoordinatensystem

' cos @’
r = ' sin @’

Z/
z  pro 21
p = /72/0/0 dd'dr'dz'r'Y p(v',2)

Berechnen wir jetzt einzelnen Komponenten des Dipolmomentes, so
erhalten wir fiir einen Teil der Integrale sofort den Wert null

27
pr / cos ®'dd’ =0
0
271
py & / sin®'d®’ =0
0
Z r
P, 27‘[/ /dr’dz’z'r’p(r’,z');éo
-z J0

Nur die z-Komponente hat einen Wert ungleich null.
Weiterhin kann man zeigen, dass kugelsymmetrische Ladungsvertei-
lungen kein Dipolmoment besitzen; und in der Tat verschwinden auch
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alle hoheren Momente. Dazu betrachten wir dieses mal das Kugelkoor-
dinatensystem
7' sin 6’ cos @’
= 7' sin 6’ sin @’
r' cos 0’

Topr 2w
p = /0/0/0 d®'dr’de’ sin0'r"r' p(r')

Berechnen wir jetzt die einzelnen Komponenten des Dipolmomentes,
so erhalten wir

27
O /0 cos ®'dd’ =0

27
Py o / sin &'d®’ = 0
0
T / I / 1 2 n/ §
Pz / df' sinf cosf’ = -sin“ 0| =0
0 2 0
I =2, Moment 2ter Ordnung, — Quadrupolmoment Betrachten wir nur
den nichst hoheren Term, den dritten Term, in der oben beschriebenen
Entwicklung, so berechnet sich das Potential zu
1 1Qyxix;
 4meg2 1o

$2(r)

wobei sich das Multipolmoment zweiter Ordnung berechnet zu

Qij = 47{60/‘/dV’p(r’)r’SGO,i,j(r’)
MY

' 1
= dV’p(r’)?’lS (}’/) N
]

Jv,
/

dv'o(r')r”® (—:i;)
/]

- 3xixt — 125
I (N5 i7j Y
Jy, avip(r')r <r’5 )

Ve

/ / 1. 2
v, dV'p(r') (Bxixj —r (51-]-)

= Dy
Hier wurde das Quadrupolmoment der Ladungsverteilung D einge-
fithrt. Das Quadrupolmoment ist ein Tensor (Tensor 2" Stufe). Das
Quadrupolpotential berechnet sich zu

_ 1 1Dyxx;

C 4meg2 10

$2(r)

Néhert man sich der Ladungsverteilung, benttigt man zuséatzlich zum
Punktladungs- und Punktdipolpotential das Potential eines Punktqua-
drupoles.
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Beachten Sie hier bitte, dass das Quadrupolmoment ein symmetri-
scher Tensor 2! Stufe ist. Er ist spurfrei

Y Dj = Z/ dv'o(r') <3x§xl{ - r’zéii> =0
i i Ve
Er besitzt insgesamt nur 5 unabhingige Elemente

D11 D1p D3
(Dij) = | D12 Dp Dy
D13 D3 —Di1— Dy

Alles zusammen kann das Potential einer beliebigen inselartigen
Ladungsverteilung bei vorliegenden natiirlichen Randbedingungen in
eine Reihe von sog. Multipolpotentialen entwickelt werden. Bei ge-
niigend grofiem Abstand reichen wenige Terme zur ausreichenden
Beschreibung aus. Die Eigenschaften der Ladungsverteilung bestim-
men die Existenz bestimmter Multipolmomente und deren Starke. Das
Potential ergibt sich dann zu

_1.Q 1 pr 1 Djjxix;
4mey v 4meg 13 dmey 210

¢(r)

Die hier durchgefiihrte Entwicklung wurde in Kartesischen Ko-
ordinaten durchgefiihrt. Eine alternative Entwicklung kann auch in
Kugelkoordinaten durchgefiihrt werden. Dies ist besonders bei ku-
gelsymmetrischen Ladungsverteilungen empfehlenswert. Hier nutzt
man aus, dass die Greensche Funktion in Kugelkoordinaten entwickelt
werden kann mittels

11 > 1 7

T dmegr—r| E) 4rteq 1+l

Go(r—1') P; (cos @)

mit cos © = rr—rr,/ und den Legendreschen Polynomen P;(x) (definiert im
Bereich [—1,1])

1 2
[ dxP)Pu(x) = 501

Die Legendreschen Polynomen sind definiert als

Po=1 P =x, (I+1)Py— (21 +1)xP,+1P_; =0

Alternativ sind sie definiert mit einer differentiellen Gleichung

Py(x) L d (x2—1)l

T 2ltdxd

Damit entwickelt sich das Potential mit Hilfe der folgenden Terme

- 1 o 1 1 11 /
o0 = e E)rlﬂfvp dV'r'! Py (cos ©)p(r)
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Bis zu diesem Punkt wére es eigentlich noch nichts Neues. Die Mul-
tipolmomente wiren noch nicht zu extrahieren, da in cos© r und v/
enthalten sind. Bei Problemen in Kugelkoordinaten ist es daher giinstig,
Kugelflichenfunktionen einzufiihren. Diese koénnen zur Darstellung
der Legendreschen Polynomen benutzt werden. Die Kugelflichenfunk-
tionen sind definiert als

2I+1)(I —m

)! 1/2 .
Ylm(9/¢) = |: 47T(Z+m)! ] le(cose)elm(p

mit den zugeordneten Legendrefunktionen

{ (—1)m (1—22)"2 2By 5

le(x) -

(—1)" s P (x) <0

Additionstheoreme konnen nun benutzt werden, die Legendreschen
Polynome mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen zu entwickeln

4r l * / /
Pr(cos®) = 5 m;_lylm(e @) Yim (6, )
In dieser Darstellung sind die Koordinaten getrennt voneinander. Ein-
setzen in die Gleichung fiir das Potential ergibt

_ 1 = ! 1 im
¢(r) = drteq l;)m;l mmylm(effp)

mit den Multipolmomenten
Qi =470 [ 4V’ ()Y, (6),¢))
Vo

Hier sind dann wieder Aufpunkt und Quelle getrennt.

Ein Vergleich mit den Multipolmomenten in Kartesischen Koor-
dinaten ldsst dann auch die Bedeutung der einzelnen Terme in der
Entwicklung in Kugelkoordinaten nachvollziehbar werden. Fiir den
Entwicklungskoeffizienten mit I = 0 gibt es genau einen Term. Die-
ser entspricht dem Monopolmoment der Ladungsverteilung. Fiir den
Entwicklungskoeffizienten mit [ = 1 gibt es genau drei Terme. Diese
entsprechen dem Dipolmoment der Ladungsverteilung. In logischer
Fortsetzung entspricht der Entwicklungskoeffizient mit / = 2 mit 5 Ter-
men dem Quadrupolmoment. In der Kartesischen Entwicklung gibt es
scheinbar g Koeffizienten, aber nur 5 von diesen sind unabhingig. Der
Entwicklungskoeffizient mit / = 3 und 7 Termen entspricht dem Oktu-
polmoment. Hier hdtte das Kartesische Multipolmoment 27 Elemente,
wovon aber wieder nur 7 voneinander unabhingig gewihlt werden. Ne-
ben dieser formalen Analogie unter Betrachtung der Anzahl der freien
Parameter kann man aber auch das Potential eines Beitrages in der Ent-
wicklung in Kugelkoordinaten projizieren auf die Terme des Potentials
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der gleichen Ordnung in Kartesischen Koordinaten. Diese Projektion ist
eindeutig und die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten kénnen
ineinander tiberfiihrt werden.

Dies kann exemplarisch am Beispiel des Dipolmomentes gezeigt
werden. Die Kugelflichenfunktionen niedrigster Ordnung lauten:

1 3 3 .
= _— = _— = — P— ¢
Yoo ”471' Y10 1/47T cosf, Yip \/;sm(k
_ /5 (3 , 1 _ /18 . i¢ 1 /15 5 21
Yo = i <2cos 0 2), Yy = e sin 6 cos 0e'?, Yo, = i\ o sin” e

Zusitzlich mit der Identditat Y}; = (—1)"Yj_,, folgt, dass qj, =
(=1)" qy(— ) ist bzw. gy, = (=1)" gy, Damit sind zumindest alle
Momente bis zu den Quadrupolen definiert. Jetzt einfach alles in

Qi =470 [ V¥ p(d) Y5, (6, ¢)
VP

einsetzen, um die entsprechenden Koeffizienten auszurechnen. Der

Monopol ausgedriickt in den Momenten in Kartesischen Koordinaten

ergibt sich dann zu

qoo = V4mQ
Entsprechend gilt fiir das Dipolmoment

quo = V12mp,
qu = Vo (px+ipy)
q1-1 = —qp =—Ver (Px - ipy)

Die sphérischen Dipolmomente sind damit eine Linearkombination
der Kartesischen Multipolmomente. Dies gilt auch fiir alle hoheren
Multipolmomente.

Im Folgenden wollen wir die Arbeit ermitteln, die zum Einbringen von
Ladungen Q; [oder einer gesamten Ladungsdichte p(r;)] in ein elektro-
statisches Feld erforderlich ist. Wir wollen somit die potentielle Energie
der Anordnung berechnen, welche auch als Wechselwirkungsenergie
bezeichnet wird. Wir konnen hierzu allgemein zwei Félle unterscheiden.
Zum einen konnen die Ladungen selbst das Feld aufbauen, was als
innere Wechselwirkungsenergie bezeichnet wird. Zum anderen kénnen
die Ladungen in ein vorgegebenes und unverédnderliches Feld einge-
bracht werden. Das wiirden wir als dufSere Wechselwirkungsenergie
bezeichnen. Im Folgenden betrachten wir zunédchst die innere Wechsel-
wirkungsenergie.
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ER B8 Dic innere Wechselwirkungsenergie

Von friither wissen wir, dass die Arbeit um die Ladung Q von oo nach r
zu bringen genau

W= Q¢(r)

betrdgt. Um nun die gesamte gespeicherte Energie in einer Ladungs-
verteilung zu bestimmen, berechnen wir die Arbeit die notwendig ist,
um diese Ladungsverteilung schrittweise aus Punktladungen aufzubau-
en. Dabei muss Arbeit verrichtet werden gegen das Potential, welches
erzeugt wird durch alle bereits anwesenden Ladungen.

1.Q1—)I‘1 (P(I'):O Wi =0
2.Q2 — Ip 4)(1‘2) 47_160 ‘erlrl‘ Wy = ngb(rz)
3.0 21 ¢(r3) = 47%60 [|r3Q1r1\ + \ranrz\} Ws = Qs¢(r3)

)Qi —r; ¢(11) = g Lic1 |r%;]‘ W; = Qi¢p(r;)

Die Gesamtenergie berechnet sich aus der Summe der geleisteten
Arbeiten fiir jede einzelne Ladung

N N N i—1 Qin
W= L= Lot = o N TR
= = j

Formal konnen wir diese Summe symmetrisieren (beide Summen
gehen bis N). Das Ergebnis miissen wir dann nur durch zwei teilen.

11%1\] QiQ;

- 5471(—:0

= o1 1t 1]

Die Wechselwirkungsenergie einer diskreten Anzahl von Ladungen
kann auch ausgedriickt werden mit Hilfe der Kapazitit. Hier betrach-
ten wir erneut das Potential, gegen welches die Ladung i im Raum
positioniert werden muss.

12 Q

47eg =1 |1‘1' — I']|

P(r;) =

Dieses kann ebenfalls geschrieben werden als
1 N

%= Lres ]; PiQ;

¢ ist das Potential am Ort der Ladung Q und P; ist eine Matrix,
welche die Wechselwirkung beschreibt. Sie ist eine Dreiecksmatrix ohne
Diagonale und ist abhidngig von der Geometrie. Dieser Ausdruck ist
formal eine Matrix multipliziert mit einem Vektor, welche wieder einen
Vektor ergibt. Diese Matrix kann auch einfach invertiert werden und
wir erhalten formal eine dhnliche Gleichung

N
Qi =Y Cii¢;
=
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Damit erhalten wir fiir

1 N
W = EZQi‘Pi
i=1

1 N N
= 3 Y. Y Cijgpits
i=1j=1
wobei C;; die Eintrdge des Kapazitétstensors sind. Fiir den Spezialfall
N =1und Q = C¢ erhalten wir
1 Q?
W=C¢* = e
Die in einem Kondenstor gespeicherte Energie ist proportional zur
Ladung und indirekt proportional zur Kapazitét.
Nach dieser Betrachtung diskreter Ladungen, kann der Ubergang

zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen durchgefiihrt werden.

Energie einer Ladungswolke Ausgehend von der Wechselwirkungsener-
gie einer diskreten Ansammlung von Punktladungen

11 i % QiQj
N 2471’60 |I‘i — 1‘]|

i=1j=1#i

kann der Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung durch-

gefithrt werden, in dem wir Q; mit p(r)dV und Q; mit p(r')dV’ assozi-
ieren. Damit erhalten wir fiir die innere Wechselwirkungsenergie

. /
24meq Jv, Jv, [r—r/|

Dies ist die Arbeit zum Aufbau der Ladungswolke. Beachten Sie hier
bitte, die Selbstwechselwirkungsterme sind in diesem Ausdruck ent-
halten, das wir nicht explizit ausgeschlossen haben, dass i # j gelten
soll. Diese Selbstwechselwirkungsterme fithren bei Anwendung der
obigen Gleichung auf Punktladungen zu Divergenzen, bei endlichen
Ladungen ist alles o.k..

Der Aufbau einer Ladungswolke mit einer unendlich stark kon-
zentrierten Selbstwechselwirkung der Punktladung ist ein ungeldstes
Problem der klassischen Physik. Wir kénnen diese Divergenz sehen,
wenn wir von der kontinuierliche Ladungsverteilung wieder zuriick ge-
hen auf eine Punktladung und den Formalismus der kontinuierlichen
Ladungsverteilung anwenden. Die Punktladung als kontinuierliche
Ladungsverteilung wird mit Hilfe der Delta-Distribution beschrieben
als

plr) = Q3(x — 1)

Die Wechselwirkungsenergie berechnet sich dann zu

250 ;o
W — 1 1 / dvdv/ Q 5(1' rl)é(r rl)
24meq Jv, Jv, |r — 1|
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25(r —
11 /dVQ 6(r—rp)
247T€0 Vo |I'—I'1|
1 1 Q?

= = —
247eq 1 — 1y oo

Die Gleichung verliert hier ihre Giiltikgkeit.

Alternative Formulierung der Energie einer Ladungswolke Die Arbeit zum
Aufbauen der Ladungswolke kann auch alternativ mit Hilfe des Poten-
tials ausgedriickt werden. Mit

‘P(r)_ 1 /VdV/ P(r/)

" 47eg

r—r|
erhilt man
1
W= f, v

Hier ist ¢(r) das Potential der eigenen Ladungsverteilung. Die Integra-
tion selbst geht nur tiber das Raumgebiet der Ladung.

Wechselwirkungsenergie als Feldenergie Die Arbeit kann auch ausge-
driickt werden mit Hilfe des elektrischen Feldes. Dafiir sind einige
Umformungen notwendig. Aus der Poissongleichung wissen wir, dass

—c0l8p(x) = pr) = W == [ dvVo(r)2g(n).

Da A¢(r) = 0 auBerhalb der Ladungsverteilung gilt, kann das In-
tegrationsvolumen auf den unendlichen Raum erstreckt werden. Weiter-
hin gilt, nach Anwendung der Regeln der Vektoralgebra, div (¢grad ¢) =
(grad ¢)* + ¢/\¢. Dadurch erhalten wir

€0

wo= =2 [ avemae

= = [ dviv p(r)grad g(x)) + /, 4V [grad p(x)]’

—— €0 2
= 5 (Vm)dV [p(r)grad ¢(r)] + > /Voo dVE(r)

Fiir R — oo fillt das Potential mit 1/R ab, der Gradient des Potentials
fallt mit 1/R? ab und die Integrationsfliche wichst mit R2. Dadurch
fallt der erste Integrand mit 1/R ab und strebt so gegen null. Dadurch
berechnet sich die Wechselwirkungsenergie als

W= [ avQE(r) = [ avuw(r)

Voo o2 Voo
Hier wurde die lokale Feldenergiedichte w(r) = QE?(r) eingefiihrt.
Beachten Sie hier bitte, dass die Integration iiber den gesamten Raum
geht. Dieser Ausdruck der Energie als Funktion des Feldes ist ein
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wichtiges Konzept in allen Feldtheorien. Diese sind damit von von
"Fremdkorpern’ befreit und alle wichtigen Ausdriicke kénnen nur mit
Hilfe des Feldes berechnet werden.

Auch in diesen Ausdriicken ist das Problem der Selbstwechselwir-
kung aber noch nicht beseitigt. Man sieht leicht, dass der obige Aus-
druck auf der Basis der Felder immer positiv und definit ist. Bei zwei
Punktladungen mit unterschiedlichem Vorzeichen ist die Wechselwir-
kungsenergie aber negativ.

Zusammenfassend, und um Konfusion zu vermeiden, haben wir
hier insgesamt drei dquivalente Formulierungen fiir die innere Wech-
selwirkungsenergie gefunden. Diese lauten

/
247eq Jv, Jv, [r — 1|
1
= 3], Ve
_ €02
= /. av 5 E*(r)

Beispiel Die Anwendung dieser Formeln sollen beispielhaft im Folgen-
den demonstriert werden. Dazu betrachten wir eine homogen geladene
Kugel (Ladungsdichte pg, innerhalb eines Radius R). Wir berechnen
zundchst die innere Wechselwirkungsenergie als eine Ladungsdichte
im eigenen Potential.

W= g [, Ve

= o0 [ ave)

Das Potential im Kugelinneren haben wir friiher bereits berechnet. Das
Ergebnis war

1
Plr) = 47?60 2R3 (3R2 - rZ)

mit Q der Gesamtladung der homogen geladenen Kugel. Einsetzen in

den obigen Ausdruck ergibt

1 Q [3p0 po [R 22
W = 547750 _ﬁ vpdV_ZR?’./o /Qd(?d(pdrsmﬂrr
1 Q [3Q po 4nR®
- 24mey |[2R 2R3 5 }
1 [3Q 30
- 2 477e _2R_10R}
3 @
- 547‘[601{

Alternativ konnen wir die Wechselwirkungsenergie auch als Feldener-
gie berechnen. Das entsprechende Feld einer homogen geladenen Kugel
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haben wir ebenfalls frither bereits berechnet und kénnen dieses jetzt
verwenden. Das elektrische Feld lautete im Speziellen

0
Ei = E,‘-e;a:;?o?’
1 Q
E = E”'er:47'cc5072

Dieses elektrische Feld wird in die entsprechend Gleichung zur Berech-
nung der inneren Wechselwirkungsenergie eingesetzt und wir erhalten:

144

€0 -2
V—E
de > EX(r)

2 2

€0 00 e ( Q 1
= D[ v (o €0 dv =

2 Jy, <3€0r> + 2 <4neo> v, 1r*

2 2
_ e, (R o po € [ Q /‘°° 2 1
= 247{/0 drr (360}’) + > <47T€0 47T.R drr "
2 5 2

€0 ( Po R e ( Q 1
= D(L0) gt 4 0 A

2 <3€o> ™5 to <47reo) "R

drp, ) L1, @1
4meg 10R ~ 47meg 2R

3 @
5 47T€0R

Die dufSere Wechselwirkungsenergie zweier Ladungswolken

Bisher haben wir nur die innere Wechselwirkunsgenergie betrachtet.
Jetzt wollen wir die dufiere betrachten, bei der wir davon ausgehen,
dass eine duflere Ladungsverteilung bereits existiert [p,(r')] und diese
ein entsprechendes elektrisches Feld [E,(r)] bzw. ein dazugehoriges
Potential [¢,(r)] erzeugt. Das Einbringen von neuen Ladungen Q; soll
pa(r') und damit E,(r) bzw. ¢,(r) nicht verdndern. Die Wechselwir-
kungsenergie zwischen den Ladungen Q; und dem vorgegebenen Feld
bzw. Potential ist dann gegeben als

W= Z Qi¢a(r)

Hier betrachten wir keine Wechselwirkung der Ladungen untereinan-
der, sondern lediglich die Wechselwirkung zwischen den Ladungen
und dem Feld. Bei dem Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungs-
verteilung ergibt sich eine Wechselwirkungsenergie von

W= /V1 AV p1 (1) ()

Beachten Sie hier bitte, dass im Vergleich zu inneren Wechselwirkungs-
energie, bei der der Aufbau der Ladungswolke betrachtet wurde, der
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Faktor 1/2 weggefallen ist. Alternative Formulierungen kénnen gefun-
den werden, wenn wir die Ursachen des Potentials, die Ladungsvertei-
lung p, (1), explizit mit berticksichtigen

Pa(r) = ! /V av’ Pa(r')

 4re [t — 1|

Dann ergibt sich fiir die duflere Wechselwirkungsenergie

/
— 1 / dv/dvpl(r)pﬂ(r )
4mteg Jv;, Jv, [t — 1|

Diese Ausdriicke beschreiben also die Wechselwirkung zwischen zwei
existierenden Ladungsverteilungen. Sie beschreiben die Arbeit, die not-
wendig ist, um beide Ladungsverteilungen ohne Formédnderung an ihre
Plitze zu bringen. Im Gegensatz zur inneren Wechselwirkungsenergie
koénnen diese allgemeinen Ausdriicke auch verwendet werden, um die
Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Punktladungen zu berechnen.
Mathematisch konnen diese erfasst werden mittels Delta-Distributionen
als p1(r) = Q16 (r —1y) bzw. p,(r') = Q26 (¥ — 1p). Eingesetzt in die
obige Gleichung kann die Wechselwirkungsenergie berechnet werden
zZu

1 0102

" 4rmeg 1 — 1o

Dies ist ein uns wohl bekannter Ausdruck, der auch keine Singularitdten
besitzt.

Die duflere Wechselwirkungsenergie einer ausgedehnten, aber eng
begrenzten Ladungsverteilung mit einem dufSeren Feld

Im Folgenden wollen wir in Analogie zur Multipolentwicklung vorge-
hen und die Wechselwirkungsenergie explizit ausrechnen unter Bertick-
sichtigung von Multipolmomenten der Ladungsverteilung. Wir werden
das anschlieffend noch fortsetzen und neben der Energie auch die Kraft
und das Drehmoment der Ladungsverteilung im vorgegebenen Feld
bestimmen. Ausgangspunkt ist die vorher gefundene Gleichung fiir die
duflere Wechselwrkungsenergie einer Ladungswolke im dufSeren Feld

Wo= [ aVipi(e+)gu(r+1)
W

Wir wollen davon ausgehen, dass die Ladungsverteilung rdumlich
stark begrenzt ist, so dass wir das Potential in ndherer Umgebung der
Ladungsverteilung in eine Taylorreihe entwickeln kénnen

Pale+7) % Qalr) + Pus(E)x] 3 i (0]

1
(P“(r) - Eui(r)x; - QEui,j(r)x:x} + ...
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Bevor wie diesen Ausdruck einsetzen, fiihren wir noch eine weitere
Rechnung durch, welche wir benétigen, um den letzten Term dieser
Reihenentwicklung durch einen weiteren Term in eine uns genehme
Form zu bringen. Da p, = 0 in Vj ist, gilt %r’zdivEu = 0. Das Feld
E; hat keine Quelle in Vj. Diese oben gewihlte Form mit dem etwas
komisch anmutenden Vorfaktor ist hilfreich, um den folgenden Term
zu generieren, welcher ebenfalls null ist.

1 1
gx;xl,Eai,i = gxfx;Eai,]-éij =0
Kombinieren wir diesen Ausdruck mit dem letzten Term der oben

durchgefiihrten Entwicklung, erhalten wir fiir das Potential

1
Ga(r+1") = ¢a(r) — Eg(r)x; — 5 (3’4’“} - x{x{&i]-) Eaij+- -

Einsetzen in die Wechselwirkungsenergie ergibt

W, = /VldV/pl(r—f—r’)(pa(r—i—r’)
_ /V]dV’pl(r—i-r')(])a(r)—/V] AV p(x+ 1) - Ea(r)

—% /Vl dV/pl (r+ I',) (3x§x} — x;xféi]-) Ea,-,j(r) B R
= QurPa(r) — pir - Ea(r) — %Dlierai,j(r) -
Der etwas exotische Subscript r soll hier lediglich beschreiben, dass die
Multipolmomente evaluiert worden sind relativ zur Koordinate r.

Wir sehen physikalisch an dieser Gleichung, dass die Ladungsver-
teilung in Momente zerlegt werden kann und jedes dieses Momente
in einer ganz spezifischen Weise mit dem Feld wechselwirkt. Das Mo-
nopolmoment (Punktladung) Q wechselwirkt mit dem Potential am
Raumpunkt. Das Dipolmoment (Punktdipol) p wechselwirkt mit dem
elektrischen Feld am Raumpunkt und das Quadrupolmoment der La-
dungsverteilung D;j wechselwirkt mit der Ableitung des Feldes. Dieser
Term ist daher nur nicht-null in einem rdumlich inhomogenen Feld.

Perspektivisch sind diese Betrachtungen sehr wichtig, z.B. auch in
der Quantenmechanik, wenn sie die Wechselwirkung eines (quanten-
mechnisch beschriebenen) Dipols in einem (klassisch beschriebenem)
elektrischen Feld beschreiben wollen. Dort werden sie eine Hamilton-
funktion benutzen, welche die Gesamtenergie des Systems beschreibt.
Die Energie durch die Wechselwirkung wird gerade genau durch den
zweiten Term in der Entwicklung hier gegeben sein. Daher wollen wir
uns diesen Term noch einmal genauer ansehen und kurz diskutieren,
indem wir die Wechselwirkungsenergie eines Dipols im dufseren Feld
beschreiben.

Fiir ein Dipol verschwindet zunéchst einmal die Gesamtladung
(Q = 0), weshalb die Energie eines Dipols im dufleren Feld unter
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Vernachldssigung hoherer Terme 9 gegeben ist als 9 Jedes Molekil, sei es auch noch so klein,
wird auch ein Quadrupolmoment besit-
Wp=—-p-E zen (aufer es ist aus Symmetriegriinden

null, was aber nur verlangen wiirde, den
ndchst hoheren Term zu berticksichtigen),

Das System strebt immer einen Zustand niedrigster Energie an, weshalb was prinzipiell hohere Korrekturterme

der energetisch gtinstigster Zustand erreicht wird, wenn der Dipol suggerieren wiirde. Die Beschrinkung
parallel zum Feld ausgerichtet wird. Der Dipol wird also in das Feld auf den Dipol ist aber haufig vollig aus-
reichend; man spricht dann von der Di-

gezogen. Es wird Arbeit gewonnen. polniherung
Ein interessanter und relevanter Spezialfall der Betrachtung ist die

Wechselwirkung eines Dipols im Feld eines anderen Dipols; man wiirde

das ganze als Dipol-Dipol-Wechselwirkung beschreiben. Das elektrische

Feld eines Dipols lautet

1 3r(r-p1) —r’py

E =
1(1) 4meg 0
Die Wechselwirkungsenergie Wpp = —p; - E; ist dann explizit gegeben
als
W — 1L Prp2=3(7-p2) (7-P1)
DD =

47eg r3

Die Wechselwirkungsenergie ist proportional zu 1/r>. Neben dem
Abstand ist auch der Winkel zwischen p1 und p; relevant. Man kann
die folgenden Zusammenhinge tiberpriifen

7 Wpp = Wp = 1 Plr'3P2

47eg

T Wpp = —Wp
—— WDD = 2W0
—— WDD = —2W0

Eine antiparallel Ausrichtung ist energetisch giinstiger fiir zwei Dipole,
die nebeneinander liegen. Eine parallel Ausrichtung ist energetisch
glinstiger fiir zwei Dipole, die hintereinander liegen.

Kraft auf Ladungsverteilung im dufleren Feld

Ein frei bewegliche Ladungsverteilung (charakterisiert durch eine Ge-
samtladung und ein Dipolmoment, auf welche wir uns hier beschran-
ken mochten) in einem duferen elektrischen Feld wird versuchen, seine
Energie zu minimieren. Auf diese Ladungsverteilung wirkt eine Kraft,
die zu einer Beschleunigung fiihrt, die gerade dem negativen Gradien-
ten der Wechselwirkungsenergie entsprechen wird. Die Ladungsver-
teilung wird ein lokales Minimum suchen, welcher einem stationédren
Zustand entsprechen wird. Diese Kraft wollen wir im Folgenden kurz
explizit berechnen. Dazu gehen wir von der Wechselwirkungsenergie
aus und berticksichtigen Terme bis zum Dipol

W, = er(f’a(r) — Pir- Ea(r)
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Die auf die Ladungsverteilung wirkende Kraft berechnet sich dann zu
F(r) = —grad, W = Q1,Es(r) + grad [pir - Es(1)]

Den letzten Term konnen wir ausschreiben in zwei Terme
grad [p-E] = p x rotE+ (p - grad) E

wovon der erste im Rahmen der Elektrostatik verschwindet (die Wirbel
des elektrischen Feldes eines zeitlich konstantem Dipolmoment einer
Ladungsverteilung verschwinden). Damit berechnet sich die Kraft auf
die Ladungsverteilung in Dipolndherung zu

F(r) = Fgo(r)+Fp(r)
= Quka (I‘) + [Plr : grad] E, (l‘)

Die Kraft speziell auf einen Dipol ldsst sich ausrechnen zu

F(r) = [p1r - grad] Eq(r)

Damit eine solche Dipolkraft wirkt, muss die Ladungsverteilung selbst
ein Dipolmoment besitzen und das Feld muss inhomogen sein.

Drehmoment auf Ladungsverteilung im iufSeren Feld

Neben einer Kraft, welche eine translatorische Bewegung verursachen
wird, wird auch ein Drehmoment auf die Ladungsverteilung ausgetibt
werden, welche eine rotatorische Bewegung um einen Schwerpunkt
verursachen wird. Die Drehmomentdichte relativ zu einem Bezugs-
punkt betrdgt (unter Annahme hier eines homogenen Feldes in der
Ladungsverteilung)

m(r+v) = ¢ xf(r+7r)
= ' xpi(r+1)E(r+7)
— ¥ xpy(r+7)Eq(r)
— Ypy(r+7) x Eqlr)
Das Drehmoment berechnet sich dann zu

M(r) = dV'm(r+71)
Vi

- [ /V1 dV't oy (r + r’)} x Eq(1)
= pir X Eo(1)

Ein Drehmoment stellt sich also nur ein fiir p # 0. Die Gesamtladung
selbst spielt hier keine Rolle. Wir beobachten, dass ein homogenes Feld
den Dipol drehen wiirde.






B E ektrostatik bei Anwesenheit von Lei-
tern - das Randwertproblem

Bisher betrachten wir die Elektrostatik ausschliefSlich im Vakuum. Die
Ladungen dort sind rdumlich fest [beschrieben mittels p(r)] und fithren
zu einem elektrostatischen Feld [E(r)] bzw. einem damit assoziierten
Potential [¢(r)].

Jetzt wollen wir zusétzlich zu diesem Szenario die Anwesenheit von
Medien betrachten. Dies ist ungleich komplizierter, da sich alle Materia-
lien zusammensetzen aus freien und gebundenen Ladungen, Dipolen
oder auch Quadrupolen, welche ihrerseits wieder Felder erzeugen.
Diese Felder wirken zurtick auf die Momente und ein neues Gleich-
gewicht in den Feldern wird sich einstellen. Die Berticksichtigung der
allgemeinen Eigenschaften von Medien fithren wir in einem spéteren
Kapitel durch (Elektrodynamik der Kontinua). Wir konzentrieren uns
daher zundchst einmal auf den Spezialfall von Leitern. In dem Leiter,
welchen wir hier betrachten wollen, sind die Ladungen frei beweglich,
die Gesamtladung verschwindet aber.

Ich mochte Sie gleich darauf hinweisen, dass die Betrachtung der
Wechselwirkung eines elektrischen Feldes mit diesen Ladungen zu
einem Widerspruch im Rahmen der Elektrostatik fiihrt. In Anwesenheit
eines elektrischen Feldes wird eine Kraft auf sich im Leiter befindli-
chen Ladungen ausgetibt. Dies fiihrt zu einer Bewegung der Ladungen,
welche in der Elektrostatik jedoch verboten ist. Dieser scheinbare Wider-
spruch kann nur aufgelost werden, wenn der Leiter in seinem Inneren
als feldfrei angenommen wird. Diese Erkenntnis fithrt zu einigen wich-
tigen Schlussfolgerungen:

e Im Leiter verschwindet das elektrische Feld, E=0 — ¢ = const..
Das Potential im Leiterinneren ist konstant.

e Leiteroberflachen sind daher Aquipotentialflichen.

* Wegen E = —grad ¢ — E steht senkrecht auf der Leiteroberfliche
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e Feldlinien stofien (entspringen) senkrecht in (auf) der Oberfldche
und enden (beginnen) dort.

¢ Vermutung: Quellen und Senken des Feldes befinden sich nur auf
der Leiteroberfldche

Mathematisch ausgedriickt bedeutet dies:
eo/ E(r) df=0 — Q=0
V)

fir eine Integrationsoberfldche im Inneren des Leiters. Im Inneren eines
Leiters sind daher keine Ladungen. Alle Ladungen sind an der Ober-
flache lokalisiert. Diese Oberfldchenladungsdichte wird beschrieben
mittels 7(r). Bei erneuter Zerlegung des elektrischen Feldes in eine
Normal- und eine Tangentialkomponente:

E(r) = En(r) + Ee(r) = Eu(r) -n+ Ef(r) - t

lassen sich aus den allgemeinen Ubergangsbedingungen (mit dem
zusétzlichen Subscripts ‘i’ fiir innen und ’a’ fiir aufSen)

r
Ean(r) — Ein(r) = 77(_50) und Ea(r) — Ei(r) =0
die Ubergangsbedingungen an der Grenzfliche eines Leiters (Feld im
Inneren verschwindet) ableiten

Ean(®) ) = L und Eu(@)]i) (0 = 0

Weiterhin gilt mit (n- E,) = —n - grad ¢, = —%

1) = —¢p 22l

on |y

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes und die Normalablei-
tung des Potentials sind unstetig an der Leiteroberfldche (vgl. Durch-
gang durch geladene Flachen). Die Tangentialkomponenten verschwin-
den an der Leiteroberflache.

Weiterhin tritt das Phdnomen der Influenz auf. Eine Ladungsdichte
o im freien Raum ruft eine Gegenladung auf Leiteroberfldche hervor (p
unverdndert), man spricht dann von einer influenzierten Ladung.

Physikalisch kann man sich das Randwertproblem in verschiedenen
Kategorien vorstellen. Verstehen Sie das bitte als verschiedene Klassen
von Problemen, welche Sie sich vorgeben konnen.

1. Ein bestimmtes Objekt kann durch spezifiziert durch eine Gesamt-
ladung und eine Geometrie. Dann wird sich das Potential und die
Oberflachenladungsdichte auf diesem einstellen. Diese gilt es in An-
wesenheit von Leitern und/oder anderen Ladungen zu berechnen.
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2. FEin bestimmtes Objekt mit einer spezifischen Geometrie kann geer-
det sein. Technisch stellt die Erdung eine elektrisch leitfadhige Verbin-
dung mit dem elektrischen Potential des Erdbodens dar. Sie stellt ein
Referenzpotential dar. Dann wird das Potential auf der Oberflache
ebenfalls null sein; es stellt sich eine Oberflachenladungsdichte und
eine Gesamtladung ein. Dies stellt sich ein, da Ladungen auf dieses
mit einem festen Potential verbundenen Objekt auf und ab fliefSen
konnen, je nachdem wie es benotigt wird zur Realisierung einer
spezifischen Oberflichenladungsdichte. Zur vollstindigen Losung
des Problems miissen Sie die Gesamtladung und die Ladungsdichte
berechnen.

3. Weiterhin kann ein bestimmtes Objekt mit einer spezifischen Geo-
metrie an eine Spannungsquelle angeschlossen sein. Diese Span-
nungsquelle fixiert das Potential auf der Oberfldche; es stellt sich
ebenfalls eine Oberflichenladungsdichte und eine Gesamtladung ein,
welche es zu berechnen gilt in Anwesenheit von anderen Leitern auf
einem festen Potential und/oder Objekten mit einer vorgegebenen
Gesamtladung *.

Bestimmung aller unbekannten Grofien in de jeweiligen Problemklasse
fiir gegebene Randwerte ist das Kernproblem der Elektrostatik. Mathe-
matisch betrachtet sitzen Ladungen auf Oberfldchen und als Raumla-
dungen im Vakuum. Das Feld gentigt

ngr) = -2

€0

und das Potential auf der Oberfliche der verschiedenen Leiter ist
konstant

¢i(r) = const. auf (V;)

Die Losungen hidngen hier von der influenzierten Ladungen ab. Eine
konsistente Losung zu finden ist wesentlich schwieriger als im Vakuum.
Die Diskussion verschiedener Ansdtze zur Losung dieses allgemeinen
Problems ist Gegenstand dieses Kapitels.

Der einfachste Fall taucht sicherlich auf, wenn das Potential ¢(r) im
gesamten Raum bekannt ist und wir lediglich noch die dazugehorende
Raumladungsdichte bzw. die Oberfldchenladungsdichte ausrechnen
sollen. Diese ergeben sich aus

1. = p(r) = —egL¢(r) — Raumladungen
2. = ni(r) = — €Oa4$7§lr) . mit L; = (V;) — Oberflichenladung

i

* Unter Beachtung von Ursache und Wir-
kung sollte man sich merken, dass aus
einer Steckdose kein Strom flief$t son-
dern dort liegt eine Spannung an. Diese
Spannung stellt eine Potentialdifferenz
dar, durch welche Elektronen beschleu-
nigt werden. Erst dann fliefit ein Strom.
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Als einfaches Beispiel mag hier eine geladene, leitende Kugel im Va-
kuum dienen. Die Geometrie dieses Problems ist offensichtlich bekannt.
Und auch das Potential dieser geladenen Kugel ist bekannt (friihere
Betrachtungen) und berechnet sich zu

fur Raumpunkte auflerhalb der Kugel. Die Raumladungsdichte berech-
net sich mit Hilfe der obigen Gleichung nach Anwenden des Laplace-
operators auf das Potential zu

Agb(r):Aé:O fiir r # 0

Aufierhalb der Kugel (r > R) gibt es also keine Raumladung.
Die Oberflichenladungsdichte berechnet sich zu

I¢(r)

A
n(r) = —eo o

R R

Die Gesamtladung kann dann mittels Integration der Oberfldchenla-
dungsdichte ausgerechnet werden

_ e Ay p2
Q—/(V)iy(r)df—eoRzélnR = 47epA

Die Losung dieses Grundproblems ist offensichtlich relativ einfach.
Héufig ist aber gerade das Feld/Potential im gesamten Raum nicht be-
kannt und man muss es gerade aus der Raumladungsdichte errechnen,
bei vorgegebener Geometrie der Leiter und den entsprechenden Rand-
werten fiir das Potential. Dies werden wir im Folgenden diskutieren.

VSR Linpirische Methode

In sehr einfachen Situation und mit etwas Gliick koénnen Sie das Pro-
blem durch einen empirischen Ansatz l6sen. Vergleichbare Ideen wer-
den wir spéter wieder begegnen, wenn wir die Methode der Spiegella-
dung diskutieren werden.

Bei der empirischen Methode zdumen Sie das Pferd von hinten auf.
Die Grundidee ist, dass wir wissen, dass die Leiteroberflichen Aquipo-
tentialflichen sein sollen. Man gebe sich also eine beliebige Ladungs-
verteilung im Vakuum vor und berechne das Feld bzw. das Potential
mit einer Methode der Wahl, z.B. durch Losen der Laplacegleichung
Ng(r) = —%f). Das Potential und somit seine Aquipotentialfldchen
sind damit bekannt. Diese Aquipotentialflichen konnen Sie dann retro-
spektiv definieren als Grenzflachen von Leitern, welche ein bestimmtes
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Potential auf der Oberflidche haben. Dieses soll gerade genau dem Wert
der beriicksichtigen Aquipotentialfliche entsprechen. Dann wiirden
Sie wieder das gesamte Potential im Raum kennen und koénnten alle
abgeleiteten Grofien berechnen.

Dieser Ansatz ist aber nattirlich in der Praxis fiir viele Situationen
nicht sehr hilfreich, da Sie die Geometrie nicht erst definieren mochten,
wenn das Potential bekannt ist, sondern eher vorher. Daher benétigen
wir eine allgemeine Losung des Problems.

SRl [ osung des Problems als Randwertaufgabe - das Randwertproblem
der Elektrostatik

Formulierung des Problems Bekannt sind also die Raumladungsdichte
p(r), die Geometrie der Leiter (Oberfliche gegeben durch L;) und die
Randwerte. Die Losung dieses Problems kann in zwei Grundaufgaben
unterschieden werden, abhdngig davon, welche zusatzlichen Grofien
als Randwerte vorgegeben sind.

Die erste Grundaufgabe nimmt an, dass ¢; auf L; gegeben ist. Das
fiihrt zu einem Dirichletproblem. In der bereits oben genannten Skiz-
zierung der Klassen der Randwertprobleme, wiirde dies der zweit- und
drittgenannten Klasse entsprechen. In dem einen Fall ist das Potential
auf der Leiteroberfldche null. In dem anderen Fall besitzt das Potential
auf der Oberfldche einen von null verschiedenen, aber vorgegebenem
Wert.

Die zweite Grundaufgabe besteht darin, dass die Gesamtladung
Q; auf L; gegeben ist (erstgenannte Art der oben genannten Klasse).
Dieses Problem kann auf ein Dirichletproblem zuriickgefiihrt werden,
weshalb wir uns im Folgenden verstarkt auf die Losung der ersten
Grundaufgabe konzentrieren wollen.

In beiden Grundaufgaben muss eine Losung der Poissongleichung

gefunden werden, wobei entweder ¢; oder Q; auf L; vorgegeben sein
muss. Das bezeichnet man als eine Randwertaufgabe. Wir skizzieren
im Folgenden Losungsalgorithmen fiir diese beiden Grundaufgaben.

1. Grundaufgabe

Diese erste Grundaufgabe bezeichnet man als ein Dirichletproblem.
Hier betrachten wir geerdete Leiter (¢; = 0) oder Leiter, die mit einer
Spannungsquelle verbunden sind. Ladungen kénnen auf- und abflielen,
je nachdem wie es benétigt wird, das vorgegebene Potential sicherzu-
stellen. Bekannt sind p(r) und ¢;(r) auf L;. Um alle oben genannten
Groflen zu erhalten, wiirde man algorithmisch wie folgt vorgehen:
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1. Man berechnet als erstes das Potential ¢(r)

2. Man berechne als nédchstes die Oberflachenladungsdichte auf den

Leitern 7;(r) = —¢ 34575:) )

3. Man berechne anschlieffend die Gesamtladung auf dem Leiter Q; =
Jr, mi(r)df

Beachten Sie hier bitte, dass wir im Folgenden zwei verschiedene
Arten von Normalenvektoren relativ zu Oberfldchen betrachten.

1. Wenn wir, wie oben, die Normalableitung relativ zu einer Leitero-
berfldche berechnen (ny), zeigt dieser Normalenvektor vom Leiter
weg.

2. Wir werden aber spiter auch verschiedene Integralsidtze verwen-
den, in denen tiber das Raumgebiet aufSerhalb der Leiter integriert
werden. Als ein Teil des Gausschen Satz konnen diese Volumenin-
tegrale als Oberflichenintegrale geschrieben werden, in denen die
Normalkomponente des Feldes integriert wird {iber die Oberfldche.
In diesen Integralen zeigt der Normalenvektor dann in die Leiter
hinein, da er senkrecht auf der Oberfliche des Volumens steht, iiber
den integriert wird.

2. Grundaufgabe

Hier betrachten wir isolierte Leiter, ¢; und #;(r) sind nicht bekannt
(wir wissen nur, dass ¢; konstant ist). Die Ladungen kénnen nicht
abflielen, deren Gesamtladung ist also vorgegeben. Wenn der Leiter
aufgeladen ist, stellt sich zusétzlich zu p(r) noch eine Oberfliachen-
ladungsdichte 7;(r) = —¢ ag—g) . ein; und somit auch die Norma-

lableitung des Potentials auf der Oberfliche. Bekannt sind p(r) und
Q; = f L. 7i(r)df . Um alle oben genannten Grofen zu erhalten, wiirde
man algorithmisch wie folgt vorgehen:

1. Man berechnet als erstes das Potential ¢(r)

2. Man berechne als nédchstes die Oberflachenladungsdichte auf den

Leitern 7;(r) = —€p 841;73) .

3. Man berechne anschlieffend das Potential auf den Leitern ¢;

Losung der Randwertaufgabe der Elektrostatik mit der Methode der Green-
schen Funktionen Das allgemeine Ziel besteht darin, eine Losung der
beiden Grundaufgaben fiir beliebige Ladungsverteilungen zu finden.
Die Geometrie soll vollkommen durch die Greensche Funktion beschrie-
ben werden. Die konkrete Aufgabe wird dann einfach durch Angabe
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von p(r) und den Randwerten gelost. Die Methode ist damit sehr
elegant, méchtig und universell einsetzbar. Praktisch besteht das Pro-
blem hé&ufig darin, die passende Greensche Funktion fiir eine gegebene
Geometrie zu finden. Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, dass
dies fiir einfache Geometrien mit der Methoden der Spiegelladungen
moglich ist. Fiir komplizierte Geometrien muss man auf numerische
Rechenprogramme zurtickgreifen.

Daher wollen wir unser Vorgehen in zwei Schritte unterteilen. In
einem ersten losen wir das Problems fiir beliebige p(r) und Randbe-
dingungen unter der Annahme, dass die Greensche Funktion bekannt
ist. In einem zweiten Schritt werden wir die Greensche Funktion fiir
bestimmte Geometrien berechnen.

Allgemeine Lésung des Problems

Hier wenden wir den 2"" Greenschen Satz

46 [6(e)grad 9(x) —p(r)grad ()] = [ 4V Ig(r)Ay(r) —p(x) 29(x)]

an fiir p(r) = G(r,v') und ¢(r) = ¢(r), was zu

! / aG(r’r/) / a(P(r/) _ !/ / ! AN r r/ li r/
[, 47 [ G ) 67— [ avrfp) A6 d) ~Gla ) ')

fuhrt. Beachten Sie hier bitte, die gestrichene Normalenableitung zeigt

in den Leiter hinein. Der gestrichene Laplaceoperator besagt, dass er
auf die gestrichene Koordinate angewandt wird.
Alles was wir zusétzlich noch fordern ist, dass

—eoA'G(r,v') =8(r— 1)
und
—eAp(x') = p(r')

gilt. Beachten Sie hier bitte, dass die Wahl der Randbedingung zur
Losung der Poissongleichung fiir die Greensche Funktion die Struktur
der Losung beeinflusst. Allgemein erhalten wir aber

€0 /(V) df’ [(P(r/)aca(,l;,/r/) _G(r,r/)aqgil;/)] _ /VdV’G(r,r’)p(r’) o

Damit bekommen wir die allgemeine Losung des Randwertproblems
fiir das Potential

#lo) = /v dV'G(r,r')p(r') — e /( i {cp(r’) aG;;’,r,) ~GrY) &g}(j)

Diese Gleichung ist gelost, wenn die Greensche Funktion und die Rand-

werte (Potential und Normalableitung) bekannt sind. Dabei bezeichnet
die Vorgabe des Potentials auf dem Rand ¢gang(r) als die Dirichletsche
Randbedingung. Die Vorgabe der Normalableitung des Potentials auf

dem Rand agir) Rand wird als die von Neumannsche Randbedingung
an
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bezeichnet. Sind diese beiden vorgegeben, kann die Gleichung sofort
gelost werden. Allerdings ist die Gleichung dann iiberbestimmt. Da-
her wird normalerweise eine zusitzliche Forderung gestellt, so dass
entweder der erste Term oder der zweite Term des zweiten Integrals
verschwindet. Diese Forderung konnen mit geeignet gewdhlten Rand-
bedingungen zur Losung der Greenschen Funktion forciert werden.

Beachten Sie bitte, dass G(r,r’) hier fiir beliebige Geometrien gelten
soll; im Gegensatz zur frither verwendeten Greenschen Funktion des
Freiraums Gy(r,t’). In dieser allgemeinen Greenschen Funktion sind
alle Informationen beziiglich der Geometrien enthalten. Die Randbedin-
gung, die die Greensche Funktion gentigt, sind noch nicht spezifiziert.

Die Forderungen, welche wir an G(x, Y ) stellen, lautet, dass sie der
folgenden Gleichung gentigt

—eoAG(r, ') = §(r— 1)
Die allgemeine Losung der Greenschen Funktion lautet

1 1
L AN / /
G(r,t) = g =7 + F(r,t') = Go(r,¥') + F(r, 1)

mit AF(r,r') = 0 und den richtigen Randbedingungen.

1. Grundaufgabe (Potential auf Leiteroberfliche vorgegeben,
Dirichletsches Problem)

Die Forderung, dass die Greensche Funktion als Randbedingung zur
Losung der entsprechenden Poissongleichung

G(r, 1) 0

rel; —
verschwindet, fithrt zu der Dirichletschen Greenschen Funktion. Dann
verschwindet der zweite Term des obigen Integrals und bei Vorgabe
des Potentials auf der Leiteroberfliche (Dirichletsches Problem) ist
das Gesamtproblem sofort 1osbar (ausrechnen des Potentials, erster
Teilschritt des Losungsalgorithmus), wenn die Greensche Funktion
einmal bekannt ist. Die Losung des Potentials ist dann

o) = [ VG ) —a [ af o) 29T

Die Losung dieser Gleichung gilt fiir Randwertaufgaben mit beliebi-
gem ¢(r) auf dem Rand. Im Speziellen aber gilt fiir Leiter, bei denen
das Potential auf der Oberfldche konstant ist

¢(r) ‘Li = ¢; = constant

die folgende Losung

00) = [ VGl )ol) - Lo [ af'ea™ )
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mit der Normalableitung in den Leiter hinein. Diese Losung ldsst sich
kompakter schreiben mit Hilfe der Geometriekoeffizienten I';(r) als

P(r) = Pp(r) + Z¢iri(r)

wobei ¢,(r) das Potential der reinen Ladungsverteilung ist und der
letzte Term kann verstanden werden als das Potential hervorgerufen
durch induzierte Oberflichenladungen. Die Geometriekoeffizienten
sind definiert als

L= [, df'

Mit bekannter Ladungsverteﬂung, Greenschen Funktion und dem Po-
tential auf der Oberfliche der Leiter ist das Problem gelost.
Einige Bemerkungen sollen noch gemacht werden zu dieser Losung.

aG(r r)

* Das Potential der reinen Ladungsverteilung auf der Oberfldche des
Leiters veschwindet ¢, (r)] L= 0, da die Greensche Funktion auf der
Leiteroberfliche in Ubereinstimmung mit den getroffenen Randbe-
dingungen verschwindet, G(r, ') . 1, = 0. Eigentlicht ist die oben

gewihlte Randbedingung G(r, 1), 1, = 0 ,aber wir werden spéter

zeigen, dass diese beiden Forderungen identisch sind.

¢ Die Geometriekoeffizienten I';(r) sind 1 auf dem Rand i und 0 auf
dem Rand j # i.

* Der Laplaceoperator angewandt auf die Geometriekoeffizienten ist
null, AT;(r) = 0.

2. Grundaufgabe

Bei der zweiten Grundaufgabe wird die Gesamtladung auf der Ober-
ﬂéiche der einzelnen Leiter vorgegeben. Bekannt ist also p(r) und
= | L 1i(r)df. Gesucht wird das Potential im gesamten Raum ¢(r)

und die Oberflichenladungsdichte #;(r) = — eoa‘g# ’L sowie das (kon-
stante) Potential auf den einzelnen Leitern ¢;. Die Idee ist zu zeigen,
dass dieses Problem auf die Losung der 1" Grundaufgabe zuriickge-
fiihrt werden kann. Diese haben wir gerade gelost und konnen diese
Losung dann wiederverwenden. Wir werden im Folgenden explizit
ausniitzen, dass wir wissen, dass

0= [ i = e [ ar°%

an]

ist. Beachten Sie hier bitte, dass die Oberflichennormale aus dem Leiter
heraus zeigt. Wir benutzen hier die bekannte Losung fiir das Potential
des ersten (Dirichletschen) Problems

P(r) = ¢p(r)+2¢iri(r)
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— /VdV/G(I‘,I‘/)p(I‘/)+Z¢iri(r>

Leider ist in dieser Gleichung das Potential auf der Leiteroberfldche
noch nicht bekannt. Wir versuchen daher, das Potential durch uns
bekannte Grofien auszudriicken

Q= [ mwdf = e | af

I¢(r)
aﬂ]’

L
I

_ ¢y (r) _ ‘ aI’;

0 [, U G~ L /<v,.> o
S ind C..

Q= [, O+ ac

Q = QM+ eC

Hier wurden die geometrieabhdngigen Kapazitdtskoeffizienten einge-
fihrt

ar';(r)
Ci = Ci=—e / e
ij ji 0 (V]) f an]'
92G(r, 1)
2 / ’
= € dfdf' ——=—=
‘ /(1/]) /(V» 1 ian;
. Beachten Sie bitte, in der letzten Integration zeigt die gestrichene
Normalenableitung in den Leiter hinein, die ungestrichene hinaus.
Weiterhin wurde die von der Raumladungsdichte abhdngige induzierte
Ladung

QM =—e | d
= [ df

]

Ipp(r) / ind

an; ~ Joy 7 (r)
berechnet. Beide Ausdriicke konnen explizit berechnet werden, denn
alle entsprechenden Grofien sind bekannt. Wegen der endlichen Feld-
energie is Cj; nicht singuldr und die Matrix kann entsprechend invertiert
werden zu Cl.; ! Dadurch kann die obige Gleichung umgestellt werden
zur Berechnung des konstanten Potentials ¢; auf jeder Leiteroberflache.

Q= QM+ LG — ¢i= chl (Qj - Q}nd)
i j

Damit haben wir das Ziel erreicht. Wir haben das Potential auf der
Leiteroberfldche durch bekannte Grofien ausgedriickt. Mit diesem be-
kannten Potential auf dem Leiter konnen wir die vorher skizzierte
Losung des Dirichletschen Problems verwenden zur Losung aller wei-
teren unbekannten Grofien.

In all den bisherigen Ansitzen haben wir die Fragestellung auf ein
Dirichletsches Problem reduziert. Dies haben wir erreicht, indem wir
bei der allgemeinen Losung durch die Forderung, dass die Greensche
Funktion auf der Oberfliche der Leiter verschwindet, den zweiten
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Term automatisch zu null brachten. Alternativ kann man aber auch
den ersten Term der allgemeinen Losung verschwinden lassen. Die
offensichtlich Losung wire zu fordern, dass die Normalableitung der
Greenschen Funktion verschwindet. Dies fiihrt aber zu Inkonsisten-
zen bei Anwendung des Gaussschen Satzes. Aus diesem kann man
schlussfolgern, dass die Normalableitung nicht verschwinden darf. Die
einfachste Art der Randbedingung ist die einer konstanten Normala-
bleitung, welche invers proportional zur Oberfliche F des betrachteten
Korpers ist.

aG(r, 1) 1

T aF
Losung der Bestimmungsgleichung fiir die Greensche Funktion mit
dieser Randbedingung auf der Oberfldche der Leiter fithrt zu einem
reinen von Neumann-Problem und der von Neumannschen Greenschen
Funktion. Diese Randbedingung fithrt zu einer Unbestimmtheit im
Potential bis auf eine Konstante. Dies ist aber nicht relevant, da das
elektrische Feld als beobachtbare Grofie davon unbeeinflusst bleibt.

Weiterhin muss immer gelten

G(r,Y) =G(r,r)

Bestimmung der Greenschen Funktion Damit das oben beschriebene Pro-
blem vollstindig gelost werden kann, muss fiir jede Geometrie die
Greensche Funktion bekannt sein; im Zweifel muss sie fiir jede Anord-
nung neu berechnet werden. Bisher haben wir einfach vorausgesetzt,
dass diese Greensche Funktion bekannt ist. Im Zweifel brauchen wir
aber einen konkreten Zugriff.

Bevor wir uns einer konkreten Methode zur Berechnung der Green-
schen Funktion zuwenden, wollen wir kurz eine ihrer wichtigsten FEi-
genschaft besprechen, der Symmetrie beziiglich der Vertauschung der
beiden Argumente. Wir haben diese Symmetrie friiher bereits einmal
benutzt, ohne sie aber explizit bewiesen zu haben.

Wir gehen davon aus, dass die Greensche Funktion die Losung der
folgenden Gleichung ist

—eoN'G(r,¥) =6(r—71)

und sie zusétzlich als Randbedingung auf der Leiteroberfliche ver-
schwindet, G(r, '), I = 0. Wir behaupten also, dass folgender Zu-
sammenhang existiert

G(r,Y') = G(¥,1)

Diese Behauptung kénnen wir beweisen mit Hilfe des Greenschen Satz.
Wir spezifizieren diesen Satz mit ¢ = G(r,¥) und ¢ = G(r,¥) und
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betrachten F als Integrationsvariable. Dann gilt

Y. [ df [GuDViG(Y.¥) - G, 1) ViG(x, D)

T (Vi)

= [ dV [G(r,£)A:G(r,F) — G(r,F) AeG(x, T)]

Die linke Seite der Gleichung verschwindet, da die Greensche Funktion
auf der Oberfliache des Leiters verschwinden soll und die rechte Seite
vereinfacht sich durch Einsetzen der Delta-Distribution und Integration
zu

0=—¢ [G(r,¥) — G(Y,1)]

Damit ware die obige Behauptung bewiesen.

Methode der Spiegelladung Zur Berechnung der Greenschen Funktion
verwenden wir die Methode der Spiegelladung. Die Grundidee besteht
immer darin, dass wir die Greensche Funktion der Ladung im Freiraum
analytisch kennen (% ‘r_l—r,O In der Anwesenheit eines Leiters, muss
sich diese natiirlich verdndern. In der Spiegelladungsmethode wird nun
ein weitere Ladung so innerhalb des Leiters platziert und eine geeignete
Ladung so gewdhlt, dass an der Grenzfliche die Ubergangsbedingung
fir die Greensche Funktion erfiillt ist und die Greensche Funktion

selbst eine Losung der entsprechenden Poisson-Gleichung ist.
Halbraum als Leiter

Im einfachsten Fall ladsst sich die Methode fiir einen Halbraum als
Leiter (metallische Wand) demonstrieren. Die Wand befindet sich in
der y-z-Ebene. Wir suchen also die Greensche Funktion als Losung der
Gleichung

N'G(r,Y) = —lé(r —1)
€0

und welche, in unserem Falle, die Dirichletsche Randbedingung G(r,v') =
0 fiir ¥ = ¥ erfiillt, wobei ¥ ein Punkt auf der Oberfliche des Randes ist.
Wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion soll weiterhin gelten
G(r,¥') = 0 fiir r = ¥. Wir betrachten hier r als Aufpunkt und r’ als
Quellpunkt.

Wir suchen also
1 1

n—
Glrx) = 4rteg [t — 1|

+ F(r,1')

mit AF(r,r') = 0. Da G(r,t') = 0 fiir r = F gelten soll, muss

1 1

FEY)=—— —
A A v P
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gewdhlt werden. Dieses Potential wird von einer negativen Scheinla-
dung (Spiegelladung) bei r; erzeugt. Die Forderung G(r,r') = 0 fiir
r = T wird erfiillt, wenn

11
[t — 1| |t — r/s|
Dann ist
2 2 2 2 _ _ 2
VP 4@y + =20 = () + (7 -v5) + (- 20)
Damit ist
x/
Y=y
Z/
und
-1 0 0 —x/
s=S’'=|[ 0 10 y
0 0 1 z'

Mit dieser Erkenntnis um F(r,r’) ldst sich die Greensche Funktion des
Halbraums aufschreiben zu

Gur(1, 1) ! !

- = L F(r.Y
4rteg |r—r’|+ (xx)

1 1 1
GHR (I’, r’) = —

O S -y -2 ) - y) e (2 2)

mit Gugr(r,v') = Gur(Y, 1).

Wir wollen weiterhin die Geometriekoeffizienten I'(r) dieser An-
ordnung bestimmen, da diese in verschiedenen fritheren Rechnung
benotigt wurden. Allgemein waren diese definiert als

) = e [ 4205

Beachten Sie bitte noch einmal, dass die gestrichenen Normalvektoren

in die Leiter reinzeigen; ungestrichene zeigen aus dem Leiter heraus.

Fiir den konkreten Fall spezifiziert sich die Ableitung der Greenschen

Funktion zu
oG dG
on’  ox

x'=0
Damit berechnet sich der Geometriekoeffizient zu

e
L) = e[ df 52

x'=0

(x —x') (x+x')

1
= —_— d’
47T/L f +

=P+ =92+ =P (4224 =)+ (=)

3
2

x'=0
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T2 r2+x2) V2l A

Da immer gilt, dass x > 0 ist, ist der Geometriekoeffizient immer eins
und konstant; I'(r) = 1.

Eine Verallgemeinerung der obigen Losung auf eine beliebige La-
dungsverteilung vor einem metallischen Halbraum auf festem Potential
¢o kann leicht gefunden werden durch Addition des entsprechenden
Potentials

00 = g [ V) [ = ]

[t — 1| \r—rs|

- /V dV'o(r')Gar(r, ') + o

Eine weitere Frage, welche wir konkret beantworten konnen, betrifft
die influenzierte Gesamtladung an der Oberfldche des Halbraumes. Die
Oberfldchenladungsdichte berechnet sich zunéchst mittels

7 (1)s ) o2

on x=0 ox x=0

Die Ableitung des Potentials in x-Richtung ergibt sich aus a‘gir) =

4;—% S,y dV'o(r) %;r,) Eingesetzt in die obige Gleichung erhalten wir
/

1 b
(0= —5— | dV'p(r') 3
2 b (2 + =y + (=27

Die induzierte Gesamtladung berechnet sich dann zu

Qind  — //dydzn(r)fz—%///ddedV/P(r/) : 3

()2 + (y =y )2+ (2= /)2
27 ;oo X
= 5 Vet =0

Die induzierte Gesamtladung entspricht damit der Gesamtladung, die
sich vor dem Halbraum befindet. Dies ist sehr gut nachvollziehbar,
beriicksichtigt man die Tatsache, dass das Potential auf der Oberfldche
des Leiters verschwinden soll. Eine Ladung muss induziert werden,
welche das Potential der Ursprungsladung kompensieren kann.
Abschliefiend soll noch kurz das Potential eines Dipoles vor einem
unendlich ausgedehnten Halbraum berechnet werden, der geerdet
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ist. Der Dipol befindet sich am Punkt f. Dessen Ladungsdichte wird
zundchst einmal beschrieben durch

p(') = —p-grad,o(x — )

Eingesetzt in die Gleichung fiir das Potential mit der passenden Green-
schen Funktion ergibt sich

1 / r 1 1
47_[60/‘/de grad,o(r' —F) [|r—r’| - |r—r’5|]

p(r) = -
_ 1 P r—1r  odrg r—rg(r)
dreg” [fr—rP or [r—rg(r)[3
1 [plr=1%) ps(r—rg)
4rteg | r—1° r—r5)3

=t

Hier haben wir fiir die zweite Gleichung benutzt, dass [ dx’f(x') %(5 (x' —

x) = fag—(xx) ist. Fiir die dritte Gleichung haben wir benutzt, dass der

/ & A
Zusammenhang % = aasrf/ = S gilt. In dem letzten Ausdruck haben

wir die folgenden Ausdriicke eingefiihrt: ps = Sp und rs = SF.
Kugel als Leiter

Als zweites kanonisches Beispiel wollen wir einen kugelférmigen Leiter
diskutieren. Auch hier suchen wir wieder die Greensche Funktion als
erstes, um dann spiter die Geometriekoeffizienten, die Ladungsdichte
und die Gesamtladung ausrechnen zu kénnen.

Wir suchen also zundchst wieder eine Losung zu der Gleichung

AG(rY) = —elé(r —1)
0

mit der zusétzlichen Randbedingung dass G(r,R) = 0 ist. Die Symme-
trieeigenschaft der Greenschen Funktion verlangt auch, dass G(R,r') =
0 gilt. Als allgemein giiltigen Losungansatz wihlen wir wieder

1 1
; / — F ’ /
G(r, 1) Tnegi—r| + F(r, 1)
wobei AF(r, r )=0 gelten muss. Wir wihlen wieder als Losungsansatz
fiir das Potential verursacht durch die Spiegelladung den folgenden

funktionellen Zusammenhang

A 1

Flr,/)= — ———
() 4reg v — g (r')|

Wir wiahlen das Kugelzentrum als den Koordinatenursprung und posi-
tionieren die Spiegelladung innerhalb der Kugel. Mit |r;| < R stellen
wir sicher, dass AF(r,t') = 0 immer erfiillt ist. Die Symmetrie des
Problems suggeriert eine raumliche Position der Spiegelladung, welche
auf der Achse zwischen Koordinatenursprung und Ladung sich befin-
det, ry = ar’. Damit wiren die geometrischen Details fixiert. Durch
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die Forderung, dass die Greensche Funktion auf der Oberfldche null
werden soll, konnen wir eine Bestimmungsgleichung fiir die Position
und Ladung der Spiegelladung finden.

1 A

+ =0
R—r|  |R -1
1 A
2 2 / + =0
\/R + "2 —2Rr' cosy \/R2+r’5272Rrgcos'y
1 A 1
+ 5 =0

1

il , , ;

R\/1+%—2%cos7 s \/1—1—%—22@57
S

Hierbei ist v der Winkel zwischen R und ' bzw. r;. Die obige Gleichung
ist fiir alle v, also fiir die gesamte Oberfldche erfiillt, wenn

1 A re
R rg R
r_Ro,_R
R 7} ST
gewdhlt wird. Hierbei gilt dann
/ / R2 2
o rs ,| r R°| R“,
‘r—rS’— r—grs = —77 = _rTZr

Damit lasst sich das Potential der Spiegelladung F(r,t’) schreiben lassen

als
1 R 1
F(r,Y) = — = :
4reg v r—%r’

und die gesamte Greensche Funktion der Kugel ist somit

1 1 R 1

/' — -
G(r/r) - 4:7T€0 |I._r/‘ 1,/ . &Zr/
72

T

Den Nachweis beziiglich der Symmetrie der Greenschen Funktion bei
Vertauschung von Quell- und Aufpunkt muss noch gezeigt werden?. 2 Bevor Sie postulieren, dass eine gefun-

Fiir den ersten Term der Greenschen Funktion sieht man sofort, dass dene Gr?enSC}fe Funktion in der Tat die
richtige ist, miissen Sie das immer nach-

diese Forderung erfiillt ist. Fiir den zweiten Term sieht man, dass weisen.

R 1 1 1
o 2 7 R o
R e K 1242
r r— ot Fadtzad \/%‘FRZ*ZTTJCOS’Y

gilt. Da hier immer nur Produkte der beiden Radialkoordinaten auftau-
chen, muss die Funktion offensichtlich ebenfalls invariant sein gegen-
tiber Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen Koordinaten.

Als nichstes wollen wir wieder die Geometriekoeffizenten bestim-
men. Diese waren definiert als

oG
L) = —eo [ af 57
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Zur Berechnung der Ableitung der Greenschen Funktion relativ zur
Oberflichennormale (die in die Kugel reinzeigt in diesem speziellen
Fall) benétigen wir

G| _ G
on' | _gp or’

=R

Mit der Greenschen Funktion

1 1 1

 47e 12+ 72 = 2rr cosy B \/f’;f + R% — 2r1' cosy

G(r,¥)

berechnet sich die negative Ableitung in radialer Richtung zu

2

3G B 1 ' —rcosy _ Rz _'Cosy
or'|._g  4mey (r2 4+ 1"2 — 2r7' cos ')/)% ('zf + R2 — 27! cos ')/)
- 1 chos'yr;JrT’COS?]
 4re (r2 4+ R% — 2rR cos 'y)%

1 R*—r?
47€oR (42 4 R2 _ 2rRcos )

3
2

Mit diesem Ausdruck kénnen wir nun das Oberfldchenintegral 16sen
und erhalten

/ ad6 _ 1 /ZH /nd¢’d7R2 sin-y RE—r
vy~ on’ 47egR Jo  Jo 2 2 _
(r>+ R? —2rRcos )
1 /‘ﬁdrsz (R*=1%) o 1
2¢e0R Jo rR 97 /12 + R2 —2rRcos y

B 1 RZ—r2 (1 1
T 2 7 (7+R_r—R>

1 R2—v2 (r—R—(r+R)
2 (R )
1R

€y r

[Sl[e8)

Damit ist der Geometriekoeffizient I'(r) = £. Der Geometriekoeffizient
auf der Oberfliche der Kugel ist damit immer eins, I'(R) = 1, und der
Laplaceoperator angewandt auf den Geometriekoeffizienten fiir eine
Koordinate grofer als der Radius verschwindet, A" = 0 fiir » > R.

Mit all diesen Ergebnissen konnen wir auch das Potential einer
beliebigen Ladungsverteilung vor einer Metallkugel auf dem Potential
¢o berechnen. Dieses ergibt sich zu

¢(r) = $p(r) + ol (r)
- /vdV'G(frr')p(r’)Jr(i’of(f)

NI

=R
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_ L/dv’ () - - - oy
dmeg Jv P 12+ 12 = 2rr' cos \/r/zr2 + R2 — 211! cos 7y o

Der erste Term hier bezeichnet das Potential, welches direkt durch die
Ladungsverteilung induziert wurde, der zweite Term ist das durch die
Spiegelladung induzierte Potential. Der dritte Term ist das Eigenpoten-
tial der Kugel.

Als néchstes und in Abarbeitung der offenen Punkte, berechnen wir
wieder die Oberflachenladungsdichte auf der Kugel.

]
n(re = ogyR
1 @S| ot
N 4n/vde(r) o g codo o |z
= — — [ dV'o(d)= _
47[/‘/ o )ar [\/rz—l—r’z—er’cos'y \/r’2r2+R2 er’cos'y] O¢Oarr _R
—R
_ 1 1o (Y/Z_Rz) €0o
=~ | V) ;

R(r"? 4+ R? —2r’Rc05fy)% R

Der erste Term hier ist die Oberfldchenladungsdichte, welche von der
Raumladung influenziert wird. Der zweite Term ist homogen verteilt
und notwendig, um das Potential auf dem gewtinschten Wert konstant
zu halten.

Schlussendlich wollen wir noch die Gesamtladung auf der Kugel
berechnen, welche sich aus dem Integral der Oberflichenladungsdichte
ergibt.

QO /(Kugel dfﬂ (R)

/ (2~ R?)
/ 73 [ avie .
Kugel 4” R (r? 4+ R? — 2r'Rcos y)?

—_R2
Lavewy [ ap|- b 1TZK)
v (Kugel) 47 R (r2 4+ R%2 —2r'Rcosy)?

2 _ p2 21 T
—/ dV’p(r’)r 1 R dcp/ dyRsiny ! 5 +47TR2€OT¢O
v T Jo 70 (r"2 +R% — 2r'Rcos y)?
22
f/ dv’p(r’)’
v

R21 1
p— / — —_—
/dV r {r’—R "+ R

R

+%%}

2€090

47tR
+ 47 R

Rzan /'”d 19 ! +47edoR
Jo ¥Ry /72 + R2 —2r'Rcos y o7

:| +4megpoR

= */ dV/ +47’[€0¢0R
= Qnd 4 Q¢o
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Der zweite Term kann zusammengefasst werden zu Q% = C¢y, wobei
die Kapazitat der Kugel gegeben ist durch C = 4R

Die langliche Rechnung wird anschaulich, wenn man sie einfach
einmal spezifiziert fiir eine Punktladung g bei ry. Die Ladungsdichte
wird beschrieben als p(r') = qé(r' — rp). Die Gesamtladung auf der
Kugel ist dann

R
Qo = —q% +47megpoR

wobei der erste Term der Beitrag der Spiegelladung zur Gesamtladung
ist.

Bisher haben wir uns immer auf die erste Grundaufgabe beschrankt.
Wir mochten daher auch kurz die gleiche Geometrie betrachten, aber
fiir die zweite Grundaufgabe, bei der die Gesamtladung Qg auf der
Kugel vorgegeben sein soll. Dazu miissen wir zunichst das konstante
Potential auf der Kugeloberfliche ausrechnen. Mit der allgemeinen
Formel

=2t (g -aM)
]
wird fiir einen Leiter einfach nur
_ l _ ind
90 == (Q—Q™)

Die Groe Qp soll vorgegeben sein und Q™ haben wir gerade berech-
net. Um weiter zu kommen, miissen wir den entsprechenden Kapa-
zitdtskoeffizienten der Kugel ausrechnen (ok, wir haben diese bereits
gerade formal bestimmt, mochten das hier aber noch einmal explizit

durchfiihren).
— / f an]

J R
s — ] 2R
Kugel 0 (Kugel) far TR

Dies ist die Kapazitat einer perfekt leitenden Kugel mit dem Radius R.

R
= —epdnR? <_R2> = 4megR

Daraus folgt, dass

o = 47;01{ (QO - de)

Damit konnen wir auch eine explizite Gesamtlosung fiir das Potential
einer Kugel mit einer Gesamtladung von Qj angeben.

#) = 9p(r)+9ol(r) = | AV'G(r1)p(x') + ol (r

1 1

1
_ . dvl I_l —
4 {/V p(r) [\/r2 + 12 —2rr' cos 7y \/’/2V2 + R% —2r7 cosy

‘t\»—\

Ha-e)]
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1 1 R v d
@ + o dvl p(r )
4meg r dmeg v Jv !

= /VdV’GK(r,r’)p(r’)+

Als eine letzte Verkomplizierung, und um die Kugel abschlieffen zu
koénnen, wollen wir im Folgenden eine leitende Kugel auf einem festen
Potential ¢y in einem homogenen elektrischen Feld betrachten. Um
dieses Problem zu l6sen, benutzen wir die vorher gefundene Greensche
Funktion der Kugel. Die Frage ist vielmehr, wie kdnnen wir auf eine
einfache Art das konstante elektrische Feld beschreiben, in dem sich die
Kugel befinden soll. Die Idee dazu wére, dass wir das elektrische Feld
beschreiben mittels zwei unendlich entfernten gegensétzlichen Punkt-
ladungen. In einer zentralen Position zwischen den beiden Ladungen
werden diese in ausgezeichneter Naherung ein konstantes elektrisches
Feld erzeugen. Wir betrachten also die folgende Ladungsdichte

p(t) = q[6( +11) = o(r' —1r1)]

wobei hier aber r; — co gehen soll und auf der z-Achse liegt. Es gilt

also
0
r = 0
21

Bevor uns dem eigentlichen Problem zuwenden, wollen wir kurz das
elektrische Feld dieser Ladungsanordnung berechnen. Wir haben po-
stuliert, dass die Punktladungen ein homogenes Feld erzeugen. Wie
sieht also nun genau Ej aus von zwei Punktladungen bei z = 0 und
wenn |z1| — oo gilt. Beachten Sie bitte, hier betrachten wir das Problem
noch ohne die Kugel.

_ _ _ q 1 _ 1
Blr=0) = —gradple = —grudg <Ir+Z1ez| Irzlezl)
_9¢(r) 29z, _ 29 1

= = e
9z - 4me z 27 4me 2z z

Eoez

Hier fordern wir jetzt lediglich, dass z; — co und g — co, und zwar
9
27eqz3
allen anderen Situationen wiirde das Feld verschwinden bzw. divergie-

gerade so, dass der Quotient Eg =

konstant gehalten wird. In

ren, was wir beides nicht wollen. Damit haben wir nun ein konstantes
Feld mit diesen beiden Ladungen erzeugt. Jetzt konnen wir auch die
Kugel berticksichtigen und die entsprechenden Spiegelladungen mit
beschreiben.

Das Potential berechnet sich durch konkrete Anwendungen fritherer
Ausdriicke zu

q 1 B 1
4me \/z% + 12 4+ 2rz1 cosy \/z% +72 —2rz1 cosy

¢(r) =

r=0
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g R 1 1 R
- 4:7T€() Z R4 R2 B R4 R2 + (P()?
\/zz+r2+2 rcos'y \/zz+r2—2zlrcos'y
1 1
q 1 1
plr) = 471€921 2 B
\/1+;2+2271c0s7 \/1 ——Z—COS’y
1
4 R 1 1 LR
47eq z17 4)07’

+1+2217cos'y \/ —|—1—2 COS’)/

Da é < 1 und % < 1 gilt, kénnen wir die entsprechenden Wur-

zelausdriicke bis zur 1*" Ordnung entwickeln (L ~1-— %) und

V14e

entsprechend einsetzen.

P(r) = 4 [1 ( cos’y) + —2— cosry] +¢07

4mey | 21

Il
|
™
(e}
/~
4%
N
4
<
o
| =3

1 p.z

4)(1‘) = _EOZ + 4)07 47'[60 73

Hier wurde das Dipolmoment p = 4719 R3Ege, eingefiihrt und Ey =

2n€ 2 5 definiert. Die einzelnen Terme lassen sich nun physikalisch sehr

schon interpretieren. Der erste Term ist das Potential eines homogenen
elektrischen Feldes. Der zweite Term ist das Potential der homogen
geladenen Kugel. Und der dritte Term ist das Potential eines Dipols
im Koordinatenursprung, was nicht anderes ist als das Potentials des
Dipols aus den Spiegelladungen.

Wir konnen auch hier wieder die Ladung auf der Oberfldche aus-

rechnen
n(R) = —eo 9(x) = €0 (Eo cosy + o + 2Eg cos 'y)
or g R
= (3E0 cos 7y + $o )

Der erste Term sind die Oberflichenladungen induziert durch das
duflere Feld. Der zweite Term ist eine homogene Verteilung durch das
vorgegebene Potential, auf dem die Kugel sich befinden soll.

Die Gesamtladung kann ausgerechnet werden durch die Integration
der Oberflichenladungsdichte

27
Q = / dfn(R) = 4megRepy + € / / dyd¢ sin yR®3Eq cos
(Kugel) 0 Jo
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= 4megRey

Wir konnen als letztes noch explizit das Potential angeben im Rahmen
der zweiten Grundaufgabe. Im Rahmen dieser zweiten Grundaufgabe
ist die Gesamtladung auf der Kugeloberfliche Qp vorgegeben. Da
Qo = C¢p + Q™ = C¢yy betragt, folgt

Q _  Q _Q
C  4meR = gol'(r) = 4regr

— ¢ =

Damit ergibt sich fiir das Potential

1 Q 1 pzz
drteg v 4mey 13

(P(I‘) = —FEpz+

Dies ist das gleiche Ergebnis wie vorher bereits allgemein berechnet,
nur mit einem ganz konkreten Qg eingesetzt.

Raumladungsfreie Probleme - die Kapazitit Im Folgenden wollen wir uns
noch einem speziellen Aspekt widmen, der Diskussion von raumla-
dungsfreien Problemen. Bei diesen ist also p(r) = 0 und das Potential
im gesamten Raum wird bestimmt durch die geometrische Anordnung
der Leiter im Raum und dem Potential, auf dem diese sich befinden.
Es gilt also

=) ¢iTi(r)

_ 19G
_ eo/m)df e

und es gilt fiir die Gesamtladung auf den Leitern
Qj =) _Cii¢i
i
mit
Cii Cij:_eo/( Vi 811] N 0/ / af faai’;nj)

Beachten Sie bitte wieder: gestrichener Normalenvektor zeigt in den

mit

Leiter hinein, der ungestrichene Normalenvektor zeigt aus dem Lei-
ter hinaus. Falls die Greensche Funktion eines konkreten Problems
bekannt ist, sind dies auch die Geometriekoeffizienten und die entspre-
chenden Kapazititskoeffizienten. Die beiden Grundaufgaben kénnen
gelost werden. Bei Vorgabe des festen Potentials auf der Oberfldche
jedes einzelnen Leiters kann das Potential im gesamten Raum und die
Gesamtladung mit den oben dokumentierten Gleichungen ausgerech-
net werden. Fiir das zweite Grundproblem, in dem die Gesamtladung
Qj jedes Leiters vorgegeben ist, kann man das entsprechende Potential
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des Leiters ausrechnen durch ¢; = Y Ci; 1Q]' und anschliefSend wieder
das Potential wie beim ersten Grundproblem ausrechnen. Dieses Vor-
gehen soll im Folgenden an Hand ausgewéhlte Beispiele demonstriert
werden.

Beispiel 1: 2 Leiter
Fiir zwei Leiter konkretisieren sich die obigen Formeln zu

Q1 = Cu¢1+Cng
Q2 = Cudr+Cod

Hier versteht man den Diagonalterm in der Kapazitidtsmatrix als die
Eigenkapazitdt des entsprechenden Leiters, die AufSerdiagonalelemente
bezeichnen die Kapazitit der Anordnung. Sie sind ein Maf3 fiir die
GrofSe der induzierten Ladung eines Leiters, z.B. 2, auf einem anderem
Leiter, z.B. 1.

Fiir zwei beliebige Leiter, die raumlich lokalisiert sind, lassen sich
folgende Aussagen treffen. Unter der Annahme, dass wir eine Oberfl&-
che finden konnen, welche die Oberfliche der beiden Leiter einschliesst,
z.B. ein Koaxialkabel, konnen wir den Gaussschen Satz anwenden

60/(V)E(r)'df=0:Q1+Q2 - Q1 =-Q

Das Feld verschwindet nattirlich im Leiter und die eingeschlossene
Ladung entspricht der Gesamtladung auf der Oberfliche der beiden
Leiter. Dann muss aber auch gelten

(Ci1+Car) 1+ (Ci2+Ca2) 2 =0

Da das Potential, auf dem sich die beiden Leiter befinden konnen,
komplett frei ist, miissen folgende Gleichungen individuell gelten.

Ci1+Cxy=0
Cip+Cpn=0

Da aber die Greensche Funktion invariant gegeniiber Vertauschung
ihrer Argumente ist, muss Cy; = Cyp = —C. Daraus folgt

Cii1=Cp=-Cp=C

Damit konnen wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die Kapazitét der
Anordnung finden

Qi =Cup1 +C2pp=C(¢p1 —¢2) = C= (<P1Ql¢2)

Die Kapazitdt einer Anordnung von zwei Leitern ist damit proportio-
nal zur Ladung auf deren Oberfliche und indirekt proportional zur
Potentialdifferenz.
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Wir kéonnen exemplarisch hier die Kapazitit eines Plattenkonden-
sators einmal berechnen. Wir betrachten den Fall, dass das Potential
beiden Platten bekannt ist, welche sich im Abstand d zueinander be-
finden. Wir nehmen an, dass die Fliche des Plattenkondensators sehr
grofs ist und betrachten ihn formal als unendlich ausgedehnt mit einer
Flache F. Dann gilt ¢(0) = ¢ und ¢(d) = ¢. Zum Bestimmen des
Potentials miissen wir die 1D Laplace Gleichung 16sen (wir betrachten
keine externe Ladungen).

Ap(r) =0 — ¢(x) = Ax+B

Mit den beiden Randbedingungen ¢; = B und ¢, = Ad + B folgt

- x X
$lx) = wx +o1=¢ (1 - E) + 25 = il (x) + ¢ala(x)
Ti(x) = —g — T1(0) =1, T4(d) =0
Q) = 5 = [0)=0 L) =1
Die Kapazitit berechnet sich dann zu
o oy(x)|  _ _F
C=Cn= GO/(l)df o x:O—God

Die anderen Kapazititskoeffizienten ergeben sich aus den obigen Be-
ziehungen (Cp; = Cjp = —C und Cy = C) bzw. aus einer analogen
Berechnung tiber den Geometriefaktor.

Beispiel 2: Kugelkondensator

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Kugelkondensator. Dieser
ist beschrieben durch zwei kugelférmige Leiteroberflichen, zwischen
denen sich ein Vakuum befindet. Der innere Radius ist R, der dufere
Radius ist R, und wir fixieren hier das Potential, auf dem sich die Leiter
befinden. Wir betrachten den Fall, dass das Potential auf dem dufderen
Leiter verschwindet (¢, = 0), auch wenn dies nicht notwendigerweise
angenommen werden muss. Wir suchen das Potential im Raumbereich
Ry < r < Ry. Die Losung der Laplace Gleichung lautet

A A A
¢p(t)=—=4+B - $1==—+Bund¢=—+B
r Rl Rz

Rq
R — R,

und B = ¢
2

Die Losung lasst sich zusammenfassend schreiben als

1 RzlilRl (% - ) R <r<Rp
¢(r) = M r<Ry
0 r> Ry
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Diese Losung des Potential hilft wieder, den Geometriekoeffizient zu
bestimmen

¢(r) = p1I1(r) — Ti(r) = % (Rz—l) — I'(Ry) =1, T1(Ry) =0

Die Kapazitit berechnet sich als

' o'y (r) » RiRy 1 RiR
C=Cp=- dQR7 = —ep4nR -] =4
i €0 /(V ) or r=R; €07 Ry, — Ry R% 7teo Ry, — R4
Mit einer dhnlichen Rechnung kann man zeigen, dass Cy; = —C ist.

Die gespeicherte Ladung ist

- _ R1Rp
Q1 = C(p1 = 471€) Ry — Ry

Q = —Ch=-Q

4-4.1 TR

Im Vakuum haben wir frither bereits einmal die in einer Ladungsver-
teilung gespeicherte Energie berechnet. Da das gesamte Potential im
Raum nur durch diese Ladungen verursacht wird, erhielten wir fiir die
Energie

W= [ avep(

In der Anwesenheit von Leitern miissen wir zusitzlich jetzt noch die
Oberflachenladungsdichte berticksichtigen. Wir erhalten

— /de 24’1/ r)dfi
ZAde(r)cp(r)—i-ZZi:‘PiQi

wobei Q; = Q%nd + Zj ¢;C;i entspricht, die Selbstwechselwirkungsterme
sind also enthalten. Die Bedeutung dieser Energie ist die gleiche wie
frither. Sie entspricht der Arbeit, die notwendig ist, um die Ladungs-
verteilung aufzubauen.

Im Rahmen der ersten Grundaufgabe, in der das Potential auf der
Leiteroberflache vorgeben ist, konnen wir die Energie explizit aus-
driicken mittels

1 1 ; 1
W= g [ Ve + 3 D QM+ 5 1 L Cdid

Im Rahmen der zweiten Grundaufgabe, in der die Ladung auf der Lei-
teroberflache vorgegeben ist als Q;, konnen wir die Energie ausdriicken
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mit dem Potential auf der Leiteroberfliche
-1 ind
# =216 (9-9M)
]
zu

1 1 — in
W= 5 /VdVP(f)<P(r) + 5;}2%1 (QJ’ -Q; d) Qi

Die Energie ist eine quadratisch Funktion als Funktion des Potentials
bzw. als Funktion der Ladungen, wenn die beiden Gleichungen fiir
die entsprechenden Grundaufgaben spezifiziert werden fiir raumla-
dungsfreie Probleme. In diesem Falle wiirde die Raumladungsdichte
verschwinden.

W Kraft auf Ladungsverteilung

Allgemein gibt es hier nichts spezielles zu sagen. Die Kraft wird wie
immer ausgedriickt tiber den Gradienten der Energie

F = —gradW

Beachten Sie aber bitte wieder das besondere in der Anwendung der
obigen Ausdriicke auf Punktladungen. Dort fithren die Terme, wel-
che die Selbstwechselwirkung beschreiben, wieder zu Divergenzen.
Betrachten Sie als Beispiel dazu eine Punktladung vor einem geerdeten
Halbraum, also einem verschwindenden Potential auf der Leiterober-
flache. Die Ladungsdichte wird beschrieben als

p(r) = Q4(r — 1)

Mit den entsprechenden Ergebnissen aus diesem Kapitel kénnen wir
das Potential hinschreiben zu

o) =2 | 1 !

 dmeg | |r— 1 B |r — ros]|

wobei Ladung und Spiegelladung an den folgenden Raumpunkten sich
befinden sollen

—X0 X0
= Yo und rgs = | yo
20 20

Die Energie berechnet sich dann zu

1 Q? { 1 1 }
W = = /chS r—r -
24mey Jv ( 0) [t —10| |r— 1o
B 1Q2 { - 1 ]
24meg | |ro —ro|  |ro — ros]

Der erste Term beschreibt hier wieder die Selbstwechselwirkung. Die-
ser divergiert und wir wollen ihn daher nicht weiter betrachten. Die
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Wechselwirkungsenergie, also die Energie gespeichert durch die Wech-
selwirkung der Ladung mit seiner Spiegelladung, ist gegeben durch
ler 1 1081

247mey 2|xg| 16 meq |xo

Www =

Die Wechselwirkungsenergie ist also kleiner als null und wird vor
allem stdrker negativ, wenn der Abstand kleiner wird. Das heifst es
wird Arbeit gewonnen. Die Ladung wiirde sich also durch seine eigene
induzierte Spiegelladung anziehen.






B E lektrostatik in Dielektrika

Bisher haben wir ausschliefllich Elektrostatik im Vakuum betrachtet.
Dies ist nattirlich vollig unbefriedigend. Unsere Natur besteht aus mehr
als nur aus Vakuum. In einfachster Naherung konnen wir uns Mate-
rie vorstellen als aufgebaut aus Atomen. Diese Atome kénnen durch
duflere Felder polarisiert werden. Darunter wiirde man die raumliche
Trennung von positiven und negativen Ladungen verstehen, welche
zusammen einen Dipol darstellen. Dieser induzierte Dipol erzeugt ein
neues elektrisches Feld, welches sich tiberlagert mit dem urspriingli-
chen Feld, und so auf dieses wieder zuriick wirkt. Dadurch verandern
sich wiederum die induzierten Dipole. Dies ist ein kompliziertes Pro-
blem, welches eine selbstkonsistente Losung der Maxwellschen Glei-
chungen verlangt. Im Gegensatz zu den Ladungen in Leitern sind
jedoch diese polarisierbaren Atome nicht mehr frei beweglich, sondern
fest im Raum.

Experimentell kann man sich dem Phénomen nihern, wenn man die
Kapazitit eines Plattenkondensators misst, wenn man in diesen ein di-
elektrisches Material einbringt. Der Ausdruck Dielektrika wird hier als
Synonym zu einem nicht leitenden Material verwendet. Insbesondere
stellt man fest, dass die Kapazitit wichst. Die Anderung der Kapazitit
héngt dabei vom Material ab. Die Kapazitit des Plattenkondensators
haben wir friiher bereits berechnet. Diese ergibt sich zu

c- 8

Ap
Da die Ladung auf der Kondensatoroberfldche konstant bleibt und nicht
abfliessen kann, muss die Potentialdifferenz kleiner werden, mithin
wird auch das elektrische Feld kleiner.

Zur Beschreibung dieses Effektes betrachten wir phdnomenologisch
die Materie als aufgebaut aus Atomen mit einem positiv geladenen
unbeweglichen Kern und einer schwach auslenkbaren negativen La-
dung. Insgesamt herrscht Ladungsneutralitdt, die Anzahl der positiven
und negativen Ladungen sollen also gleich grof sein. Durch ein elek-
trisches Feld wird die positive von der negativen Ladung raumlich
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getrennt, sie werden separiert. Durch diese raumliche Trennung wer-
den Dipole induziert. Die induzierte Polarisationsladungsdichte ist die
Quelle eines neuen Feldes, der Polarisation. Insgesamt werden aber
Ladungen weder zu- noch abgefiihrt. Die gesamte Polarisationsladung
muss als verschwinden. Obwohl diese gesamte Polarisationsladung
verschwindet, wird jedoch lokal eine endliche Polarisationsladungs-
dichte auftreten, wo die Divergenz der Polarisation ungleich null ist.
Dies ist z.B. auf der Oberfliche des Dielektika der Fall. Zusammen
mit der externen Oberflichenladungsdichte auf der Leiteroberfldche
des Plattenkondensators, sind das dann die Quellen und Senken des
elektrischen Feldes. Im Gegensatz zum Leiter, der feldfrei sein soll,
befindet sich im Inneren des Dielektrikum aber nun ein elektrisches
Feld.

Eine mathematische Beschreibung aller beteiligter Ladungen in die-
sem Prozess wiirde aber jenseits dessen liegen, was moglich ist. Die
Dichte der Ladungen entspricht ungefihr 10> pro cm3. Das kénnen
wir mikroskopisch nicht mehr exakt diskutieren. Stattdessen betrachten
wir in der makroskopischen Elektrodynamik Raumgebiete, welche aus-
reichend grof$ sind relativ zu der Anzahl der Atome, und mitteln alle
Feldgrofien iiber diese Volumina. In einem hypothetisches Volumen
von 10~%cm?® befinden sich immer noch 10!7 Atome.

Wir betrachten dazu im Folgenden ein rdumlich gemitteltes elektri-
sches Feld in einem ausreichend grofien Volumen

(E(r)) = % [ dvEE+1)

Fiir uns speziell interessant ist aber das Auftreten eines neu zu be-
trachtenden Dipolfeld. Dieses wird verursacht durch die Ansammlung
von Dipolen. Diese mochten wir durch eine Dipoldichte

1) = ZPi5(r — 1)

und dem dazugehoérenden Potential

_ 1 , " 1
¢p(r) = /VdV Pp(r) gradr7|r_r/|

471eg

beschreiben. In Analogie zur oben durchgefiihrten raumlichen Mitte-
lung des elektrischen Feldes wird das Potential gemittelt

o) = v [ iplen

_ 1 !
= 47_[€0 AV AV/ dVdV'Pp(r') - grad

lr+i—1r|
Unter der Einfithrung der neuen Variabel r’ = r' — f wird daraus

1
{pp(r)) = 4n€OAV v

/dVdV”P (r" +¢) - grad

r|r7r//|
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Von jetzt an verwenden wir nur noch die gemittelte Polarisationsdichte.
Wir dndern weiterhin den Namen Variabel zur besseren Ubersichtlich-
keit von 1’/ zu r'. Die gemittelte Polarisationsdichte ist dann definiert
als

1 -
= dVPp(r + 1
AV /AV p(r' +1)

und koénnen das rdumlich gemittelte Potential schreiben als

1 P 1
¢p(r) = — /Vdvp(r).gradrm

47'[60

Den Integralterm konnen wir noch explizit aufspalten in einen Teil
der die Oberflachenladungsdichte und einen Teil der die Raumladungs-
dichte enthdlt. Dies konnen wir mit der folgenden Umformung errei-
chen

. P(t) B 1 . , , 1
ler/ |:r:| = mdlvr/P(r ) + P(r ) . gradr/m

1 . / p 1
= mdlvr/P(r ) — P(r ) . gradrm
Umgeformt nach dem zweiten Term auf der rechten Seite, eingesetzt
und Anwenden des Gaussschen Satzes ergibt

1 P(r)-af 1 ,divyP(r)
o) = g [ J v

4meq v —r/| 4meq lr —r/|

Unter Einfiihrung der Polarisationsraumladungsdichte
Ppol(r) = —divP(r)

und der entsprechenden Oberflichenladungsdichte
7pol(r) = P(r) - en

konnen wir die gemittelte Polarisation final schreiben als

(pp(r)) = / f/’7Pol r,) 1 /VdV’pPOI(r/)

47‘[€0 | 4me |r—r/|

Hieran erkennen wir, dass das gemittelte Potential einer Dipolver-
teilung (Oberflache+Volumen) von einer Polarisationsladungsdichten
erzeugt wird. Diese Polarisationsladungen sind die Senken des Polari-
sationsfeldes, es gilt divP(r) = —ppy(1).

Diese Polarisationsladungen treten zusatzlich zu den externen oder
freien Ladungen auf und beschreiben den Einfluss von Materie. Die
Maxwellschen Gleichungen behalten ihre Giiltigkeit in Materie im Sinne
dieser Mittelung mit einem neuen Feld P. Die Quellen des Polarisations-
feldes sind die Polarisationsladungen. Fiir eine homogene Polarisation
im Medium diirfen dabei nur Oberflichenquellen auftreten. Weiterhin
wird, wie wir an der Gleichung oben gesehen haben, die Normalkom-
ponente des Polarisationsfeldes an der Oberflache durch die Fldchenla-
dungsdichte der Polarisationsladung definiert. Im Medium selbst sind
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die Quellen des elektrischen Feldes alle Ladungen. Die Quellen des
Polarisationsfeldes sind aber nur die Polarisationsladungen.

Die zusitzliche Gesamtladung durch die Polarisationsladung eines
Dielektrikums verschwindet dabei.

& = [ dVepl®)+ [ df mpal)

- / dV'divP(r) + / ) - df

- / ) df + / )-df =0
(Vp) (Vp)

Wir haben also gesehen, dass wir die induzierte Polarisation, mithin
die elektromagnetische Wirkung von Materie (im Rahmen unserer
phinomenologischen Modellvorstellung), auf der Basis eine Polarisati-
onsladungsdichte beschreiben konnen. Galt bisher im Vakuum

p(r) = Pext(r)

so gilt jetzt on Materie

P(r) = Pext(r) + ppol(r)
Unter Berticksichtigung dieser zusétzlichen Ladung kann das Vorhan-
densein von Materie leicht in den Maxwellschen Gleichungen bertick-
sichtigt werden. Es ergibt sich

eodiv E(r) = p(r) = pext(r) + ppol(r) = Pext(r) — div P(r)
Dies kann umgeschrieben werden zu

div [egE(r) + P(r)] = pext(r)

Als Alternative zum Polarisationsfeld P(r) kann man ein neues Feld
einfithren D(r), die dielektrische Verschiebung.

D(r) = €E(r) + P(r)

Die Quellen des elektrischen Feldes E sind die gesamten Ladungen, also
Pges(r) = Pext(r) + Ppo1(r). Die Quellen des Polarisationsfeldes P sind
die Polarsationsladungen, also —p,(r). Die Quellen der dielektrischen
Verschiebung D sind die externen Ladungen, also pext(r).

Die differentielle erste Maxwellschen Gleichungen lauten dann im
Dielektrikum

divD(r) = pext(r)

Die zweite differentielle Maxwellschen im Dielektrikum bleibt unveran-
dert weiter

rotE(r) =0
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Wie bisher gilt auch weiterhin, dass das elektrische Feld der negative
Gradient des skalaren Potentials ist, —grad¢(r) = E(r).

Was bisher noch nicht geklirt ist, ist der funktionelle Zusammenhang
zwischen der induzierten Polarisationsladungsdichte bzw. der Pola-
risation und dem elektrischen Feld, welches urspriinglich dafiir ver-
antwortlich gemacht wurde, die Dipole induziert zu haben. Dieser
Zusammenhang kann im Rahmen der Elektrodynamik nicht geklart
werden, sondern ist Gegenstand der Festkorperphysik bzw. der Quan-
tenmechanik. Der funktionelle Zusammenhang von P(E) wird daher
im Rahmen der Elektrostatik (aber spéter auch der Elektrodynamik)
phanomenologisch eingefiihrt.

Die erste Annahme, die i.A. getroffen wird, ist die eines linearen
Zusammenhangs zwischen dem elektrischen Feld und der Polarisation.
Fiir ausreichend schwache Felder ist diese Annahme immer gerechtfer-
tigt. Weiterhin hat man allgemein einen vektoriellen Zusammenhang
(jede Komponente i des elektrischen Feldes kann eine Polarisation in
der Komponente j der Polarisation induzieren), wobei dieser anisotrope
Zusammenhang entsprechend auch nur fiir anisotrope Medien relevant
ist. Viele Medien, die uns interessieren, z.B. Wasser oder Glaser, sind
isotrop.

Man kann verschiedene Materialien mit Bezug auf die Polarisation
klassifizieren.

1. Als erstes gibt es die sogenannte Verschiebungspolarisation. Hier
wird P direkt durch E erzeugt und der Zusammenhang ist einfach
der einer skalaren, linearen Beziehung. Diese l4sst sich schreiben als

P(r) = ¢gNaE(r)

Hierbei ist N die Teilchendichte und « die Polarisierbarkeit eines
einzelnen Teilchens, mithin eine Gro3e dafiir, wie grofs das induzierte
Dipolmoment fiir ein bestimmtes elektrisches Feld ist.

2. Als zweites gibt es die sogenannte Orientierungspolarisation. Hier
sind die Dipole in der Materie bereits vorhanden aber ungeordnet.
Dadurch verschwindet die makroskropisch gemittelte Polarisations-
ladungsdichte. Durch ein angelegtes elektrisches Feld werden die
Dipole aber makroskopisch ausgerichtet und fithren so zu einer
endlichen Polarisationsladungsdichte. Das referentielle Beispiel hier
ist Wasser. Die Energie die notwendig ist zur Ausrichtung eines
Dipols im elektrischen Feld berechnet sich zu W = —p - E. Die Natur
strebt an, diese Energie durch eine geeignete Ausrichtung der Dipole
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im Feld zur minimieren (siehe frithere Diskussion). Diese Ausrich-
tung wirkt dabei der thermischen Fluktuation entgegen, weshalb
sich langfristig ein Mittelwert einstellen wird. Nur dieser Mittelwert
ist fiir die Betrachtung im Rahmen der Elektrostatik relevant. Die
Polarisation lédsst sich schreiben als

_ Np?

P(r) = S UE(y)

Beachten Sie hier bitte, dass es indirekt proportional zur Tempe-
ratur ist. Je grofier die Temperatur, desto grofier die thermischen
Fluktuationen, desto kleiner die Polarisation im Mittelwert.

3. Als dritte Klasse von Materialien seien hier Ferroelektrika genannt,
bei denen die Dipole schon in makroskopischen Doménen ausge-
richtet sind. Unterhalb einer kritischen Temperatur haben diese
Domainen eine spontane Ausrichtung und mitteln sich heraus im
Durchschnitt. Oberhalb der Curie-Temperatur richten sich die Do-
madnen dann aus. Die ausfiihrliche Darstellung des funktionellen Zu-
sammenhangs der Polarisation soll hier nicht durchgefiihrt werden,
da der Zusammenhang i.A. nicht mehr linear ist und kompliziert
wird.

Fiir die ersten beiden Klassen lisst sich aber die Materialgleichung
phidnomenologisch schreiben als

P(r) = ¢oRE(r)
Pi(r) = eoxij(r)Ej(r)

bzw fiir ein isotropes Medium mit Hilfe eines skalares Zusammen-
hangs. Die hier eingefiihrte Grofie xy bezeichnet man als die statische
elektrische Suszeptibilitat.

Die dielektrische Verschiebung wird dann definiert als

D(r) = eoE(r) + eox(r)E(r) = €pe(r)E(r)

Hier ist die statische Dielektrizititskonstante oder auch die relative
elektrische Permittivitit eingefiihrt worden'

e(r) =1+ x(r)

Beispiele dafiir sind z.B. Luft mit einem € ~ 1.0006. Glas hat einen Wert
von 4-6 und Wasser hat einen Wert von 81.

Fiir die Bestimmung der Ubergangsbedingungen an einer dielektri-
schen Grenzfliche gehen wir in volliger Analogie zu der friitheren

* Beachten Sie bitte, nur in der Elektrosta-
tik konnen Sie von der Dielektrizitdtskon-
stante sprechen. In der Elektrodynamik
werden Sie sehen, dass Dielektrizitatskon-
stante keine Konstante ist sondern eine
Funktion der Frequenz. Es ist daher von
der dielektrischen Funktion zu sprechen.
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Betrachtung vor. Im Speziellen evaluieren wir wieder die Maxwell-
gleichungen in einem kleinen Volumen (Model Schuhdose) an der
Grenzfldache zwischen zwei Medien. Diese werden abgekitirzt im Fol-
gendem mit dem Subskript ‘a’ fiir auflen und ‘i’ fiir innen®. Dadurch
gelangen wir an Bedingungen fiir einmal die tangentialen und einmal
die normalen Komponenten der dielektrischen Verschiebung. Aus die-
sen Ubergangsbedingungen fiir die dielektrische Verschiebung ergeben
sich dann entsprechende Ubergangsbedingungen fiir das elektrische
Feld bzw. das Potential.

Unter Betrachtung der ersten Maxwellschen Gleichung divD(r) =
pext(r) und entsprechender Integration

/(V) D(I‘) -df = Qext \%

erhalten wir

Dy, () = Dy (r) = #ext(r)
€0€4En, (r) — €0€iEn, (r) = Next(r)
*€0€a&¢aa77§r) + eoei&%ir) = fext(1)

Im Allgemeinen haben wir keine externen Ladungen. Dann reduzieren
sich die Gleichungen zu

Dy,(r) = Du,(r)
€aEn,(r) = ¢€Ey(r)

opa(r) _ O¢i(r)
““on T “Ton

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung ist stetig an
der Grenzfldache. Die Normalkomponente der Polarisation und des
elektrischen Feldes sind unstetig an der Grenzfldche. Die Polarisation
ist kleiner in Medien mit groflerer Dielektrizitdtskonstante. Wie man
sieht, muss das Produkt aus Dielektrizitdtskonstante und elektrischer
Feldstiarke konstant bleiben.

Unter Betrachtung der zweiten Maxwellschen Gleichung rotE(r) = 0
und entsprechender Integration

/(F)E(r)-drzo

erhalten wir

Ei,(r) = Ey(r)
Du(r) _ Dy
€4 €;

Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes sind stetig an der
Grenzfliche zweier dielektrischer Medien. Die Tangentialkomponenten
der dielektrischen Verschiebung sind unstetig.

2Was aufien und innen ist, ist ziemlich
willkiirlich.
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Allgemeines

Was wir im Folgenden l6sen wollen sind die Maxwellschen Gleichungen.
Dafiir suchen wir das Potential bzw. dann das elektrische Feld und die
dielektrische Verschiebung fiir eine feste Ladungsverteilung in einem
Raum, der durch eine rdumliche Verteilung von dielektrischen Medien
definiert ist. Wir miissen also

eodiv [€(r)E(1)] = pext(1)
und
rotE(r) =0

16sen. Das Problem kann verschiedene Ausmafie an Komplexitdt anneh-
men, in Abhédngigkeit von der raumlichen Verteilung der Permittivitat.

1. Das Medium kann inhomogen sein, €(r). Dann muss der Nablaope-
rator in der ersten Maxwellgleichung explizit auch auf die Permit-
tivitdt angewandt werden und wir miissen die folgende Gleichung

losen
€oE(r) - grade(r) + epe(r)divE(r) = pext(r)
—epgrade(r) - grade(r) — ege(r) Ap(r) = pext(r)
1 Pext(T)

A9(x) + rgrade(r) - gradg(r) = —

Das Losen dieser Gleichung ist i.A. kompliziert, da der Gradient der

€oe(r)

Permittivitat nicht senkrecht auf dem Gradienten des Potentials (bzw.
dem elektrischen Feld) steht und dieser Term nicht vernachlassigt
werden kann. Diese Gleichung kénnen Sie nur numerisch 16sen, z.B.
mit der Methode der finiten Differenzen.

2. Das Medium kann homogen sein, e(r) = € = konstant, grade(r) = 0.
Dann vereinfacht sich die obige Gleichung zu

nglr) = -0

€0€
1 /Pext(r/)
=9 = 4rrege /VdV r— 1|

Diese Gleichung ist identisch zur im Vakuum studierten mit der
einzigen Ersetzung von €y — €pe

3. Das Medium kann aufgebaut sein aus rdumlichen Gebieten mit
stiickweise konstanter Permittivitat. Zur Losung wird zunédchst in
jedem Teilgebiet die Poissongleichung gelof3t

Agi(r) = —pez)iegr)
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wobei pext i (r) die externe Ladungsdichte im Gebiet i ist. Anschlie-
Bend werden die Potentiale zusammengefiihrt, so dass an den Grenz-
flichen die Ubergangsbedingungen beachtet werden. Diese Forcie-
rung der Ubergangsbedingung erfolgt wieder mit der Methode der
Spiegelladung. Diese werden aufierhalb des betrachteten Gebietes
platziert. Deren Ladung und Position werden wieder so angepasst,
dass die Ubergangsbedingungen fiir das Potential an den Grenz-
flachen erfiillt werden. Diese Methode wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Methode der Greenschen Funktion

Wir betrachten einen unendlich ausgedehnten Raum, der aus Teilgebie-
ten mit stiickweise konstantem € besteht. In jedem der Raumgebiete
muss die Poissongleichung erfiillt sein

—GOEiA(Pi(I') = Pext i(r)

und die Ubergangsbedingungen miissen erfiillt sein. Diese besagen,
dass das Potential an der Grenzflédche stetig sein muss, da ansonsten der
Betrag des elektrischen Feldes divergieren wiirde, ¢; = ¢;. Weiterhin
muss die Normalableitung des Potentials multipliziert mit der Per-

mittivitat im entsprechenden Gebiet konstant sein an der Grenzflache,
O _ 99
€ion = €ion-
Die Losung kann auch geschrieben werden mit natiirlichen Randbe-
dingungen und unter Beachtung der Ubergangsbedingungen mittels

einer Greenschen Funktion. Die formale Losung lautet

#(0) = | dV'puu()G(5,7)

wobei die Greensche Funktion die Losung der folgenden Gleichung
ist unter der Annahme, dass sich der Aufpunkt in dem Raumgebiet i
befindet

—e0€; AG(1,Y) = 6(r— 1) Ladung in i
—€0€; AG(r,¥) =0 Ladung nicht in i

Die Greensche Funktion G ist hierbei verschieden in den verschiedenen
Raumgebieten im gesamten Raum r. In Analogie zu den Ubergangs-
bedingungen fiir das Potential, fordern wir als Ubergangsbedingung
fir die Greensche Funktion, dass die Greenscghe Funktion G; und
die Normalableitung multipliziert mit der Permittivitat ei%an der
Grenzfldche konstant bleiben.

Als ein kanonisches Beispiel wollen wir eine beliebige Ladungs-
verteilung im Gebiet 1 (1) vor einem dielektrischem Halbraum (e3)
betrachten. Als erstes miissen wir die Greensche Funktion fiir r in
den beiden Halbrdumen berechnen. In Konkretisierung der obigen
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Gleichung miissen wir die folgenden Gleichungen losen

—€0€1AGy(r,Y) =6(r—7) rinl
e AGy (1Y) =0 rin 2
Im Gebiet mit der Ladung wihlen wir den gleichen Ansatz wie friiher,
also mit einer Spiegelladung.

1 1 A
Gi(r,Y) =
1(nr) 4mege; |r—r’|+|r—rg|

mit der Position der Spiegelladung als

Im Gebiet ohne die Ladung wiahlen wir als Ansatz

Gz(r,r’) L [B}

~ 47meger |r — 1|

Diese Wahl stellt sicher, dass AG, = 0 ist, da der Punkt der Ladung in
Raum 1 liegen soll. Beachten Sie bitte, dies sind zunichst einmal An-
sitze. Die Grofse der noch unbekannten Amplituden A und B miissen
durch Forcierung der Ubergangsbedingungen gefunden werden. Wir
haben zwei unbekannt Grolen mit zwei Ubergangsbedingungen, das
sollte also kein Problem darstellen.

Wir fordern also zunichst, dass

Gi(t,Y) = Go(t,Y)

gilt. Hierbei ist ¥ wieder ein beliebiger Punkt an der Grenzflache zwi-
schen den beiden dielektrischen Halbrdaumen. Einsetzen der obigen
Ansitze fiihrt auf

11 A J_1[ B
er [[F-r] " F-xl] e [[F-r

Fiir ¥ = 0 sind alle Nenner gleich und wir erhalten

1 B
— 14+ Al=—
€1 €2

Als zweites fordern wir, dass die Normalableitung multipliziert mit der

Permittivitdt entsprechend konstant bleibt, €; % o Mit den beiden
X =l

obigen Ansitzen erhalten wir so

x! x'A x'B

=P T e
Diese Gleichung muss wieder fiir eine beliebige Position x” gelten und

wir erhalten

—-1+4A=-B—+1—-A=8B
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Kombinieren wir die beiden Ergebnisse und 16sen nach den Amplitu-
den auf, erhalten wir
2€y € — &
_€1+€2’ _€1+€2
Damit erhalten wir als expliziten Ausdruck fiir die Greensche Funktion
Giler) = 1 [ 1 €e1—¢€ 1 ]
r—r| e +enfr—rx

47Te0€]
2 1
noo—
GZ(I',I') - 47‘[60(61—|—€2) [|I‘—I‘l|]
Der Spezialfall eines Metalls (perfekter Leiter) ist hier bereits enthalten.

Fiir dieses konnen wir die Permittivitdt des zweiten Halbraums gegen
minus unendlich gehen lassen (e, — —o0) und wiirden die friiher
bestimmte Greensche Funktion bestimmen.
Die Losung des Potentials einer beliebigen Ladungsverteilung im
Gebiet 1 vor einem dielektrischen Halbraum wére demnach
o(r) = { [y AV pext(Y)Gi (1Y) rel
[y AV pext(t')Go(r, ') re2

Als Beispiel betrachten wir das Potential einer Punktladung vor dem di-
elektrischen Halbraum p(r') = gé(r' — rp). Dann 16st sich das Potential
zu

q 1 €1—€2 1
_ 4mege, [|r—rg\ + €1+€2 \r—rOs\} rel
¢(r) =
re?2

Als letztes wollen wir uns die Polarisationsladungsdichte des dielektri-
schen Halbraumes ansehen. Es gilt fiir die Berechnung der Volumenla-
dungsdichte folgende Assoziationskette

divP(r) = eoxdivE(r)
AufSerhalb von Ladungen gilt aber

divD(r) = edivE(r) =0 — divP(r) =0 — ppyi(r) =0
Fiir die Oberflichenladungsdichte berechnen wir

Toolt) = P(r)-e = Py(r) - e+ Pa(r) - e

= [Pa(r) = P1(r)] - e = Ppu(r) — Pra(r)

Mit

P;i(r) = €g [ei(r) — 1] Ei(r) = —€q [e;(r) — 1] gradg;(r)

und

ox x=0

. (xZO)ZLZq(el—GQ) X
el 47 €1 (e1+ €2) [(x0)2 + (y — yo)2 + (2 — 20)2
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Vergleichbar zu unserem Vorgehen im Rahmen der Elektrostatik in An-
wesenheit von Leitern wollen wir uns im Folgenden noch raumladungs-
freie Probleme ansehen. Diese sind charakterisiert durch pext(r) = 0.

[REM Dic homogen polarisierte Kugel

Im einfachsten Falle wollen wir uns zunéchst eine spezifische Polarisati-
on P vorgeben. Wir wollen hier im speziellen keine induzierten Dipole
betrachten, sondern verstehen die Polarisationsladungsdichte an der
Oberflédche als die einzigen Quellen des elektrischen Feldes.

Es sei hier angemerkt, dass diese Betrachtung die erste in einer Reihe
von zwei Betrachtungen sind, welche wir benétigen, um aus der ato-
maren Polarisierbarkeit schlussendlich eindeutig auf die Suszeptibilitat
schlussfolgern zu konnen. Diese Clausius-Mosotti-Formel wiirden wir
im iibernédchsten Unterkapitel besprechen.

Wir geben uns also eine Kugel mit dem Radius R vor, in welcher
eine konstante Polarisation existieren soll

P(r) = Pe, firr <R

mit P einer ortsunabhéngigen skalaren GrofSe. Die Oberflachenladungs-
dichte berechnet sich dann zu

P-e, = Pcosy = 1pol

Das Potential dieser (Polarisations-)Dipoldichte berechnet sich dann
wie folgt

1 1
= — dV'P(Y) - grad, ———
o(r) . /K VPO
1

1
~Pegrad,—— [ aV'
gra r47-[€() Kuge] ‘r — r/‘

Diese Gleichung ist formal identisch zum Potential einer homogen ge-

ladenen Kugel mit p(r’) = 1. Daher kénnen wir das frither gewonnene
Ergebnis tibernehmen

R3
— r >R
r) = —P-.grad Seor
¢() g 7{ 3R6€;r T’SR
R3 P
% r <R

_1 pr
o) = {4”%953 rx
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Das ist das Potential eines Dipols im AufSenraum. Das elektrische Feld
berechnet sich dann als der negative Gradient des Potentials zu

{ 1 (por—rp R

47eq 5

P
~3q r <R

E(r) =

Das ist das Feld eines Dipols mit dem Dipolmoment p = pe.. In der
Berechnung fiir das Feld im Inneren der Kugel haben wir ausgenutzt,
dass grad (P-r) = (P-grad)r =P.

Wir erkennen hier, dass E und P unstetig sind an der Grenzflédche.
Dies ist nicht weiter verwunderlich, da wir eine nichtverschwindende
Oberflachenladungsdichte der Polarisationsladung haben. Weiterhin
erkennen wir, dass E und P antiparallel sind im Kugelinneren. Beach-
ten Sie bitte, dass die dielektrische Verschiebung in diesem Beispiel
keine feldabhingige Quelle hat. Fiir die dielektrische Verschiebung im
Innenraum D; kdnnen wir schreiben

P 2
D;(r) = E;(r) + P(r) = ¢ (—3€0> +P= gP
Ich mochte noch einmal betonen, dass die Polarisation in unserem

Beispiel nicht von dem elektrischen Feld hervorgerufen wird.

[R®R Kugelformiger Hohlraum im Dielektrikum

Wir betrachten nun die komplementare Struktur, einen kugelférmigen
Hohlraum in einem Dielektrikum. Wir wissen, dass ohne den Hohl-
raum wir auch ein homogenes elektrisches Feld E und eine homogene
Polarisation P haben. Wie gehen wir jetzt mit der komplementéren
Struktur um?

Bei der Kugel haben wir bereits sehen kénnen, dass die Polarisation
auf der Kugeloberfldche endet und ein elektrisches Feld dadurch im
Aufienraum erzeugt wurde. Jetzt betrachten wir gerade die umgekehrte
Situation. Wir untersuchen eine positive Polarisationsladung auf der
Grenze des Hohlleiters, welche im Inneren der Kugel ein elektrisches
Feld erzeugt. Dieses elektrische Feld selbst muss homogen sein, da
es schlussendlich die gleiche Polarisationsladung wie in der vorher
betrachteten Situation darstellt. Der Unterschied ist nur, dass die Po-
larisation die gleiche Orientierung haben soll wie das Feld, da die
Polarisationsladung nun positiv ist.

P P
E=E,—(—— )| =E, +—
! ! ( 3€0> a+3€0

Die Feldstédrke im dielektrischen Hohlraum ist damit grofier als in der
Umgebung. Dies ist ein entscheidender Unterschied zur dielektrischen
Kugel. Die Polarisation kann berechnet werden zu 3 3 Siehe z.B. Jackson Kapitel 4.4, Seite 182
3 (eﬂ - el) E

P =
€0 2¢, + €

a
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mit €; = 1 und €, = €, berechnet sich das elektrische Feld im Inneren
zu

P e—1 3e
Ei=Eot — —Eo (1 - E
=t 3 “( +2e+1> 2e+1°"

Das Feld im Aufienraum erzeugt durch diese Polarisation ist wieder

das Feld eines elektrischen Dipols.

Molekulares Modell der Polarisierbarkeit — die Clausius - Mosotti-
Formel
Im Folgenden wollen wir einen genaueren Zusammenhang zwischen

mikroskopischen Eigenschaften und makroskopischen Grofien herstel-
len, im speziellen der Suszeptibilitdt. Bisher haben wir die folgenden

Zusammenhinge betrachtet? +Mit dem Subskript “at’ fiir atomar.
P(r) = N(r)(pat)
(Pat) = ar€oE(r)
— P(r) = egN(r)aaE(r) = eox(r)E(r)

Im dielektrischen Medium wirkt aber die Polarisation der Umgebung
auf das herausgeschnittenes Volumen, in welchem das Atom lokalisiert
ist. Es ist also nicht das totale Feld, was die Polarisation induziert,
sondern ein lokales elektrisches Feld, welches um die Polarisation
selbst korrigiert wurde. Eine solche Situation haben wir gerade be-
trachtet. Man bezeichnet diese Lokalfeldkorrektur als das Lorentzfeld
E — Ejo. Es ergibt sich mit den Ergebnissen der vorherigen beiden

Unterabschnitte
P
Ex=E+ —
lok + 3¢
P
P = egNaatEjox = egNaat (E + 3>
€0
Noat Nayt
P=ei—mmt 7 1=~ 1= 7w
3 3

Das ist die Clausius-Mossotti Formel. Fiir eine gegebene atomare Po-
larisierbarkeit (welche Sie mit Hilfe einer anderen Theorie berechnen
miissen), konnen Sie so die makroskopische Suszeptibilitit ausdriicken.

Energic

Zur Berechnung der in einer Ladungsanordnung gespeicherten Energie,
im Gegensatz zu den fritheren Betrachtungen im Vakuum, miissen
wir im Folgenden alle Wechselwirkungen mit beriicksichtigen. Die-
se betrifft die interne Wechselwirkung der externen Ladungen, aber
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auch die Wechselwirkung zwischen externen Ladungen und induzier-
ten Dipolmomenten und auch die Wechselwirkung der induzierten
Dipolmomente untereinander.

Im Vakuum galt bisher fiir die in einer Ladungsanordnung gespei-
cherten Energie

W= [ avewet = : [ avew

Die dabei zu beriicksichtigende Ladung entsprach nur der externen La-
dungsdichte, welche ein Potential erzeugte. In unserem jetzigen Sprach-
gebrauch wire das nur die externe Ladungsdichte: p(r) — pext(r) =
—eoA¢(r). Im Dielektrika miissen wir zunichst die Ladungsdichte
ersetzen durch die gesamte Ladungsdichte und miissen dann das ent-
sprechende Potential ausrechnen.

P = Pges(t) = pext(r) + Ppor(r)
= Pges(r) = —€0Lgp(r)
Die Energie, die benotigt wird, um die Gesamtladungsdichte in das
Feld zu bringen, berechnet sich daher zu

Wy =5 | dVogsp(r) = 5 [ dVEX(H)

Das elektrische Feld ist jetzt bereits das Feld, welches sich im Dielektri-
kum befindet.

Mit dieser Rechnung haben wir aber erst einen Teil der Energie
berticksichtigt. Wir haben aber die falsche Annahme getroffen, dass
die Polarisationsladung bereits vorhanden ist. Die Dipole miissen aber
erst induziert werden, damit die Polarisationsladung entsteht. Dafiir ist
wiederum Energie notwendig, welche wir explizit berechnen miissen.
Die Energie entspricht dabei der zu verrichtenden Arbeit, um alle
Ladungen an ihre entsprechenden Orte r zu bringen und die Dipole
entsprechend zu spannen.

Fiir einen Dipol betragt diese Arbeit

1
Wp==-p-E
D 2P
Die entsprechende Energiedichte betragt
1
f 7P . E
wp >

Damit betrdgt dann die entsprechende Arbeit zur Erzeugung der Pola-
risationsladung

Wp = %/VdVP(r) CE(r)

Die Gesamtenergie ergibt sich dann aus der Summe der beiden Teilbei-
trage

W=W,+Wp = % [60 /Vw dVE?(r) + /Vw dVP(r) -E(r)}
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Auch wenn wir bisher nur lineare Polarisationen betrachtet haben,
gilt dieser Zusammenhang allgemein fiir beliebige Polarisationen; im
Speziellen auch fiir nichtlineare Polarisationen. Beachten Sie bitte, da
|E(r)| # |E(r)|vak, kann die entsprechend gespeicherte Energie auch
kleiner sein als die entsprechende Energie des gleichen Feldes im
Vakuum.

Das grofie Ziel aller Feldtheorien ist es, alle Grofien entsprechend
mit Feldern auszudriicken. So versucht man auch vorzugsweise in
Medien die Energie als Feldenergie auszudriicken. Im Zweifel ist die
Polarisationsladungsdichte nicht bekannt. Mit dem friiher gefundenen
funktionellen Zusammenhang D(r) = €yE(r) + P(r) erhilt man

W = %/Vw dVD(r) - E(r)

In linearen Medien gilt mit dem Zusammenhang P(r) = eox (r)E(r)

W= %eo /Vm dAVe(r) - B(r)

Alternativ konnen wir auch wieder eine Darstellung mit Hilfe des
Potentials und der Ladungsdichte finden.

- %.l;oodVD(r)~E(r):—%'/‘./oodVD(r)gradgb(r)

- / dviiv [D(r)g()] + : / Vy(r)divD(y)

1
= E/Vm dV‘P(r)Pext(r)

Im zweiten Schritt wurde wieder der Gaufische Satz benutzt, um das Vo-
lumenintegral auf ein Oberflachenintegral im Unendlichen zu reduzie-
ren. Der Integrand fallt wieder schneller auf null ab als die Oberfldche
der Kugel ansteigt, so dass insgesamt das Integral verschwindet.
Beachten Sie hier bitte, dass zwar 'nur’ die externe Ladungsdichte
hier auftaucht, das Potential aber sowohl von den externen Ladungen
als auch von den Polarisationsladungen induziert wird. Kann man
dies einfach erkldren? Wir betrachten dazu den Beitrag zur Energie,
welcher durch das Spannen der Dipole verursacht wird und den Beitrag,
welcher durch das Einbringen der Dipole in das Feld verursacht wird.
Beide Terme wollen wir ausdriicken mit der Polarisation und dem
Potential. Der Beitrag zum Spannen der Dipole berechnet sich aus

%/dVE(r) -P(r) = —% /dVgradcp(r) -P(r)
Der Beitrag zum Einbringen der Dipole in das Feld berechnet sich aus

3 ), Voo = =3 [ dvaivpp()

- 3 [ avaiv [Pp)] + : /Vw dVP(r) - gradg(r)
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_ % /V _dVP(r) - gradp(r)

Die beiden Beitrdge heben sich also gerade genau auf. Daher taucht in
dem obigen Ausdruck nur die externe Ladungsdichte auf.

Weiterhin kann man sich die Frage stellen, da wir bei gleicher exter-
ner Ladungsdichte auch die gleiche dielektrische Verschiebung besitzen,
wo die Energie entsprechend grofer ist; im Vakuum oder im Dielektri-
kum? Das konnen wir einfach ausrechnen.

Wy = %/V dVDy(x) - By(r)

Wo = o [ dvDp() Ep() = [ avDy(r) Ep(r
D(r) = Dy(r) = Dp(r) = &Ey(r) = €Ep(r) + P(r)
ED(I‘> _ D(r)e_o P(I’)

Fiir die Energie im Dielektrikum ergibt sich so

_ 1 2y L f .
Wo = 5o /V _avD¥ ) — 5 [ avD(r)-B()

- % /V AVD() - By(r) - % | /Vw dVP(r) - By(r)

Damit ergibt sich

Wy — Wp — %/V 4AVP(x) - Ey (r)

Die Energie im Dielektrikum ist kleiner. Sie entspricht der Wechselwir-
kungsenergie zwischen Dielektrikum und Feld.

L&A Die Kraftdichte £(r)

Zur Berechnung der Kraftdichte gehen wir von der prinzipiellen Idee
aus, dass die Felder Ladungen bewegen konnen, sie iiben somit eine
Kraft auf Ladungen aus. Diese Ladungen kénnen zum einen externe
Ladungen pext sein, zum anderen aber auch gebundene Ladungen pp,).
Bei Beschrankung auf einen linearen Zusammenhang gilt

P(r) = eox(r)E(r) — D(r) = eoe(r)E(r)

Die Polarisationsladungen hiangen also mit der Permittivitdt zusammen.
Wir gehen also davon aus, dass vorhandene elektrische Felder eine
kleine Ortsverdnderungen Jr der Ladungen pext und ppo) in Gebieten
mit €(r) hervorrufen. Die Materie zieht dann pext(r — dr) und €(r — dr)
mit an den Ort r.

Wir gehen im Folgenden von der Annahme aus, dass wir eine Ver-
schiebung und Deformation der Materie erlauben, aber keine Dilatation.
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Wir vernachléssigen also Elektrostriktion. Wir fordern entsprechend als
eine wichtige Nebenbedingung

(svzoz/ (5r~df:/ div(6r)dV — div(sr) =0
) %

Unser Ziel im Folgenden wird es sein, eine infinitesimale Anderung der
Energie bei infinitesimalen Verriickungen auf folgende Form bringen

W =94 B /VdVE(r) -D(r)] =—F-ér=— /V dVi(r) - or
Der Weg dahin besteht aus drei Schritten:

1. Wir berechnen die Anderung ée(r) und Spext(r) bei einer gegebenen
infinitisimalen Anderung des Ortes dr.

2. Wir berechnen die Anderung der Energie W als Funktion von Je(r)
und Spext-

3. Wir finden einen Ausruck, der §W in Verbindung bringt mit [;, dV£(r) -
or.

Diese drei Schritte wollen wir nun im Einzelnen diskutieren
or — 6€(r), Opext(r)

Wir betrachten dazu ein Volumenelement bei r — ér — r und e(r — 4(r))
und pext(r — d(r)) werden dazu mitbewegt.

de(r) = e(neu)—e(alt) =e(r—4(r)) —e(r) = —grade(r) - Ir

5Pext(r) = Pext(neu) - Pext(alt) = Pext(r —or) — Pext(r) = —gradpext(r) - ot

= —div (pext (r)ér) + Pext(r)div (51')
= —div (Pext(r)(sr)

Wir haben jetzt hier explizite Ausdriicke und kénnen damit berechnen,
wie sich die Permittivitat bzw. die externe Ladungsdichte bei einer
kleinen Verdnderung des Ortes verindern. Wir kénnen somit zum
zweiten Schritt tibergehen.

de(r), Opext(r) — oW

SW = 5{% deVE(r).D(r)] =20

D?(r)
Vo  €0€(r)

/ w {dVE(r) .oD(r) — Z‘j;gf&) Je(r)]

Den ersten Term des Integrals wollen wir noch geeignet umformen, so
dass wir einen Ausdruck als Funktion von dpext(r) erhalten.

E(r) - 6D(r) = —grad¢(r)- oD(r)
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= —div[¢(r) - 6D(r)] + ¢(r)divéD(r)

= ¢(r)dpext(r)
Beachten Sie hier bitte wieder, der Divergenzterm im zweiten Schritt
kann wieder vernachléssigt werden, da die Integration im unendlichen

Volumen nach Anwendung des Gaussschen Satzes kein Beitrag liefern
wird. Damit erhalten wir final

2 r
SW = /V v [(])(r)&pext(r) - zzﬁg()r)(ss(r)

Damit haben wir auch den zweiten Schritt erledigt und kommen nun
zum dritten.

oW — [, dV£(r) - or

Zur Berechnung dieses Ausdruckes nutzen wir die Ergebnisse des
ersten Teilschrittes explizit aus und setzen diesen ein.

_ ”
W= /V AV | p(1)50ext () — zzeg <)r)5€(r)]

[ : D?(r)
= /VdV _—gb(r)dlv [0rpext ()] + 2002 (1) grade(r) .ér}

D?(r)
26062(1')

grade(r) - or

= /VdV _fdiv [p(r)0rpext(r)] + pext(r)grade(r) - or +
= — /VdV <pext(r)E(r) - ;EOEz(r)grade(r)) - or

Auch hier liefert der Divergenzterm in der dritten Zeile keinen Beitrag.
Da 6W = — [|, dVf(r) - or gelten soll, folgt fiir die Kraftdichte

£(r) = peu (E(r) — o2 (r)grade(r

Der erste Term entspricht hier einer Kraft auf eine externe Ladung. Der
zweite Term entspricht der Kraft auf die Polarisationsladung.

Beziiglich der physikalischen Interpretation gibt es zwei Aussagen
zu treffen. Zum einen ist die Kraftdichte antiparallel zum Gradienten
der Permittivitat. Materie mit grofSem e verdrdangt daher Materie mit
kleinerem e. Und in der Abwesenheit von externen Ladungen ist die
Kraftdichte proportional zur Feldintensitat.

Technisch haben wir jetzt noch ein kleines Problem. In der Abwesen-
heit externer Ladungen und fiir stiickweise konstante Medien haben
wir eine verschwindende Kraftdichte. Diese verschwindet aufier an
der Grenzflache; dort divergiert der Gradient der Permittivitat und
die Kraftdichte wird unendlich. Dieses Problem wird behoben durch
Verwendung des Maxwellschen Spannungstensors.
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el Der Maxwellsche Spannungstensor

Die Energie wurde bisher in Abhingigkeit von Feldgrofien formuliert.
Dies ist bisher nicht explizit der Fall fiir die Kraftdichte, in der die
externe Ladungsdichte noch mit auftaucht. Der Maxwellsche Span-
nungstensor soll im Folgenden motiviert werden durch die Tatsache,
dass wir die Kraftdichte selbst ebenfalls ausschliefslich als Funktion der
Felder berechnen mochten. Weiterhin wollen wir uns die Frage stellen,
ob die Kraftdichte selbst eine Art von Potential besitzt. Wir werden
spéter sehen, dass das gerade genau der Spannungstensor ist. Weiter-
hin wollen wir uns die Frage stellen, ob wir die Kréfte nicht besser als
Oberflachenkréfte an Stelle von Volumenkréfte definieren konnen. Dies
wiirde die Analyse erleichtern, insbesondere fiir stiickweise konstante
Medien. Alles was wir dazu machen miissen, ist, zunidchst einmal die
Kraftdichte geeignet umzuformulieren. Wir schreiben das im Folgenden
in Komponentenschreibweise und ohne Angabe der Ortsabhangigkeit
auf, welche aber implizit immer angenommen wird.

1

fi = pextEi— EGOEjEje,i
1

= Dj,]'Ei — EGOEjEje'i

1
= (D]-Ei),]. —DjEij -5 (EjDj) ; + DiEj,

1
= (DjE) ;- 5 (ExDx)

1
= (EID] — 25ijEka> .
In der dritten Zeile haben wir ausgenutzt, dass der zweite und vierte

Term zusammengenommen rotE = 0 darstellen. Damit bekommt die
Kraftdichte die Form

fi = Tl],] — f(l‘) = leT(I‘)
mit dem Maxwellschen Spannungstensor
1

Dieser Tensor stellt eine Art Potential dar, da die Kraftdichte die Ablei-
tung dieses Tensors ist. Es gilt

Tij = Tji
Das Besondere ist, dass er nur mit Feldgroflen ausgedriickt werden
kann. Wir kénnen schreiben
ExDy—w  ExDy E.D,
(Tl]) = Eny EyDy —w EyDz
EZDX Esz EzDZ—w
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wobei w = %E - D ist. Die Berechnung der Kraft auf der Oberfldche
eines Volumens ist dann sehr einfach.

F(r) = /V AVE(r) = /V Avdiv(r) = /(  T00)

F = ./V avf; = /V dVTl‘]‘,]' = /(V) df]Tz] = /(V) dfTifef

Die Gesamtkraft auf endliche dielektrische Kérper kann immer mit
Hilfe von Oberflachenkriften ausgedriickt werden.






B Magnetostatik

Im Rahmen der Elektrostatik im Vakuum haben wir uns bisher nur mit stationdren Ladungen beschiftigt,
welches Potential sie hervorrufen und welches elektrische Feld daraus resultiert. Wir haben dies exemplarisch
fiir einige konkrete Ladungsverteilungen diskutiert. Wir haben weiterhin diskutiert, welche Energie in
Ladungsverteilungen gespeichert ist und wie das Potential in grofier Entfernung zu einer rdumlich begrenzten
Ladungsverteilung vereinfacht beschrieben werden kann. Als letztes haben wir diskutiert, wie diese Potentiale
aussehen in beliebigen Geometrien mit verschiedenen Randbedingungen in Anwesenheit von Leitern bzw.
dielektrischen Medien. All diese Diskussionen wiederholen sich in der Magnetostatik mit einer einzigen
veranderten Pramisse. Wir werden im Folgenden keine stationdre Ladungen ansehen, sondern stationire
Strome, welche durch bewegte Ladungen verursacht werden. Ein stationdrer Strom, ein Strom der sich
zeitlich nicht verandert und verursacht wird durch eine konstante Bewegung von Ladungen, fiihrt zu einem
zeitunabhédngigen Magnetfeld. So wie wir in der Elektrostatik diskutierten, welches Potential und somit
elektrisches Feld durch eine Ladungsverteilung erzeugt wird, diskutieren wir in der Magnetostatik die Frage,
welches Vektorpotential und somit welches magnetische Feld durch eine stationdre Stromverteilung erzeugt
wird. In der Elektrodynamik werden dann beide Phanomene zusammengefasst bei der Berticksichtigung von
zeitlich sich verdanderlichen Quellen. Auch wenn dies verschiedenst bereits betont wurde, beachten Sie bitte
die formale Symmetrie in der Diskussion der Phianomene im Rahmen der Magnetostatik zu diesen in der
Elektrostatik.

Allgemeines

Strome existieren auch dann, wenn keine externen Ladungen vorhan-
den sind (pext(r) = 0). In der Elektrostatik war es so, dass Ladungen
sich so lange bewegen, bis kein elektrisches Feld mehr im Leiter ist.
Jetzt betrachten wir eine Stromquelle, aus der stindig neue Ladun-
gen stammen. Das erlaubt es das elektrische Feld aufrechtzuerhalten,
was zu stationdren Stromen fiihrt. Die Bewegungsgleichung fiir die
Ladungen lautet
me (¥ + yi) = —eE(r).
Die Forderung nach Stationaritit verlangt, dass die Ladungen nicht
mehr beschleunigt werden, ¥ = 0. Das hat folgende Konsequenz
eE Neé?

— j = —Nei =
Mey Mey

F=0 = i=— E
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Dabei wurde die Stromdichte j eingefiihrt. Dieser funktionelle Zusam-
menhang zwischen Stromdichte und elektrischem Feld entspricht einer
Materialgleichung. Dieses Ohmsche Gesetz lautet

j(r) = oE(r)

mit der Leitfahigkeit o = % Elektronendichte N, Elektronenladung e,
Elektronenmasse 1, und ein phdnomenologischer Ddmpfungsparamter
v treten hier auf. Der Strom im Leiter wird als Konduktionsstrom
bezeichnet. j ist eine Stromdichte und ergibt sich aus der Grofie Strom
pro Flache.

Im Gegensatz dazu gibt es noch den Konvektionsstrom. Diese ent-
steht, wenn ein geladener Korper sich im Raum bewegt, j(t)conv =

Ipext'. Einen solchen Konvektionsstrom, der die raumliche Verschie- * Stellen Sie sich eine geladene Kugel, wel-
bung von Materie benétigt, wollen wir hier nicht betrachten. Daher Ch,e(;"m Thnen durch den Raum getragen
wird.

werden wir den entsprechend Index von nun an immer weglassen.
Der Strom durch eine Fldche ist damit

I:/Fj(r)~df

Als Beispiel sei hier ein diinner Leiter betrachtet

_ _ df—oplP _oF, _V
I—/F](r) df—a/FE(r) af=or=t = Ty = 2

mit dem Ohmschen Widerstand R = %

Die Kontinuititsgleichung

Die Kontinuitdtsgleichung gilt immer, nicht nur in Statik. Es ist ein
Gesetz, welches auf der Ladungserhaltung basiert bzw. diese beschreibt.
Dort wo Ladung entsteht oder vernichtet wird, muss der Strom eine
Quelle bzw. eine Senke besitzen.

—6Q=1I6t - —Qét=1I6t - Q+1=0

Dieser funktionelle Zusammenhang muss in einem beliebigen mathe-
matischen Volumen gelten.

/Vp(r)dV—i—/(V)j(r)~df ~- 0

/V [p(r) +divj(r)]dvV = 0

Da das Volumen beliebig ist muss gelten

op(rt) oo
35 +div j(r,t) =0
Dieses Gesetz gilt fiir alle Ladungen und alle Strome, welche wir bisher
betrachtet haben

Pges < jges/ Pext < jextr Ppol e jpol
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In der Statik gilt im Speziellen, da p = 0:

— divj(r) =0

(BEY usammenhang zwischen Strom und externer Ladung

Allgemein gilt in der Statik div j(r) = 0. Nun definiert mir aber die
Stromdichte das elektrische Feld j(r) = ¢E(r) und das elektrische Feld
definiert mir meine dielektrische Verschiebung

D) = () = 25 (r)

Die Divergenz der dielektrischen Verschiebung ist die externe Ladungs-

dichte. Daher konnen wir im Folgenden einen Zusammenhang zwi-
schen Strom und externer Ladungsdichte herstellen und diesen fiir
konkrete Fille diskutieren.

e Wir betrachten als erstes den Fall ¢ = const und € = const. Sie
hiangen also nicht vom Ort ab, das Medium ist homogen. Dann gilt

divj(r) =0 — divE(r) =0 — pext =0

e Wir betrachten den Fall, dass ¢ und ¢ stiickweise konstant aber dis-
kontinuierlich sind an der Grenzfliche zwischen zwei Medien. Wir
evaluieren wieder in einem sehr kleinen Volumen um die Grenzfla-
che (Modell Schuhchremedose") die uns bekannten Differentialglei-
chungen. Dann gilt

div j(r) =0 — /(V)j(r)-df:O

Aus dieser Gleichung konnen wir schlussfolgern, dass j,,. die Nor-
malkomponente der Stromdichte auf der Oberfldche, stetig ist. Fiir
die tiber ein Volumen integrierte dielektrische Verschiebung erhalten
wir
f(v) D(r) - df = Qext
€0 f(v) %](r) -df = o [p (% - %) jndf = [p Hextdf

Als entsprechenden Zusammenhang zwischen Strom und externer
Ladung erhalten wir

€r €1\ . Next
- _— = ]71 —
Oy o] €0

Die Grenzfliche zwischen zwei Medien ist also geladen mit einer

entsprechenden Oberflichenladungsdichte, z.B. mit €, = ¢€; aber 7, <
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07 — fext > 0. Es gibt also so etwas wie einen Ladungsstau zum
schlechter leitenden Medium hin. Es sei abschlieffend angemerkt,
dass die Oberflachenladungsdichte einen Sprung des elektrischen
Feldes verursacht, sie ist mithin eine Quelle. Dies ist aber auch
notwendig, um den Strom an der Grenzflache konstant zu enthalten.

Das Amperésche Gesetz

So wie das experimentell gefundene Coulombsche Gesetz die Kraft
zwischen zwei Ladungen beschreibt, gibt es in der Magnetostatik ein
empirisch gefundenes Gesetz, welches die Kraft zwischen zwei strom-

durchflossenen Leitern beschreibt. Dies ist das Amperésche Gesetz
2 2 Vergleichbare Krifte wurden auch von
Oersted (1819 zeigte er, dass ein elekiri-

. .. . . . scher Strom eine Kompassnadel ablenken
die wir im Folgenden im Rahmen der Magnetostatik durchfiihren wer- konnte) und Biot-Savart (1820) diskutiert.

den, in Analogie verstanden werden konnen zur Elektrostatik. Damit Die Arbeiten von Amperé stammen aus
der Zeit von 1820-25. Sein Hauptbeitrag
bestand in der Postulierung, dass alle ma-
onskette, wie wir ausgehend von den observablen Grofien (Kraft auf gnetischen Phanomene durch bewegte
Ladungen verursacht werden

Wir sollten daher noch einmal kurz betonen, dass alle Betrachtungen,

die Gesamtargumentation klar wird, hier noch einmal die Assoziati-

Ladung) zu den Maxwellschen Gleichungen der Elektrostatik gelang-
ten:

Coulombkraft (Punktladung) — Feldbegriff durch Abstraktion der
Kraft auf einer Probeladung — Feld entspringt in Quellen — Ubergang
von Punktladung zu kontinuierlicher Ladungsverteilung — Maxwell-
gleichung

Wir werden im Folgenden nahezu genauso vorgehen mit dem ein-
zigen kleinen Unterschied. Wir ersetzen die Ladungsdichte mit der
Stromdichte.

Wir betrachten dazu die Kraftwirkung zwischen zwei elektrisch
neutralen Leiter, so dass wir keine Coulombkraft befiirchten miissen.
Diese Kraftwirkung einer (unendlich diinnen) Leiterschleife 1 auf eine
(unendlich diinne) Leiterschleife 2 wurde experimentell gefunden und
betrdgt demnach

1 IzdSz X [Ildsl X (Sl — 52)]
SRS =
4mepc? JL, J1, |s1 — s3]

Hierbei beschreiben s Punkte auf der Leiterschleife und ds sind die

entsprechenden vektoriellen Linienelemente tiber die integriert wird.
Diese magnetische Kraft wird auch als Lorentzkraft bezeichnet. Man
beachte hier, dass das Verhiltnis von elektrischer zu magnetischer Kraft
proportional zu c? ist.

1 1

2 Ho 7

= — = — — =41 x107'Vs/A
C cotto 2 €0C2 ‘uo X S/ m
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Beachten Sie hier bitte, die Lichtgeschwindigkeit ist eine Naturkonstan-
te und damit fix. Die Wahl von Permittivitdt und Permeabilitdt des
Vakuums ist bis zu einem gewissen Grade frei. Man definiert im Allge-
meinen den Wert von 47110~7Vs/Am. Dieser Wert ist also exakt. Aus
diesem Wert ladsst sich dann die Permittivitit des Vakuums berechnen.

Vergleichbare, allgemein giiltige Aussage wie bei der Coulombkraft
zum qualitativen Verhalten der Kréfte lassen sich auch fiir die Lor-
entzkraft finden. So ist die Kraft proportional zu den beiden Stromen
o« I; und « I, und indirekt proportional zum Abstandsquadrat « 1/72.
Wenn die beiden Linienelemente parallel sind (und die Strome das
gleiche Vorzeichen haben), ist die Kraft anziehend; sind die beiden
Linienelemente antiparallel, sind die Kréfte abstoflend. In jedem Fall
ist die Kraft bei zwei parallelen Leitern senkrecht zu den Stromen.

Das Biot-Savartsche Gesetz

Ahnlich wie wir zum Feldbegriff in der Elektrostatik {ibergegangen
sind in dem wir eine Probeladung betrachtet haben, konnen wir eine
Abstraktion von Leiter 1 durchfithren und ihn als einen Testkreis ver-
stehen, welcher das magnetische Feld erzeugt von Leiter 2 mittels der
auf ihn wirkenden Kraft vermisst

Fip = /L Iidsy x By(s1)
1
Das Magnetfeld erzeugt durch den Leiter 2 ist damit

_ m/ IzdSz X (Sl — Sz)
4 Ji, |s1 — 8o

Ein solcher Ausdruck ist in volliger Analogie zur Punktladung aufge-

Ba(s1)

schrieben. Dies fithrt uns zum Biot-Savartschen Gesetz, welches das
Magnetfeld eines unendlich diinnen stromdurchflossenen Drahtes be-
schreibt.
Ho . [ dsx (r—s)

B(r) = EI./L lr—s|3
Hier ist B(r) die magnetische Induktion, welche als neue Feldgrofe
verstanden werden muss. Diese kann mit Teststromkreisen ausgemes-
sen werden. Die Grofe besitzt die Einheit Vs/m?2 bzw. Weber/m?2. Wir
wollen diesen Term

Mo ds X (r—s)

dB = 517‘1‘_ e
kurz interpretieren, um die Physik besser verstehen zu konnen. Dieser
beschreibt also das vom Leiterstiick ds erzeugte Magnetfeld dB. Das
erzeugte Magnetfeld steht dabei senkrecht auf ds und senkrecht auf
r — s. Der Betrag des erzeugten Magnetfeld ist entsprechend
Ho |ds|sin 6

dB| =
4B 4t |r—slf?
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Ein Beispiel zur Illustration dieser Diskussion ist die Analyse des Feldes
im Mittelpunkt eines stromdurchflossenen Kreisrings. Wir wenden

B(r):mI/Ldsx(r—s)

47 lr—s|3

auf das konkrete Beispiel an und betrachten r = 0, [s| = R und s L df.
Die Leiterschleife soll in der x-y-Ebene liegen. Dann gilt ds x (0 —s) =
Rdse, = R2d¢ez. Fiir die magnetische Induktion im Inneren gilt dann

,uO 27T RZ LOI

BO =5l )y k%= 3R

In der Berechnung der magnetischen Induktion von mehreren Lei-
tern gilt wieder das Superpositionsprinzip

di r—s;
B(r) = L(_)[;II/L S:_(Si|38)
ZBi(r>

Der Ubergang zur kontinuierlichen Stromverteilung kann gegangen
werden mittels Ids = j(r) AFds = j(r)dV, so dass gilt

B = 10 [ gy X )

41t Jv lr—r'[3

Dies ist die magnetische Induktion einer beliebigen Stromdichtevertei-
lung, welche nicht notwendigerweise an Drahte gebunden sein muss.
Damit definiert sich die allgemeine Lorentzkraft als

F:/VdV lj(r) x B(1)]

(XBQ Die differenticlle Formulierung

Betrachten wir als erstes die Quellen des Magnetfeldes. Dazu konnen
wir die Gleichung fiir die magnetische Induktion wie folgt umformen

_ Mo j(r) x (r—r)
B(r) = H/ v’ |r_r,|3
= / dV'j(r') x grad,
e—r|
1 .
= 7/ dV’gradrm X](r,)

= —rotr/ dv'J

Ir—r’l

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass rot [Au(r)] =
grad u(r) x A ist. Die magnetische Induktion 14sst sich damit immer
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als ein Wirbelfeld schreiben. Da die Divergenz eines Rotationsfeldes
verschwindet, muss gelten

div B(r) =0

Das ist die erste Maxwellsche Gleichung der Magnetostatik, Sie besagt,
dass es keine Quellen des magnetostatischen Feldes gibt (keine magne-
tischen Ladungen o. magnetische Monopole). Das magnetische Feld
verlduft entlang geschlossener Feldlinien.

Durch Anwenden der Rotation auf den letzten Ausdruck, erhilt man
die zweite Maxwellsche Gleichung der Magnetostatik.

rot,B(r) = —rotrrot,/ dV/ j(r ,
|t —r |
_ Ko / / / Is
= d. di av av’j
4m {gra v \r — r’\ r’|

= VO grad / av’ ler’ (_1)'/| + moj(x)
In der Umformung von der zweiten zur dritten Zeile haben wir ausge-
nutzt, dass A\, ‘r 7=
des Integrals tiber die gestrichene Ortskoordinate fiihrt zur Stromdichte

= —475(r — r') betrdgt. Anschliessende Evaluation

im Raumpunkt r.
Wir formen weiter um

i) = Mo Y - o
rot,B(r) — poj(r) = 47Tgradr/VdV](r) gradr,|r_r,|
) / j(r')
= 4ngradr/ av'div, h /J
_ Ko i)
= 47_Cgradr - daf [|rr’|}

Hier haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass div[Au(r)] = A -
gradu(r) ist und im zweiten, dass divj(r) = 0 ist. Das Integral iiber die
Oberflache abschliefend verschwindet, da j(r') — 0 fiir || — co. Die
zweite Maxwellgleichung der Magnetostatik lautet damit:

rot B(x) = juoj (1)

Diese Gleichung wird als das Amperésches oder Oerstedtsches Gesetz
bezeichnet. Die Wirbel des magnetostatisches Feldes sind die statio-
ndren Strome. Die magnetische Induktion ("Magnetfeld’) ist fiir statio-
nére Strome ein verwirbeltes, quellenfreies Feld. Wie erwartet, haben
wir keine Kopplung zu elektrischen Feldern.
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(X®A Die integrale Formulierung

Eine integrale Formulierung erhalten wir, wenn wir die erste Maxwell-
gleichung der Magnetostatik integrieren iiber ein Volumen

/VdVdiv B(r) :/FB(r).dfzo

Fiir die zweite Gleichung integrieren wir iiber eine Flache
/rot B(r) - df = yo/ j(r) - df
F F

B(r) - dr = gl
/(F) (r) - dr Holf

wobei [ ¥ der Strom ist, der durch den Rand der umschlossenen Flidche
fliesst.

Wir wollen im Folgenden ein Beispiel rechnen, welche die Anwen-
dung der integralen Formulierung der Maxwellschen Gleichungen
demonstrieren sollen.

Magnetfeld eines unendlichen, stromdurchflossenen Zylinders

Gegeben sei ein unendlich ausgedehnter stromdurchflossener Zylinder
mit endlichem Radius

. . joez r <R
](r)_{ 0 r>R

Wir wollen mit Hilfe der zweiten Maxwellgleichung

' OB(r) - dr = ol
/(F) (r) - dr Holf

das Magnetfeld ausrechnen. Aufgrund der Zylindersymmetrie des
Problems wird das Magnetfeld nur eine Komponente in tangentialer
Richtung besitzen, B(r) = By(r)ey. Das Linienelement betrdgt dr =
rdpey und das entsprechende Flachenelement df = dfe, = rdrdge,.
Wir miissen rechnen

27 g ror2m iod
By(ordp = o | |
/O o (x)rde = pojo L), Tdedr

Fiir den Innenraum erhalten wir
2
r
27trB = 0277 —
mtrBy (1) Hojo27

. T
Bp(r) = Hojory

Fiir den Auflenraum erhalten wir

.. _R?
27mrBy(r) = y0]02717:y01
I
B(P(r) = 7/‘0277_”,

Das Magnetfeld im Aufienraum verhdlt sich wie das Magnetfeld eines
diinnen Drahtes.
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Im Prinzip kénnen wir jetzt schon das Grundproblem der Magneto-
statik vollstindig losen. Bei einer vorgegebenen Stromdichteverteilung
konnen wir mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetz die magnetische
Induktion ausrechnen. Dies ist in Analogie zur Elektrostatik. Gerade
dort haben wir aber auch gesehen, dass wir mit Einfiihren des elektro-
statischem Potential eine wesentlich elegantere Losung fiir das Problem
erhalten konnen. Etwas vergleichbares wollen wir auch im Rahmen der
Magnetostatik durchfiihen, was uns abschliefflend zur Einfiihrung des
Vektorpotentials bringen wird.

Als Erinnerung sei noch einmal kurz wiederholt, wie die Argu-
mentation fiir die Elektrostatik ausgesehen hat bzw. eine der beiden
moglichen Argumentationsketten. Da die Rotation des elektrischen
Feldes verschwindet, konnen wir das elektrische Feld auch als Gra-
dient eines skalaren Potentials schreiben3. Dieses gentigte dann der
Poissongleichung, welche wir mit der Methode der Greenschen Funk-
tion sehr einfach 16sen konnen. Die Greensche Funktion ist ebenfalls
Losung der Poissoingleichung fiir eine punktférmige Quelle. Potential
und Greensche Funktion gentigen dabei natiirlichen Randbedingungen,
welche wir bendtigen, um die Poissongleichung zu l6sen. Mit Hilfe der
Multipolentwicklung kann dann das Potential einer beliebigen raum-
lich begrenzten Ladungsverteilung explizit berechnet werden, wenn
die Multipolmomente der Ladungsverteilung einmal bekannt sind.

Alles was wir jetzt machen wollen, ist, ein Vektorpotential einfiihren
und zeigen, dass die einzelnen Komponenten des Vektorpotentials
bei einer geeigneten Eichung ebenfalls Losung einer Poissongleichung
fur die einzelnen Komponenten der Stromverteilung sind. Auch das
Vektorpotential wird dann nattirlichen Randbedingungen gentigen. Das
erlaubt uns anschlieffend, alle bekannten Losungen der Elektrostatik
unmittelbar auf die Magnetostatik zu tibertragen, ohne noch einmal
neue Rechnungen durchfithren zu miissen.

Wir gehen im Folgenden von der ersten Maxwellgleichung der Ma-
gnetostatik aus, die besagt, dass die Divergenz der magnetischen In-
duktion verschwindet, divB(r) = 0. Da die Divergenz eines Rotorfeldes
immer verschwindet (div rot A = 0), kénnen wir die magnetische
Induktion immer als Rotation eines anderen Vektorfeldes darstellen

B(r) = rot A(r)

A(r) bezeichnet hier das Vektorpotential. Einsetzen in die zweite Max-
wellsche Gleichung liefert

rot B(r) = rot rot A(r) = wuoj
grad div A(r) — AA(r) =

3 Die Rotation eines Gradientenfeldes ver-
schwindet immer.
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Das ist keine sehr angenehme Darstellung, da alle vektoriellen Kompo-
nenten miteinander verkoppelt sind.

Wir erinnern uns aber, dass das skalare Potential nur bis auf eine
Konstante bestimmt ist. Ein Potential ¢'(r) = ¢(r) + C fiihrt zur dem
gleichen elektrischen Feld, welches die eigentlich observable Grofle ist.
Das Potential muss daher als mathematisches Konstrukt verstanden
werden, mit dem wir einfacher rechnen konnen4. Diese Freiheit in der
Wahl des offsets des skalaren Potentials wird als Eichfreiheit verstan-
den. Das Potential wird transformiert durch eine Eichtransformation.
Es gibt viele Eichtransformationen; man wahlt aber praktischerweise
eine solche, in welche die transformierten Gleichungen eine moglichst
einfache mathematische Struktur annehmen. Dies ist ein grundlegendes
Konzept der theoretischen Physik.

Das Ziel der im Folgenden durchzufiihrenden Eichtransformation
ist die Entkopplung der verschiedenen vektoriellen Komponenten in
der obigen Gleichung. Wir erreichen dies, in dem wir ein neues Vektor-
potential A’(r) finden, fiir das gilt

divA'(r) =0 und B(r) = rot A'(x)
Da rot grad f(r) = 0 gilt, konnen wir die Eichtransformation
A'(r) = A(r) + grad f(x)

wéhlen. Wir kénnen also den Gradienten eines zunéchst beliebigen
skalaren Potentials zu der dem Vektorpotential hinzuaddieren, ohne
die sich daraus ergebende magnetische Induktion zu verandern. Die
Invarianz der magnetischen Induktion unter dieser Eichtransformation
lasst sich leicht zeigen

B'(r) = rotA’(r) = rotA(r) + rotgradf(r) = B(r)

Die Frage ist, wie muss das skalare Feld f(r) gewihlt werden, damit
div A’(r) = 0 gilt? Dies ist einfach zu beantworten. Wir gehen dabei
davon aus, dass das urspriingliche Vektorpotential nicht quellfrei ist.
Es sei

divA(r) = g(r)
Unser Ziel ist es
divA'(r) =0 — A'(r) = A(r) + gradf(r)

Wir suchen also eine passende Funktion f(r), welches uns genau zu
einem Vektorpotential fiihrt, welches quellfrei ist.
Wir suchen
div A'(r) = div A(r) + div grad f(r) =0
0=g(r)+Af(r) — Af(r) = —g(r)

4Das Potential ist eine skalare Grofle,
wiahrend das elektrische Feld eine vek-
torielle Grof3e ist.
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Die letzte Gleichung besagt, wie bei einer gegebenen Quelldichte des
urspriinglichen Vektorpotentials die Korrekturfunktion f(r) gewédhlt
werden muss, damit das Vektorpotential quellfrei wird. Im Speziel-
len ist das die Losung eine Potentialgleichung. Das Auffinden dieser
Losung ist immer moglich mit den Methoden, die wir in der Elek-
trostatik kennengelernt haben. Wir kénnen daher das Vektorpotential
immer so eichen (verdndern ohne die Werte einer observablen Grofie
zu beeinflussen), dass die Divergenz verschwindet.

Beachten Sie bitte, dass wir in den seltensten Fillen interessiert sind,
wie diese Funktion f(r) genau aussieht. Es ist fiir unsere Belange vollig
ausreichend zu wissen, dass sie existiert!

Dieser Art der Eichung nennt man Coulomb-Eichung.

divA'(r) =0
Die dazugehorige Eichtransformation lautet
A'(r) = A(r) + gradf(r)

Im Folgenden wollen wir immer von einem geeignet geeichten Vek-
torpotential ausgehen, und wir bezeichnen dieses nicht mehr als eine
gestrichene, sondern nur noch als eine ungestrichene Grofle, A’ (r) —
A(r).

Mit dem Verschwinden der Divergenz des Vektorpotentials, redu-
ziert sich die Gleichung

grad div A(r) — AA(r) = uoj(r)

zu einer Poissongleichung, in der jede Komponente des Vektorpotenti-
als assoziiert ist mit einer Komponente der Stromdichte.

“AA() = poj(r) = 60171'@)

Diese Entkopplung stellt eine enorme Reduzierung dar. Alles was
Sie gelernt haben tiber Losungen der Poissongleichungen konnen Sie
unmittelbar anwenden. Speziell betrachten wir hier eine endliche Strom-
verteilung und natiirliche Randbedingungen

A(r) = 0 firr —» oo

So lautet die allgemeine Losung fiir eine endliche Stromdichteverteilung

/i)

r—r|

A(r) :/Vdv’co(r,r')j(r’) - i%/vdv

mit —%AGO(L Y)=6(t—r) = Go(rr)=1 \r—lr’|' Die Greensche

Funktion geniigt hier ebenfalls natiirlichen Randbedingungen

G(r,v') — 0 fiir r — oo
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Was wir noch zeigen konnen, ist das Verschwinden der Divergenz
dieses Vektorpotentials, dass also in der Tat gilt div A(r) = 0:

div,A(r)

Ho Is(d 1
4n/VdV](r )gradr|r_r,|

_ ko vy 1
= 4n/‘/dV](r)gradr/

r—r'|

— _ﬂ ! 3z j(r/) &/ ! 1 . e/
= 47T/VdV div,/ [|r ]—1—47_[ VdV div,/j(r")

'd [t — 1|
— 0

Der erste Term verschwindet nach Anwenden des Gausschen Satzes
(Stromdichteverteilung soll im endlichen lokalisiert sein und verschwin-
det somit auf der Oberflache eines Randes im Umendlichen) und der
zweite Term verschwindet, da die Divergenz der Stromdichteverteilung
als Konsequenz der Kontinuitétsgleichung verschwindet.

Genauso wie wir die Multipolentwicklung in der Elektrostatik durchge-
fithrt haben, konnen wir sie in der Magnetostatik durchfiihren. Ziel ist
es, einen einfachen Ausdruck fiir das Vektorpotential in grofler Entfer-
nung zu einer endlichen Stromverteilung zu erhalten. Ausgangspunkt
ist die Gleichung fiir das Vektorpotential

AW = [ avGolnjd) = 52 [ av j(r)

C4Am [r— 1|

Dies sieht identisch aus zu der Gleichung der Elektrostatik, wenn wir
die folgende Ersetzung machen
1 Ho

T © 22 und p(r) < i)

Wir konnen mit dieser Ersetzung das Ergebnis in Analogie direkt

hinschreiben
1o o Tk
. _ 1K1
AI(I’) = 747'[ Z 11,2111 Xkq Xkp -+ Xk,

=0

mit den Multipolmomenten der Stromverteilung
. 4 .
oy = (1 [ @V G, ()

Hier entspricht wieder | = 0 der 0" Ableitung und I = 1 der 1" der
Greenschen Funtkion. Diese wollen wir im Folgenden konkretisieren,
um ausgehend von dem allgemein giiltigen Ausdruck etwas konkreter
und physikalisch einfach zu diskutierende Ausdriicke zu bekommen.
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Die Multipolmomente des Vektorpotentials einer lokalisierten Strom-
dichteverteilung im Vakuum in einer expliziten Reihe lauten demnach

Aj(r) = ﬁ <4j0 3jgjijr....>

Der erste Term ist hier der Monopol, der zweite der Dipolterm. Diese
koénnen expliziert durch Anwendung der Gleichung fiir die Momente
der Stromverteilung

Jkyody = / dv'j; (¢ )yr* G,k ()

berechnet werden.

i = 4£/‘/dV’ji(r’)r’Go(r’) = L;Z av'j;(x')r’ %7 */dvlji(r,)

14

]i] = / dV,]l /3G0] = —7‘/ dV’]l(r) ( 1’/3> Z;_)[

= /VdV’ji(r’)x’

Damit erhalten wir

1 r .
Air) = AV (1) + AP(r) = B0 [ vy + K0 [ v+

In einer vektoriellen Formulierung schreibt sich das Potential als

A(r):f—;%/vd +——/ av'i(r') (x-v) +

Die einzelnen Terme wollen wir im Folgenden diskutieren.
Magnetische Monopole

Der erste Term bezeichnet man als das magnetische Monpol.

Anp(r “01/01

Die Vermutung muss ganz klar die sein, dass der magnetische Monopol
verschwindet. Wir haben immerhin stindig betont, dass es keine ma-
gnetische Ladung gibt, welches als Aquivalent zur elektrischen Ladung
existieren konnte. Dies ldsst sich auch mathematisch beweisen.

Da wir die Stromdichte schreiben konnen als j(r) = [j(r) - grad]r — jix;x =
JkSik = Ji, konnen wir auch jix;x = (jkXi) y — Xijkk in Indexnotation
schreiben. Da die Divergenz der Stromdichte in der Magnetostatik ver-
schwindet, ist der letzte Term null. Somit konnen wir weiter schreiben

/'.: I . — /, 1 .
/VdV]z /VdV (ki) k /(V) dfy - (rxi)

Da das Integral iiber die Oberfldche des Volumens aufierhalb der Strom-
verteilung geht, verschwindet das Integral

Awp(r ”Ol/d
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Dies ist eine logische Konsequenz der Tatsache, dass die Divergenz des
Magnetfeldes verschwindet (div B = 0). Was eine anderer Ausdruck
dafiir ist, dass es keinen magnetischen Monopol gibt.

Magnetische Dipole

Den zweiten Term in der obigen Reihenentwicklung bezeichnet man
als magnetischen Dipol

An(n) = 125 [ avij(e) (s-v)

Wir konnen diesen Term noch in einer Form {iiberfiihren, welcher die
Analogie zum elektrischen Dipol sichtbarer werden lasst. Dazu formen
wir den Integralkern um und zeigen, dass in dem Ausdruck

(r-v)j(') = [r-j()] ¥ —r x [¥ xj()]
der Term auf der linken Seite identisch ist zum ersten Term auf der

rechten Seite, aber mit unterschiedlichem Vorzeichen. Wir wollen also
zeigen, dass

/dV (x1x))ji(x}) = /dV EEHIES

Dazu gehen wir wie folgt vor
vt laiGh)] = [ av'st [x Ged) ] = [ av's )
= x /(V) dfix; (jex) —xl/VdV’xfjkxg,k
= —X /V dV’x;j,‘ = — /V dV’(xlx{)ji

In dem ersten Schritt haben wir ein Zwischenergebniss aus der Betrach-
tung des Monopols verwendet und fiir den dritten Schritt haben wir
wieder partiell integriert und den Gausschen Satz auf den ersten Term
angewandt. Dieser Term verschwindet dann wieder bei einer rdumlich
lokalisierten Stromdichteverteilung. Vektoriell aufgeschrieben ist dies
genau das, was wir zeigen wollten

/dV’r] f/dV’rr)](r)
Damit erhalten wir aus dem obigen Ausdruck

(r-o)j(d') = [r-j()] ¥ —r x [ xj(r)]
den folgenden Ausdruck

Z/dV’rr /dV’rx[r xj(r')]

Fiir das Vektorpotential des magnetischen Dipols bedeutet dies

_ }“01/ Ta( N (v oy MO T 1/ Il 3(d
Ap(r) = e VdV](r)(r Y) = R VdV [¥ xj(r)]
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Ap(n) = fymse

mit dem magnetischen Dipolmoment

m = %/VdV’ [¥ xj(r)]

Merken Sie sich bitte, dass der niedrigster Term der Entwicklung ein
magnetischer Dipol ist. > Eine stationdre Stromverteilung ruft ein ma- 5Erinnern Sie sich bitte in Analogie
zum skalaren Potential des Punktdipo-

gnetisches Dipolmoment hervor. Es gilt eine formale Aquivalenz zwi- les gop(r) — 1 BT
€S ¢pplr) = dmeg 13

schen einem Strom und einem magnetischen Dipol. Beachten Sie bitte:
atomare Strome besitzen ein magnetisches Dipolmoment m. Polarisierte
Molekiile besitzen ein elektrisches Dipolmoment p.

Im Speziellen gilt fiir einen Kreisstrom in einem diinnen Draht

j(av’  — Ids'

_1 / / o 1/ ’
mle/(F) (o xds) = gl oaf =¥

Wir sehen hier, dass ein Ringstrom I dquivalent ist zu einer Dipolfla-
chendichte m/F. Ab einem gewissem Abstand haben sie das gleiche
Vektorpotential.

Aus dem Vektorpotential ldst sich auch leicht das Magnetfeld aus-
rechnen.
mxt] o 3t(r-m) — mr?
{ r3 } T 4rm 75

B(r) = rot A(r) = Z—;}[rot

Dies ist ein klassisches Dipolfeld.

Die Magnetisierung M(r)

Bisher haben wir uns immer eine feste Stromdichte j(r) vorgegeben
und haben die dazu gehoérende magnetische Induktion B(r) berechnet.
Die Stromdichte haben wir als einen makroskopischen Strom betrachtet,
der assoziiert ist mit dem Transport makroskopischer Ladungen, z.B.
Elektronen im Leiter.

Jetzt wollen wir die Felder in magnetischer Materie betrachten. Diese
sind charakterisiert durch die Moglichkeit molekulare (Ring)Strome
zu induzieren, welche molekularen magnetischen Dipolen entsprechen
und entsprechende Felder hervorrufen. Ziel muss es wieder sein, eine
selbstkonsistente Beschreibung der magnetischen Induktion zu erhalten.
Diese induziert die Ringstrome und deren abgestrahltes Feld wirkt aber
auch auf das treibende Feld zuriick und tiberlagert dieses.

Wir gehen auch hier wieder in volliger Analogie zur Elektrostatik
vor, um die magnetische Antwort von Materie zu berticksichtigen.
Unser Ziel wird es sein, einen Zusammenhang zwischen dem rdaumlich
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gemittelten molekularen Vektorpotential (A,,,) und der molekularen
Stromdichte j.,o; herzustellen. Wie in der Elektrostatik gehen wir wieder
folgendermafien vor.

Wir kennen das Vektorpotential eines Dipols

: ) (1,

A(l) (r) — 177[')(4111 |r—£-:‘3r )
Dies entspricht einem atomaren Strom. Mit einer Summe {tiber alle
Dipole konnen wir eine Dipoldichte einfithren

M1 (1) = Zm(i)5(r )

Wir mitteln formal das molekulare Potential in einem ausreichend
grofien Volumen. Dies ist ausreichend grof8 relativ zur Ausdehnung
der Atome, aber immer noch ausreichend klein, um alle rdumlichen
Anderungen dieses gemittelten Vektorpotentials richtig zu beschreiben.

I
(Amat(0) = 577 [ dVAma(r+1)

Bei der Benutzung von

1 ]
M(r) = /AV AVM o (r + F)

als mittlere Dipoldichte erhalten wir in Analogie zur Elektrostatik
Ho / M) x (r—r')
A =— [ dV—F———F7——
< mol(r)> ar v |1‘—1"|3
Den Integranden selbst konnen wir noch einmal umschreiben durch
eine geeignete Nebenrechnung

M(r) x (r—

/
L M(r') x grad,, ! !

r—r]  [r—r]

PEE rot, M(r') — rot, {
Den letzten Schritte konnten wir durchfiithren, da rot[A(r)u(r)] =
gradu(r) x A(r) + u(r)rotA(r). Auf den letzten Term kénnen wir den
verallgemeinerten Gausschen Satz anwenden [, dVrotC = — [ ) C x
df und konnen das Ergebnis der Nebenrechnung in den urspriinglichen
Ausdruck einsetzen

(Ama()) = 22 /V gy M(T) /( . [M(rw « df

[r — 1| [r — 1|

Der letzte Ausdruck verschwindet wieder bei einem Integral im Unend-
lichen. Durch Vergleich mit dem Vektorpotential einer Stromverteilung
erhalten wir

<Amol(r)> = &/VdV/jMol(r/)

C4Am lr—r|

folgt hier der molekulare Strom

JMol (1) = rotM(r)
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Die Wirbel des Magnetisierungsfeldes sind die molekularen Strome.
So wie wir in der Elektrostatik die Anwesenheit von Dielektrika be-
schrieben haben als eine Polarisationsladungsdichte, kénnen wir in der
Magnetostatik die Anwesenheit von Materie beschreiben durch eine
molekulare Stromdichte.

Die Maxwellgleichungen

Im Folgenden wollen wir die Maxwellgleichungen (und anschlieSend
auch die Ubergangsbedingungen) der Magnetostatik in magnetischen
Materialien finden. Wie wir oben gesehen haben, kénnen wir die Wir-
kung von Materie mit Hilfe einer induzierten Magnetisierung aus-
driicken. Deren Wirbel sind die molekularen Strome. Der funktionelle
Zusammenhang zwischen Magnetisierung und magnetischer Induktion,
zur vollstindigen Losung der Gleichungen, wiirden wir im Folgenden
noch diskutieren. Das wairen wieder die Materialgleichungen. Diese
miissen zusitzlich zu den Maxwellgleichungen definiert werden, damit
wir diese 16sen konnen.

Also, zur Beriicksichtigung von Materie brauchen wir nichts weiter
zu tun, als den Gesamtstrom und nicht nur den makroskopischen Strom
zu betrachten.

jges(r) = jmakr(r) + jMol(r)

Aus der zweiten Maxwellgleichung (die erste bleibt unverandert) wird
SO

rotB(r) = yojges(l‘) = Ho [jmakr(r) +].Mol(r)]
= Mo [jmakr(r> + I‘OtM(I‘)]

Damit ergeben sich als die beiden Maxwellgleichungen der Magneto-
statik
rot Us(r) - M(r)] ke (1) divB(r) = 0
0
Die Gleichungen konnen wir noch einmal (formal) vereinfachen, wenn
wir ein passendes Hilfsfeld einfiithren, das Magnetfeld in Materie. Die-
ses ist zundchst einmal einfach definiert als
1
H(r) = —B(r) — M(r)
Ho

Beachten Sie bitte, dies ist identisch zur historischen Definition von
B(r) = po [H(r) + M(r)]

In dieser Form gibt es weiterhin eine formale Symmetrie zur Elektro-
statik. Es gibt nur den kleinen Unterschied, dass hier der Vorfaktor
explizit vor der Summe beider Feldgrofien steht. Das ist aber kein Pro-
blem und die Gleichungen kénnen durch einen einfache Reskalierung
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auch in eine exakte Symmetrie tiberfiihrt werden. Vorsicht ist gebo-

ten, wenn Sie mit verschiedenen Lehrbiichern lernen. Diese schreiben

die Vorfaktoren in der Definition dieser Hilfsfelder in Materie unter

Umstanden leicht unterschiedlich auf.

Beachten Sie aber bitte, experimentell messbare Felder 6 sind das 6 Auf der Basis von Kriften.

E und das B Feld. Das D und das H Feld sind zunéchst einmal nur

Hilfsgrofien. Die Maxwellgleichungen der Magnetostatik in Materie

lauten damit abschliefSend

rotH(r) = jpak(r)  divH(r) = —divM(r) <> divB(r) =0

Die Wirbel des H Feldes sind die makroskopischen Stréme, die Quellen
des H Feldes sind die Senken des M Feldes, das B-Feld ist quellenfrei
also:

Wirbel Quellen
B(r) — jges(r) B(r) — keine
H(r) — jmake(r) H(r) — Senken von M(r)
M(r) — jmoi(r) M(r) — Senken von H(r)

(XEH Die Materialgleichungen

Genauso wie in der Elektrostatik, miissen wir belastbare Modelle fiir
die Magnetisierung finden, welche die Materialantwort richtig beschrei-
ben. Dafiir konnen wir zum einen einen linearen Zusammenhang
definieren, welcher z.B. Para- und Diamagnetismus sehr gut beschreibt,
M(r) « B(r). Wir konnen aber auch einen nichtlinearen Zusammenhang
definieren, wie er z.B. benétigt wird bei Ferromagnetismus M(r) [B(r)].

Linearer Zusammenhang: Paramagnetismus und Diamagnetismus

Allgemein konnen wir schreiben
1 xm
M) = B
mit der magnetischen Suszeptibilitit xm. Der etwas ungewohnlich
aussehende Vorfaktor erklart sich aus der Tatsache, dass historisch ein
funktionelle Zusammenhang zwische M(r) und H(r) gefunden wurde,
der dann einfach proportional zu xm war. Damit ergibt sich

H(r) = {;()B(r) —M(r)} _ ;()Hlxms(r)

Mit Definition der Permeabilitdt y = 1+ xm ergibt sich

H(r) = Volysm & B(r) = jopH(r)

Damit folgt fiir konstantes y die Potentialgleichung

AA(I‘) = _V()ijakr(r)
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Diese Gleichung ist identisch zur Gleichung fiir die Potentialberech-
nung im Vakuum, wenn wir nur pg — poy ersetzen.

Als ein erstes Beispiele fiir diese Art der Materialgleichung gilt der
Paramagetismus, z.B. bei O, oder Al. Hier haben wir eine nicht abge-
schlossene Elektronenschale, welche einen Drehimpuls besitzt. Diese
fithrt zu einem molekularen Kreissstrom, was wiederum zu einem
permanenten molekularen magnetischen Dipolmoment m fiihrt. Dieses
ist aber zundchst noch ungerichtet. Erst ein vorhandenes B Feld richtet
dieses magnetischen Momente partiell aus. In diesen Materialien ist
die magnetische Suszeptibilitiat grofer als o, so dass die Permeabilitat
grofSer ist als 1. Die magnetische Suszeptibilitdt ist meistens aber auch
sehr viel kleiner als 1. Die magnetische Suszeptibilitét ist indirekt pro-
portional zur Temperatur, da eine endliche Temperatur der Ordnung
der molekularen Ringstrome entgegenwirkt. Diese Art der Material-
antwort entspricht der von polarisierten Molekiilen, welche wir als
Orientierungspolarisation kennengelernt haben.

Ein zweites Beispiel fiir eine lineare Materialantwort ist der Dia-
magnetismus. Er tritt z.B. bei Hy, H;O, N, oder Ag auf. Er tritt auf
bei Molekiilen oder Atomen mit einer abgeschlossenen Elektronen-
schale, solche die also edelgasdhnlich sind. Dort induziert erst ein
externes Magnetfeld Kreissstrome, welche dem Feld entgegenwirken.
In Konsequenz ist die magnetische Suszeptibilitdt kleiner als o und
die Permeabilitdt somit auch kleiner als 1. Der Betrag der magnetische
Suszeptibilitat ist selbst aber auch wieder sehr klein. Er ist unabhingig
von der Temperatur.

Ferromagnetismus

Ferromagnetismus ist eine Art Sdttigungsmagnetismus in den Weif3-
schen Bezirken. Diese Weifischen Bezirken sind normalerweise stocha-
stisch orientiert und fiithren zu einer im Mittel verschwindenden Ma-
gnetisierung (M(r)) = 0. Ein duBeres Feld fiihrt aber zur Ausrichtung
der Weifischen Bezirke und somit zu einer Magnetisierung als Funktion
der magnetischen Induktion M(r) [B(r)]. Diese Prozess ist nichtlinear.
Oberhalb einer kritischen Temperatur (Tc Curie-Temperatur) beobach-
tet man einen Phasentibergang und die Materialien verhalten sich wie
normale Paramagneten, bei denen die Suszeptibilitdt dann indirekt
proportional zur Temperatur ist ym « T%TC Diese kritische Temperatur

ist bei Eisen z.B. 774°C und bei Nickel 372°C.

X WA ibergangsbedingungen fiir die Felder

In Analogie zur Elektrostatik muss man die Maxwellgleichungen an der
Grenzflache zwischen zwei Medien evaluieren (Modell Schuhcremedo-
se) und Riickschliisse auf die entsprechenden Normal- bzw. Tangential-
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komponenten ziehen, welche durch die entsprechenden Gleichungen
diskutiert werden.
Fiir eine stiickweise konstante Permeabiltitit erhilt man so als Uber-

gangsbedingung
divB(r) = 0 — Bpn(r) stetig
rot H(r) = jmake(r) = Hu(r) = He(r) = [imak (r)lop

Da die Oberflichenstrome meistens null sind, geht die Tangentialkom-
ponente des Magnetfeldes ebenfalls stetig tiber.

Stromfreie Probleme bei vorgegebener Magnetisierung

In Analogie zur Elektrostatik in Dielektrika wollen wir uns abschlie-
Bend eine Klasse von Problemen ansehen, bei welcher wir uns eine
Magnetisierung M(r) vorgeben, um dann sich das daraus ergebende
Magnetfeld zu berechnen. Dabei sollen keine zusitzlichen makroskopi-
schen Stréme auftreten jyap.(r) = 0.

Das magnetostatische Potential

Die Grundgleichungen, welche wir 16sen mochten, lauten also
div B(r) =
rot H(r) =

Um diese Gleichung zu 16sen, wollen wir alles auf das H-Feld umstellen.
Dieses wird dann Gleichungen gentigen, welche das exakte Analogon
zu Gleichungen der Elektrostatik sind, so dass wir dann alle dort
gefundenen Ergebnisse formal tibertragen konnen. Die Gleichung

rotH(r) = 0
erlaubt es zunichst ein skalares Potential einzufiihren.
H(r) = —gradfm(r)

Dieses wird oftmals als magnetostatisches Potential bezeichnet. Die
erste Gleichung konnen wir umschreiben zu

divH(r) = —divM(r) = pm(r)

Hier ist formal eine magnetische Ladungsdichte eingefiihrt worden,
welche die Analogie explizit sichtbar werden lassen soll. Es gibt nattir-
lich keine physikalisch sinnvolle magnetische Ladungen. Wir kénnen
auch eine magnetische Gesamtladung definieren (mit dem Gaussschen
Satz hier als Oberflachenintegral formuliert)

Qm = — /( |, M)
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Kombination der beiden Gleichung ergibt
Agin(x) = —pim(r) = divM(r)

Damit konnen formal alle aus der Elektrostatik bekannten Losungen fiir
"Probleme mit vorgegebener Ladungsverteilung im Vakuum’ iibernom-
men werden. Es miissen lediglich die beiden folgenden Ersetzungen
gemacht werden: €9 — 1 und p(r) — —divM(r).

Also gilt fiir eine rdumlich begrenzte Magnetisierung:

1 div, M(r) 1 M(r)
_ [ gpdiveM0) 1 / av’
Pm (r) 47T/v |r—r/| 4%

Fiir die Berechnung des Potentials in grofier Entfernung von der Ma-

gnetisierung kann die folgende Ndherung wieder durchgefiihrt werden
1

] ~ <. Damit ergibt sich fiir das Potential in niedrigster Ordnung

1 m-r
4 13

__i 1 MY —
Pm(r) = 47Tgmdrr/vdV M(Y) =

mit m = [, dV'M(r'). Eine beliebige Materieverteilung mit vorgege-
bener Magnetisierung erzeugt damit ein Dipolfeld. Das entsprechen-
de Magnetfeld kann dann wieder berechnet werden mittels H(r) =

—gradegm (r).
Homogene Magnetisierung im endlichen Volumen

Im Folgenden wollen wir noch kurz explizit eine Volumen- und Ober-
flichenmagnetisierung berticksichtigen. Zur Erinnerung, wie wir das
beschrieben haben in der Elektrostatik:

Ppol(t) = —divP(r) — Volumenladung
Mpol(r) = P(r)-e, — Oberflichenladung

Diese Aufteilung konnen wir auch in der Magnetostatik bei der Berech-
nung des magnetischen Potentials durchfiihren

1 /dV ,divyM(r') e, - M(r')

gbm(r):—E. lr—r| 471/ f |r—r’|

Bei einer quellenfreien Magnetlslerung ergibt sich so

en - M(r')
P T an / f e r’ |

Als Beispiel konnen wir eine homogen magnetisierte Kugel in voller
Analogie zur homogenen elektrischen Polarisation betrachten und die
Ergebnisse von dort {ibernehmen.

Das konstante Magnetfeld im Inneren betrdgt Hy, = —%, das Ma-
gnetfeld im Aufilenraum entspricht dem eines Dipols mit dem Di-
polmoment m = VM. Die magnetische Induktion im Inneren ist
Bin = pto (Hin + M) = oM.
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In volliger Analogie zur Elektrostatik, wo Feldenergie nicht von der
spezifischer Ladungsverteilung abhingt, solange nur das Feld identisch
ist, konnen wir in der Magnetostatik die Feldenergie direkt aus dem
Magnetfeld berechnen. Unter der Annahme eines linearen Materialge-
setzes

H(r) = WB(I)

ergibt sich fiir die Feldernergie

1
W= 2 ) dVB(r)H(r)
Dies kann auch ausgedriickt werden als Energie gespeichert in den

Stromen und im Vektorpotential

1 1
W = 7/ dVB2(1) = —— dVB(r) - rotA(r
2pop Jve ®) 2pp Ve ®) ®)
1

= — dVAr-rotBr+/ dVdiv [A(r) x B(r
3t AVA(E) - TotB(x) + [ dvaiv [A(r) < B(x)
Der letzte Term fallt raus nach Anwenden des Gausschen Satzes und
Diskussion des Abfalls der unterschiedlichen Funktionen (r, ol und 72).
Damit ergibt sich

W = % dVA(r) - rotH(r / dVA(r) - jmake (1)
VOO

Als weitere alternative Formulierung konnen wir die Energie auch mit
den Stromen ausdriicken. Wir benutzen dazu

AGx) = Pt [ gy I

4 Jv v — 1|

und erhalten

,uOV/ / dvdv/]makr )]makr()

r—r'|

Ein wichtiger Spezialfall fiir diesen allgemeinen Ausdruck ist der fiir
Strome, die in diinnen Leitern im Vakuum fliessen. Fiir diese ldsst sich
die makroskopische Stromdichte schreiben als

jmake (1)dV =Y Lids;
7

Damit erhalten wir fiir die Energie

22/ /Fk s; _Sk|d5kdsz = %Liklilk
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wobei hier die Induktionskoeffizienten L; eingefiihrt wurden

/ / dsids; L

(F) [si —si]
Beachten Sie auch hier bitte wieder die Analogie zur Berechnung der
Energie in der Elektrostatik mit Hilfe der Kapazititskoeffizienten. Die
Induktionskoeffizienten sind genau wie die Kapazitdtskoeffizienten in
der Elektrostatik nur von der Geometrie abhédngig. Und genau wie dort
ist die Diskussion von Selbstinduktionskoeffizienten unstatthaft und
fihrt zu Divergenzen.

Eine letzte Darstellung fiir diskrete Leiterschleifen fiihrt uns zur Ein-
fihrung einer neuen Grofse, welche im weiteren Verlauf der Vorlesung
noch sehr wichtig werden wird: der magnetische Fluss

W= / dV]makr . 2/ Ikdsk A Sk Zqu)k

Dabei ist der magnetische Fluss durch die Leiterschleife ‘k” definiert
worden als

Dy :/ dsy - A(sy) :/ dafy - rotA(ry) :/ dafy - B(ry)
(Fi) Fy Fy

Die Energie mehrerer Leiterschleifen kann dann berechnet werden als
1 1
==Y P =) Lyl
2 - K>k 7 o iktitk

Damit kann der magnetische Fluss durch die Leiterschleife 'k” berechnet
werden als

D = ZLiin
1

Dieser Fluss wird damit von allen anderen Stromen bestimmt und tiber
gegenseitigen Induktionskoeffizienten vermittelt.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass ein dufleres Magnetfeld B, (r)
vorgegeben ist. Die Kraftdichte auf eine raumliche begrenzte Strom-
dichte (gestrichene Koordinaten) ist dann

f(r+v)=j(r+1) xBa(r+7)

Wir konnen das Magnetfeld B, (r + ') fiir sehr kleine Stromdichte-
verteilungen (die Dipolndherung soll dann spédter Anwendung finden
kénnen) ausdriicken als

Ba(r+1') = Ba(r) + (f - grad,/) Ba(r+ )|
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und die Kraft somit ausdriicken als
F(r) = [/ dV’j(r—i—r’)} X Ba(r) —i—/ dV'j(r+1') x (¥ - grad,) Ba(r)
1% 14

Das erste Integral verschwindet, da fiir eine rdumliche begrenzte Strom-
verteilung das Integral tiber diese (das Monopolmoment) verschwindet.
Weiterhin konnen wir das zweite Integral umformen mit

grad [A-C(r)] = (A - grad) C(r) + A X [rotC(r)]
Damit berechnet sich die Kraft dann zu
F(r) = / dV'j(r+1') x {grad, [t - Ba(r)] — 1 x rot,B,(1)}
v

Der zweite Term im Integranden verschwindet, da j, = 0 sein soll, wir
uns also auflerhalb der Stromdichte befinden, welche das Magnetfeld
selbst verursacht. Damit

B = [ aviiese) < grad, [¥ By(o)]
- _ /VdV'gradr [t Ba(r)] xj(r+1)
= —grad, x /VdV/ [r’ . Ba(l‘)] j(r+ I‘/)

Beachten Sie hier bitte, dass der Gradient nicht auf die Stromdichte
wirkt. Ahnliche Ausdriicke haben wir bereits frither diskutiert. Zum
Beispiel konnten wir zeigen, dass

3 1 3
av’ (r-r')j :ffrx/dV’r’x'r’
[ v (e x)jw) = —gex [ av xj)
Mit der Ersetzung r — B, (r) konnen wir die Kraft umformen in

F(r) = grad, x {Ba(r) X %/Vdvfr/ Xj(r+1)
= grad, x [Ba(r) x m,]
= [(m, - grad,) B,;(r) — m,divB,(r)]

Hier verschwindet der letzte Term in Ubereinstimmung mit den Max-
wellschen Gleichungen und wir erhalten als Endergebnis fiir die Kraft

F(r) = (m,-grad,)B,(r) = grad [m, - B,(r)]

Die letzte Umformung war moglich, da grad [A - C(r)] = (A - grad) C(r) +
A X (rot C(r)) ist und da aber rot B,(r) = 0 gelten soll, fllt der letzte
Term weg.

Die Kraft konnen wir als den negativen Gradienten der Energie
schreiben

F(r) = —gradW
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was es mir erlaubt, die Energie zu schreiben als
W= —/F(r’) -dY = —m, - B,(x)

Das Drehmoment berechnet sich zu
M, = m;, X B,(r)

Das Dipolmoment ist, wie man hier sieht, sehr wichtig. Es driickt
gleichzeitig Energie, Kraft und Drehmoment auf einen magnetischen
Dipol in einem vorgegebenem magnetostatischen Feld aus.

Wir haben friiher bereits die Lorentzkraft

f(r) = j(r) x B(r)

eingefiihrt und benutzt. Wir wollen diese jetzt wieder auf die Felder
umschreiben, wie wir das auch in der Elektrostatik schon getan haben.
Die Kraft auf eine Stromverteilung im magnetostatischen Feld, hier in
Komponentenschreibweise, berechnet sich zu

fi = €ixjiBx = €ijx€jtmHum,Bx = —€;ix€j1mHy,1 Bk
= (—0i10km + OimOx1) Hy Bx = —Hy ;B + H; 1By

Da By = pouHy und H;; = 0 ist, folgt fiir die Kraft
1
fi = 3 (HyBy) ; + H; By + HyxB;
(H;B)) ; + HiBx + (HyB;) , — HiBjx
1
2
1
= (BiHi) x — 50 (H;Bj)
= [(BiHy) — 0pw™ 8"

1
2

= (BiHy) x — 5 (H;B)) ;

Unter Einfiihrung des magnetischen Spannungstensors

Ty ¥ = (BiHg) — Sjw™8"

kann die Kraft in Komponentenschreibweise ausgedriickt werden als

- __ -pmagn
fl - Tik,k

bzw. in vektorieller Form als
f(r) = div Tmagn(r)

Diese Definition des Spannungstensors ist damit auch wieder in kom-
pletter Analogie zur Elektrostatik.






W4 D:s [nduktionsgesetz - langsam ver-
anderliche Felder

Bisher haben wir uns im Rahmen dieses Kurses mit statischen Phanomenen beschiftigt. Feste Ladungen
oder Ladungsverteilungen im Raum erzeugen ein elektrisches Feld, welches mittels eines skalaren Potentials
beschrieben werden kann. Stationédre Stréme oder Stromverteilungen im Raum erzeugen ein magnetisches
Feld, welches mittels eines vektoriellen Potentials beschrieben werden kann. Jetzt wollen wir die volle Zeitab-
hingigkeit dieser Grofien betrachten, also E(r, t) und B(r, t), was der eigentliche Untersuchungsgegenstand
der Elektrodynamik ist. Wir werden sehen und diskutieren, dass elektrische und magnetische Felder koppeln
und sich gegenseitig beeinflussen. Ein raumlich verdnderliches elektrisches Feld wird ein magnetisches Feld
induzieren und vice versa. Alle diese Phdnomene werden mit dem vollstindigen Satz der Maxwellschen
Gleichungen beschrieben, deren Losungen wir im Folgenden diskutieren wollen.

Um die Sache nicht gleich unnétig zu verkomplizieren, betrachten wir
im Folgenden zeitlich verdnderliche Felder mit einer Einschrankung.
Die Felder sollen sich zeitlich so langsam verdndern, dass sie nicht ab-
strahlen, die Felder bewegen sich mit den Quellen. Solche langsam sich
verdnderlichen Felder sind typisch fiir die Elektrotechnik. Wechselstrom
zum Beispiel oszilliert mit 50 Hz.

Die erste Korrektur zu den bisher betrachteten Maxwellschen Glei-
chungen wird darin bestehen, dass rot E = 0 nicht mehr gelten wird. Im
Speziellen werden wir sehen, dass ein zeitlich sich veranderliches Ma-
gnetfeld Wirbel des elektrischen Feldes verursachen wird. Wir werden
also noch etwas auf die rechte Seite der obigen Gleichung als Quelle
schreiben.

Um einen phdnomenologischen Zugang zu dem Thema zu finden,
konnen wir uns wieder experimentelle Befunde zu niitze machen. In
einem geschlossenen Leiter entsteht ein Induktionsstrom infolge einer
induzierten Spannung
a) bei Anndherung eines Magneten,

b) bei einer zeitlichen Anderung des Stromes in einem benachbar-

ten Leiter und

¢) bei dem Verdrehen der Leiterschleife in einem konstanten Ma-
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gnetfeld. Dieses konstante Magnetfeld kann durch einen Perma-
nentmagnet oder eine stromdurchflossene Leiterschleife verur-
sacht werden.
Die gemeinsame Ursache aller dieser Phanomene ist die Anderung des
magnetischen Flusses ® durch die Leiterschleife. Dieser magnetische
Fluss war definiert als

CD:/B 1) - df,
(s,

wobei wir im vorigen Kapitel keine zeitliche Abhangigkeit fiir die
magnetische Induktion berticksichtigt haben. Der induzierte Strom in
der Leiterschleife hat die folgenden Eigenschaften:

1. Richtung: der Strom wirkt der Ursache entgegen, er will den alten
Zustand der Anordnung beibehalten. Der induzierte Strom ist also
stets so gerichtet, dass sein Magnetfeld der Induktionsursache entge-
genwirkt. In Zuordnung zu den obigen Szenarien kénnen wir die
folgenden Aussagen treffen.

a) Er stofst den sich anndhernden Magneten wieder ab.

b) Er induziert eine entgegengesetzte Stromédnderung im be-
nachbarten Leiter.

c) Er induziert ein entgegengesetztes Drehmoment in der ver-
drehten Leiterschleife.

2. Die Stiarke des induzierten Stromes ist proportional zur zeitlichen
Anderung des Flusses

d d
g & — /FB(r,t) df = — (1)

Im speziellen Fall eines ruhenden Leiters mit einer konstanten Flache
gilt dabei

" 0B(r, t
IindO(*/F E()t )df

Der induzierte Strom ist also proportional zur zeitlichen Anderung
der magnetischen Induktion.

Die Ursache des induzierten Stroms liegt in einem induzierten Po-
tentialgefélle im Leiter. Dieses Potentialgefélle bewirken eine Kraft
auf die Elektronen und beschleunigen diese. Diese induzierte Span-
nung wird auch als elektromotorischen Kraft (EMK) bezeichnet. Das
Potentialgefille wird als induzierte Spannung ausgedriickt.

Ujng = /(F) E(r, t) - dr
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Diese hier durchgefiihrten Betrachtungen gelten fiir beliebige Kur-
ven. Das erlaubt eine gewisse Abstraktion des Leiters und fithrt zum
Faradayschen Induktionsgesetz

d
/(F)E(r,t)-dr:—a [ B(r1) -a

Andert sich der magnetische Fluss durch eine Fldche, entsteht langs
der Berandung eine Spannung. Die Gleichung in der obigen Version
entspricht der endgiiltigen Form der zweiten Maxwellschen Gleichung
(in der Integralform).

Der fiir die Elektrotechnik besonders wichtige Zusammenhang zwi-
schen induzierter Spannung und zeitlich sich veranderlichem Fluss
lasst sich daraus einfach konstruieren zu

d

Uing = _Eq)(ﬂ

Das obige Gesetz wird als die Lenzsche Regel bezeichnet.

In einer idealen aber gedffneten Leiterschleife, an der die Enden ("1’
und ’2") auf zwei verschiedenen Potentialen sitzen (verursacht durch
eine Spannungsquelle), berechnet sich die induzierte Spannung wie
folgt:

Upa = [ B t)-de= [ B(rt) dr+ sy
(F) (Fy
mit der Spannung zwischen den beiden Enden 1" und "2’

2
U = / E(r, ) - dr
J1

Im idealen Leiter mit einer unendlich hohen Leitfdhigkeit verschwindet
das elektrische Feld. Die induzierte Spannung ist damit

Uing = U2

Fiir mehrere Leiterschleifen, durch die jeweils der magnetische Fluss
®; fliefst, mit

®; =) Ll
k
berechnet sich die induzierte Spannung zu
ind = _ 4 Y Lyl
i dr - ik‘k

In dieser Formulierung taucht wieder der rein geometrieabhingige
Induktionskoeffizient auf.

Fiir den Fall, dass die Geometrie fest ist, berechnet sich die induzierte
Spannung zu

; d
uprd = - ZLikgfk
x
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Fiir den Fall, dass die Strome konstant sind, berechnet sich die indu-
zierte Spannung zu

: 0
U = =3 I Lik
k

Die differentielle Formulierung der Maxwellgleichung erhalt man
durch Anwendung des Stokesschen Satzes auf die linke Seite der In-
tegralformulierung der Maxwellschen Gleichung unter der Annahme,
dass die Leiterschleife fest ist; bzw. dass gar kein Leiter vorhanden
ist und man das Integral auf einer abstrakten mathematischen Kurve

evaluiert
B d B oB(xr, t)
. dr-E(r,t) = —ﬁdefB(r,t) = /Fdf 5
B oB(r,t)
/Fdf~rotE(r,t) - —/Fdf- =

Da auch hier wieder die Fldche selbst beliebig gewihlt sein kann,
muss die Differenz der beiden Argumente der Integrale auch lokal

verschwinden
oB(r, t)
rot E(r,t) = —
(r,t) o
So erhalten Sie eine der homogenen Maxwellgleichung. Die iiblich
Form diese aufzuschreiben lautet * ! Quellterme werden immer auf der rech-
aB(r t) ten Seite geschrieben.

rot E(r,t) + =0

ot
Dies ist die erste differentielle Maxwellsche Gleichung in seiner endgiil-
tigen Form. Sie wird als das Induktionsgesetz bezeichnet.
Als nichstes wollen wir uns die Potentialgleichungen ansehen. Die
homogenen Maxwellgleichungen
oB(r, 1)
ot
konnen gelost werden nach der Einfiihrung des skalaren Potentials und

rot E(r, t) + =0 div B(r,t) =0

des Vektorpotentials.
8A§;, ] = 0 — E(rt)+ % = —grad ¢(r, 1)

Sind die zeitabhédngigen skalaren und Vektorpotentiale bekannt, kann

B(r,t) =rot A(r,t) — rot |E(r,t)+

man die Felder berechnen

E(r,t) = —aA;’t)—grad(p(r,t)
B(r,t) = rotA(rt)

Die so eingefiihrten Potential sorgen dafiir, dass die beiden homogenen
Maxwellgleichungen befriedigt werden. Wir kénnen diese Potentia-
le auch in die beiden inhomogenen Maxwellgleichungen einsetzen
(betrachten hier Ladungen und Strome im Vakuum)

eodiv E(r,t) = pext(r,t) 1otB(r,t) = Hojmakr (T, 1)
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Im Folgenden lassen wir den Index weg zur besseren Ubersichtlichkeit
und setzen die Potentiale ein

aAE():, D _ eoh(nt) = pln 1)

rotrot A(r,t) = poj(r, t)

—eodiV

Diese Gleichungen zu l6sen fiir die beiden Potentiale selbst ist noch
zu kompliziert; und vor allem auch nicht notwendig. Wir kénnen die
mathematische Struktur der Gleichung durch eine geeignete Eichung
vereinfachen

A(r,t) — A(rt)+grady(rt)

was zu einem identischen Magnetfeld fiithrt. Wir konnen diese Glei-
chung nutzen, um sicherzustellen, dass im Rahmen der Coulombei-
chung

div A(r,t) =0
gilt. Dann erhalten wir als die Bestimmungsgleichung fiir die Potenziale

—e0p(r, ) = (1)

—iAA(r, t) =j(r,t)

Ho

Beachten Sie hier, und das ist die definierende Eigenschaft der langsam
veranderlichen Felder, dies sind die identischen Gleichungen wie in
der Statik. Die Potentiale folgen adiabatisch den Quellen, die Poten-
tiale verandern sich nur langsam. Die Gleichungen suggerieren den
Eindruck einer Fernwirkung 2, die Lichtgeschwindigkeit spielt bei der
Ausbreitung des Potentials keine Rolle. Dies ist aber gerade der Tatsa-
che geschuldet, dass wir nur sehr langsame Anderungen zulassen; im
Zweifel adiabitisch langsame.

Die Losung der obigen Gleichungen bei nattirlichen Randbedingun-

gen lauten
_ 1 ' (1) _ I el /
Pt = o /VdV Ak —'/VdVGO(r,r)p(r,t)
_ M i, 1) 7/ fmy . INs ()
Alrt) = 4n/Vdv = AV i

Die entsprechenden Maxwellgleichungen in Medien lauten

rot E(r, t) + aB(_(;;’ ) =0 divD(r, t) = pext(r, t)
rotH(r, t) = j(r, t) div B(r,t) =0

AbschliefSend wollen wir noch kldren, was es genau bedeutet, ein
langsam verdnderliches Feld zu haben. Wir fordern hier im Speziellen,
dass wir keine Anderung in der zweiten Maxwellgleichung haben, dass
also || < |j| gilt.

2Eine zeitlich sich veridnderliche Quel-
le hat instantan eine Auswirkung auf
das Potential in einer unendlichen Entfer-
nung
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Unter der Annahme, dass Strome und Felder zeitharmonisch bei
einer festen Frequenz w oszillieren, konnen wir die zeitliche Differen-
tiation in einen algebraisch (besser greifbaren) Ausdruck tiberfiihren

(D, j) = (D, jle ™" — %(D, j) = —iw(D, j)e !

Mit dem Ohmschen Gesetz ergibt sich

j—E=—D — j=—D
€p€ €0€

Aus der obigen Forderung ergibt sich dann

wepe

wD| < “TD’ <1
€p€

Wir miissen also fordern, dass wir Felder bei sehr kleinen Frequenzen
betrachten, die Metalle sehr grofie Leitfdhigkeiten haben sollen und die
Permittivitdt auch nicht sehr grof$ sein darf.

Abschliefiend wollen wir noch tiberpriifen, wie sich die Gleichungen
fur langsam verdnderliche Felder verhalten in Bezug auf die Kontinui-
titsgleichung. Aus der Maxwellgleichung folgt

rotH(r, t) = j(r,f) — divj(r,t) =0

Wie wir es auch drehen, dieser Ausdruck scheint im Widerspruch
zu stehen zu der allgemein giiltigen Kontinuitadtsgleichung, die eine
Konsequenz der Ladungserhaltung ist

op(r,t)

Aus dieser Gleichung kann man die folgende Differentialgleichung fiir
die Ladungsdichte bekommen

9 o o

P = divi=-TdivD=-"Tp

ot €0€ €0€
Die Losung lautet

_t

P =poe *
mit T = . Fiir klassische gute Leiter, z.B. Kupfer, ist diese Zeitkon-
stante sehr klein, Tyypfer ~ 10~"s, so dass jede im an sich neutralen

Material vorhandene Ladungsverteilung schnell abklingt. Die Kontinui-
tatsgleichung in der Form divj(r, t) = 0 ist damit gewd&hrleistet.

Im Folgenden mochten wir die Maxwellgleichungen und das Ohmsche
Gesetz auf diinne Leiter anwenden. Unter Verwendung der Kirchhoff-
schen Regeln koénnen wir dann bereits die Eigenschaften von beliebig
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komplizierten Schwingkreisen berechnen. Ausgangspunkt sind also die
folgenden Gleichungen:

rot E(r, t) + % =0 div D(r,t) = pext(r, t)

rot H(r, t) = j(r,t) div B(r,t) =0
jcond(r/t) = U(r)E(rrt)

=8 Dic Kirchhoffschen Regeln
Stromregel

Zur Herleitung der Stromregel ('Knotensatz’), wenden wir die Kontinui-
tatsgleichung auf ein Volumen an, welche einen Knoten von verschie-
denen Stromleitungen beinhaltet. Uber jede diese Leitungen kann ein
Strom in den Knoten rein- oder rausfliefen. Wir wissen, dass folgende
Aussage gelten muss:

0= [, dVdivj(r, f(V df -j(x,t)
— Y Jp, dfi- ]k( nt) =Y, =0

Damit besagt der Knotensatz
Y L =0,
k

dass die Summe aller in einen Knoten rein- und rausfliefenden Strome
verschwinden muss. Im Zweifel ist dies einfach eine Konsequenz der
Ladungserhaltung. Der Strom hierbei ist positiv (I > 0) fir ji(r, t) par-
allel zu dfy. Der Strom hierbei ist negativ (I < 0) fiir j(r, t) antiparallel
zu dfy.

Spannungsregel

Im Folgenden berechnen wir den Spannungsabfall {iber einen geschlos-
senen Leiterkreis 'k’ ("Maschensatz’).

ka dr-E(r,t) = dcb(r D — = yind
Jo, dr-E(xt) — u;ﬂd =0

Die Summer aller Spannungen im Leiterkreis verschwindet also.

Beachten Sie hier bitte, dass das Integral tiber die Kontur der Leiter-
schleife auch die Spannungsquelle selbst enthilt. Um das zu spezifizie-
ren, unterscheiden wir einen Leiterkreis ‘C’ der aus zwei Teilen besteht.
Eine Spannungsquelle induziert eine Potentialdifferenz in dem offenen
Leiterstiick gegeben als C”. Damit existiert eine Potentialdifferenz zwi-
schen den Enden in dem verbleibenden Teil der Leiterschleife. Dieser
Teil soll als C’ bezeichnet werden. Dann gilt

/drE +/drE —uind =g
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Mit der oben formulierten geometrischen Vorstellung gilt also
dr-E(r,t) = —Up(t)

Ck

Damit ergibt sich
dr-E(r, t) — U () — uind = 0

Cx
Unter Annahme einer festen Geometrie konnen wir die induzierte
Spannung ausdriicken mit Hilfe der Induktionskoeffizienten und den
Stromen in anderen Leiterschleifen zu

dr - E(r +2Lkl ai) Uuge(t)

C/
Dies ist die sogenannte Maschenregel.
Zusammengefasst lauten die Kirchhoffschen Regeln

Y I =0 /dr E(r +ZL S0
k

Fiir jedes beliebig komplizierte System aus einzelnen oder gekoppel-
ten Leiterschleifen ergeben diese Regeln einen Satz von Gleichungen,
welche man zur eindeutigen Losung der Stréme benutzen kann.

e DBeispiel: Elektrische Schwingkreise

Wir wollen im Folgenden einen kanonischen Schwingkreis diskutieren,
einen Schwingkreis mit einer externen Spannungsquelle und einen
in Reihe geschaltenen Widerstand, Kondensator und Spule. Das Ziel
ist eine Differentialgleichung zu erhalten fiir den Strom als Funktion
einer zeitlichen sich verdnderlichen externen Spannung. Wir wenden
zundchst die Maschenregel an

L)
ot

und untersuchen jeden einzelnen Term individuell. Zunéchst den Wi-

dr-E(r,t)+ [ dr-E(rt)+ dr-E(rt) +

Cr Cc Cbrant

uex’t (t)

derstand:
g j(x, ) / dr
Ugr(t) = dr-E(r,t) = dr - = I(t —
k()= [ arEe= [ a2 =i [
Mit
_ dr _L
~ Jeg oF  oF

ergibt sich fiir eine konstante Leitfdhigkeit und eine konstante Fliche
Ug(t) = RI(t)

Diese Diskussion ist fiir den Draht und den Spulendraht analog. Er
sollte nur eine kleine Korrektur geben und wir kénnen den Spannungs-
abfall entsprechend vernachléssigen.
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Fiir den Spannungsabfall tiber die Kapazitit erhalten wir

Q(t)
Uc(t) = | dr-E(rt) =
clt) = [ dr-E(e) = &
mit C dem Kapazitédtskoeffizienten. Damit ergibt sich als abschlieSende

Differentialgleichung

t oIt
RI(t) + % + L% = Uext(t)
mit aQa—Et) = I(t) ergibt sich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

fiir den Strom zu

9%I(t) oI(t)  I(t)  olexe(t)
e TR T T T

Beachten Sie bitte die formale Analogie dieser Gleichung zu einem

L

getriebenem, geddmpftem harmonischen Oszillator in der klassischen
Mechanik. Ersetzen Sie dazu lediglich L <+ m, R <» vy und C <> 1/k
und Sie konnen alle Ergebnisse der Mechanik direkt anwenden. Wir
wollen im Folgenden einige Losungen kurz diskutieren:

Freie Schwingung (Uext(t) = 0)
Die Losung fiir die zeitliche Entwicklung des Stromes lautet dann
I(t) = et (aeiQt + c.c.)
mit
0= i—R—z, T:%, w0:\/T
LC 4I2 R LC

wobei letzteres die Eigenfrequenz der ungeddmpften Schwingung ist.
Wir konnen in Abhéngigkeit von () verschiedene Fille unterscheiden:

e () ist reell: gedampfte Schwingung. Das verlangt, dass R? < % ist.

e QO = 0: aperiodischer Grenzfall. Hier muss R? = % sein.

* () ist imaginar: Kriechfall. Das verlangt, dass R > % ist.
Erzwungene Schwingung

Hier wollen wir die externe Spannung als eine zeitharmonische Span-
nung schreiben

Uext(i‘) =R [Cloei“’t} mit HO = ‘Ho|€iq)u

Im eingeschwungenen Zustand wird der Strom die gleiche Zeitabhan-
gigkeit besitzen:

I(i’) =R {foeiwt} mit TQ = |To|eiq)1
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Da die Maxwellgleichungen linear sind, ist mit den beiden bekannten
Losungen Ipe™! und Ije~"“* der Strom

16) = 5 (e + ) = # [

auch eine Losung. Setzen wir einen der beiden zeitharmonischen An-
sétze fiir den Strom und die Spannung in die Differentialgleichung ein,
erhalten wir

. 1 - .
elt <—Lw2 +iwR + c) Iy = iwlye't

Dies fiihrt zu einer einfachen Gleichung fiir den Zusammenhang von
Spannung und Strom. Deren Verhiltnis bezeichnet man als den Schein-
widerstand R.

R:%:R—i—iwL—il:R—i-i(wL—l)
Iy wC w

Beachten Sie hier bitte, die Amplitude der Spannung und des Stromes,
in volliger Ubereinstimmung mit dem Ansatz, kénnen komplexwertig
sein. Wir unterscheiden zwischen dem rellen Wirkwiderstand R und
dem imagindren Blindwiderstand Rp

- 1
Rp=ilwL—-—
B 1(w CUC>

Der Widerstand der Induktivitit Ry = iwL und der Kapazitit Rc =
_iwlT konnen individuell definiert werden. Der Scheinwiderstand ist
komplex R = |R|e”. Mit diesen Gleichungen kénnen wir das Verhaltnis
von Spannung und Strom explizit ausdriicken

Uo = RIy — |Uple’® = |Rle?|Tole*®r
— |l:[0| = |RHI~0| und AP = Sy — P = )

In Abhéngigkeit von der Phasendifferenz unterscheidet man verschie-
dene Szenarien.

® Der Strom hinkt der Spannung hinterher. 6 > 0, wL > & - w? >
2 1
wj = 1c-

¢ Strom und Spannung sind in Phase. § = 0, wL = & — w?

— 2
= wy.
¢ Der Strom ist der Spannung vorraus. § < 0, wL < wic — w? < w3

Nun wollen wir uns abschlieffend noch die aufgenommene Leistung
ansehen. Die instantane aufgenommene Leistung ist definiert als

N() = Ue(t)I(t) = R [Toe™!| % [Toe'|

/e o
= 3 (Golg + ToTpe™* + c.c.)
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Wir mitteln im Folgenden tiber eine Oszillationsperiode At = 1 und
erhalten fiir die mittlere aufgenommene Leistung

) At/2
N = / dTN(t
At J_at)2
= *%(Uolo) *|U0H10|COSA<D

Mit der Definition einer effektiven Spannung und einem effektiven
Strom

|U| | o]

Uegr = N3 Legf = VG

konnen wir auch eine Wirkleistung
Ny = Uggtlogs cos AD

und eine Blindleistung
Np = Uggloge sin AD

definieren.
Abschliefsend koénnen wir noch die Frage beantworten, wo denn
eigentlich die Leistung verbraucht wird? Am Widerstand3?

W= ()]

1.
= ZR|L?
2\0|
1o ol 1~ -
= =R|ly|—= = =|Upl||Ip| cos AP
5 | Io| R 2| ol [ o]
= N

Wir konnen auch einen Energiesatz aufstellen, welcher uns die Quel-
len und Senken von Energie in Verbindung bringt und uns sagt, wo die
elektromagnetische Energie gespeichert ist 4.

%_FLM

3 Na gut, kann man sich einfach tiberle-
gen. Wenn ohne den Widerstand die Os-
zillation nicht gedampft ist, kann eigent-
lich keine Leistung verbraucht werden.
Man kann das aber auch explizit zeigen.

4 Vergleichbare Sitze werden wir spéter
in der vollstindigen Elektrodynamik dis-

0Q(t) kutieren.

RI(t) + 2 = Uea(n) mit1(r) = 20
Ra%y) + Qét) + Lazggtz(t) = Uex(t)
.
LT e e
L[5rw]|+ £ [E9] = kPO + Ua10) da0) = cut)

Der erste Term auf der linken Seite bezeichnet die zeitliche Ande-
rung der magnetischen Energie. Der zweite Term auf der linken Seite
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bezeichnet die zeitliche Anderung der elektrischen Energie. Und die
Quellen/Senken dieser zeitlichen Anderung der Energie sind zum
einen die Joulsche Wéarme (erster Term auf der rechten Seite) und zum
anderen die Leistung der Quelle (zweiter Term auf der rechten Seite).



B Das vollstindige System der Maxwell-
gleichungen

Im Folgenden wollen wir alle Annahmen fallen lassen und verlassen
die Welt der Statik und den Giiltikgkeitsbereich zeitlich langsam ver-
anderlicher Felder. Alle Grofien sollen von jetzt an vom Ort r und von
der Zeit t ohne Einschrankung abhidngen. Was weiterhin gelten soll ist
der Erhaltungssatz fiir alle Strome und Ladungen. In einer globalen
Formulierung lautet dieser

d Qges (t>

T + Iges(t) =0

Dieser Zusammenhang soll nicht nur global gelten sondern auch lokal.
In dieser lokalen Formulierung verlangen wir daher, dass

dp(r, t)
ot

gilt. Dies ist nichts weiter als die Kontinuititsgleichung.

+divij(nt) =0

Wir konnen uns jetzt fragen, ob diese Kontinuitédtsgleichung mit
den bisherigen Maxwellschen Gleichungen {ibereinstimmen? Aus der
Magnetostatik wissen wir, dass

rot B(r,t) = pojges(r,t)
divrot B(r,t) = podiv jges(r, t)
. aneS(r/ t)
0 = —Ho—

Offensichtlich ist dies nicht richtig und nicht in Ubereinstimmung zu
bringen mit der Kontinuititsgleichung. Es war die Leistung von Max-
well, diesen Widerspruch aufzuheben. Wir addieren dazu zu der vorher
betrachteten Maxwellschen Gleichung einen Vektor, der so gewéhlt
sein soll, dass wir keinen Widerspruch zu der Kontinuititsgleichung
erhalten.

rot B(r,t) + C(r,t) = pojges(r, 1)
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div C(r,t) = podiv jges(r, 1)
d It
= et
o [div E(r, ¢t
_ e, 2 ECD)
Daraus folgt, dass
1 0E(rt)
C(r,t) = —2 g

gilt. Dieser Term wird als Maxwellsche Ergédnzung bezeichnet und fiihrt
zu der endgiiltigen Form der Maxwellschen Gleichung?.

. 1 JE(r, t)
rot B(x, ) = poj(r, t) + 2 o

Diese Gleichung ist das Gegenstiick zum Induktionsgesetz und er-

laubt die Kopplung von elektrischen und magnetischen Feld. Damit
sind wir beim vollstindigen Satz der Maxwellschen Gleichungen ange-
langt.

Die Feldgleichungen lassen sich auf zwei Ebenen diskutieren. Zunéchst
konnen wir sie formal fiir alle Strome und Ladungen aufschreiben und
verbinden in dem geschlossenen System der Maxwellschen Gleichun-
gen die Quellen der Felder mit den entsprechenden Wirbeln der Felder.
Beachten Sie bitte, diese Schreibweise muss zunichst erst einmal als
formal betrachtet werden, da wir im Allgemeinen nicht alle Ladungen
und Strome kennen; insbesondere nicht die Polarisationsladungen und
die molekularen Strome. Die Gleichungen sind daher im Sinner einer
mikroskopischen Formulierung richtig.

oB(r, t
rot E(r, t) + g’ ) =0
eodiv E(r, 1) Pges(T, 1)

divB(r,f) = 0

1 0E(r, t) .
rot B(r,t) — 2 3 = H0)ges (r,t)

Diese Gleichungen erfiillen automatisch die Kontinuitédtsgleichung

9 o
7pge§§r ) + div jges(r, H=0

Das Problem in dieser Formulierung ist, dass pges(r,t) und jges(r, t)
noch Fremdkorper in dieser Theorie sind. Deren Abhidngigkeit als
Funktion der Felder muss noch beriicksichtigt werden. AufSerdem
muss beachtet werden, dass eine zeitlich sich verdnderliche Polarisa-
tionsladung zu einer zeitlich sich verdanderlichen Polarisationsstrom-
dichte fiihrt. Der explizite funktionelle Zusammenhang wird durch

* Um ganz genau zu sein, sollten wir beto-
nen, dass die Maxwellschen Gleichungen
in der von uns benutzen Form erst spéter
von Oliver Heaviside und unabhingig
von Josiah Willard Gibbs und Heinrich
Hertz formuliert wurden.
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eine entsprechende Kontinuitédtsgleichung gegeben. Langfristig wol-
len wir einen Satz von Maxwellgleichungen erhalten, in denen nur
die externen Ladungen und die makroskopischen Stréme als Quellen
auftauchen. Die entsprechenden Polarisationsladungen und die mole-
kularen Strome sollen hingegen nur rdumlich gemittelt vorkommen.
Daher miissen wir Ladungen und Strome in einer zweiten Ebene der
Betrachtung konkretisieren und separieren. Durch Forderung der Giil-
tigkeit von Kontinuititsgleichungen, lassen sich wertvolle Aussagen
tiber den funktionellen Zusammenhang der Ladungen und Strome und
den entsprechenden Hilfsfeldern treffen, welche die Polarisation bzw.
die Magnetisierung beschreiben.

Die Ladungen ergeben sich in der Summe aus den externen Ladun-
gen und den Polarisationsladungen

Pges(rrt) = Pext(rr t) + Ppol(rr t)

Wenden wir darauf die Zeitableitung an, erhalten wir

Opges(, 1) Opext(r, t) N Ipol(Tt)  Fpext(r,t) iy 2P )
ot - ot ot N ot ot
Die Strome ergeben sich aus den makroskopischen Stromen, den
molekularen Stromen und den Polarisationsstromen

jges<rrt) = jmakr(rr t) + jmol(rrt) + jpol(rrt)

Die Divergenz angewandt auf diesen Ausdruck ergibt

div jges(rrt) = div [jmakr(r/ t) + jmol(r' t) + jpol(rr t)}
= div [jmakr(r, t) +jpol(r, t)} + div rot M (x, t)

= div [imakr(r/ t) + ijl (r/ t):|

Beachten Sie hier bitte, dass wir die molekularen Strome wieder als
Wirbel der Magnetisierung geschrieben haben. Die Divergenz eines
Wirbelfeld verschwindet immer, so dass die Divergenz der molekularen
Strome verschwindet. Die verschwindende Divergenz erkldrt auch,
warum wir in der Gesamtladung nicht noch einen zuséitzlichen Term
berticksichtigen mussten, der uns moglicherweise die molekularen
Ladungen beschrieben hitte.

Fiigen wir die beiden Teilterme zusammen, erhalten wir die Konti-
nuitdtsgleichung

Opext (1, ) o oP(r, t)
ot div—;

Damit diese Gleichung sichergestellt ist, muss die Polarisationsstrom-

=0

i [jimake (1, ) + jpor(r )| +

dichte gewdhlt werden als

. oP(r,t
]pol(r/ t) = Egt )
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Weiterhin konnen wir die makroskopische Stromdichte klassifizieren
und zwei Arten, wie frither schon einmal durchgefiihrt, definieren

jmakr(r/ t) = jcond(rr t) + jeonv (I‘, t)

Der Konduktionsstrom ist elektrisch neutral und nicht assoziiert zu
einer Ladungsdichte — divjeond(r, ) = 0. Wenn ein Konduktionsstrom
fliesst, entstehen also keinen neuen Ladungen in einem Volumen. Genau
so viele Ladungen wie in ein betrachtetes Volumen reinfliessen, fliessen
auch wieder heraus.

Der Konvektionsstrom definiert sich aus physisch bewegten externen
Ladungen

jeonv (1, 1) = pext(r, 1)V — diV jeonv(r, t) = div [pext(r, t)V] = v - grad pext(r, t)

Weiterhin gilt aber auch die Erhaltung der externen Ladungsdichte. Da
die Divergenz des Konduktionsstromes verschwindet, muss die Diver-
genz des Konvektionsstromes in Verbindung gebracht werden werden
mit der zeitlichen Anderung der gesamten externen Ladungsdichte.
Die entsprechende Kontinuitédtsgleichung lautet also

div jeonv (1, ) + ap%(r,t) -0
t
Daher muss gelten
) o ) 1, t
0= % = v - grad pext(r, t) + pe%g)

Wir wollen jetzt die Ausdriicke fiir die gesamte Ladungsdichte und die
gesamte Stromdichte in die Maxwellgleichungen einfiihren und vorher
noch die entsprechenden Materiefelder benutzen. Daher ergibt sich

Pges (r,t) = Pext(r/ t) + Ppol (r,t) = pext(r/ t) —div P(r, t)
oP(r, t)

jges(r/ ) = Jjmake(tt) +imol(r,t) + jpol(rr t) = jmake(t,t) + rot M(r, t) + ot
Eingesetzt in die Maxwellgleichungen erhalten wir

€odiv E(r,t) = pext(r,t) — div P(r,t) — div [eoE(r, t) + P(r,t)] = pext(r, 1)

oP(r, t) + ot JE(r, t)

ot ot

rot B(r,t) = po |:jmakr(r/ t) + rot M(r, t) +

ot | B(5,0) = M(5, 0] = fase(1) + 51 [ (5 ) + (5, )

Ho ot
Daraus erhalten wir als komplettes System der Maxwellgleichungen
rot E(r, t) + % =0

div [egE(r, t) + P(r,t)] = pext(r,t)
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div B(x, t) 0

1 ]

rot FTB(Lt) —M(r,t)| = jmake(rt)+ 3 [€0E(x,t) + P(r,t)]
0

Zur Losung dieser Gleichungen muss noch der materialspezifische

Zusammenhang angegeben werden fiir

P(r,t) = P[E,B], M(r,{) = M[E, B, j(r,t) = j[E, B]

Dies sind die Materialgleichungen. Dieser Zusammenhang kann nicht
im Rahmen der Elektrodynamik erschlossen werden, sondern muss aus
anderen Theorien stammen.

Unter Einfiihrung der folgenden Hilfsfelder

D(r,t) = eE(r,t)+P(rt)
H(tt) = —B(rt) —M(xb)
Ho
erhalten die Maxwellgleichungen ihre endgiiltige Form
rot E(r,t) + aB(,(;’t) = 0
div D(r, t) Pext (T, 1)
divB(r,f) = 0
oD(r, t )
rot H(r, ) — a(t ) = jmake(t, )

Zu diesen Gleichungen sind abschlieffend noch einige Bemerkungen
zu machen:

® Die Quellen der Felder sind die externen Ladungen.
* Die Wirbel der Felder sind die makroskopischen Strome.

¢ Die mikroskopischen Quellen und Wirbel werden durch die Materi-
algleichungen fiir M und P berticksichtigt.

* Die Quellen und Wirbel selbst sind Fremdkorper der Theorie. Sie
werden eingefiihrt, ohne sie aber selbst erkldren zu koénnen.

* Die Elektrodynamik selbst kann die Existenz von Ladungen nicht
erkldren; dies mag man in Analogie zur Kraft in der Mechanik
verstehen. Zur Erklarung der Ladung benétigt man Elementarteil-
chentheorien.

* Die Elektrodynamik ist eine Feldtheorie. Vorsicht ist aber geboten bei
der Interpretation der Bedeutung der Felder. Schlussendlich werden
immer nur Kréfte auf Probeladungen bzw. Probestréme vermessen.
Sie sind die einzigen experimentell zugidnglichen Grofsen

¢ In einer moglichen Priifung zu Themen der Elektrodynamik, stellten
Sie bitte auf alle Falle sicher, dass Sie diese Gleichungen kennen.
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sat

Wie bereits gerade diskutiert, muss der Zusammenhang zwischen der
Polarisation, der Magnetisierung und der makroskopischen Strom-
dichte mit den entsprechenden Feldern aus anderen Theorien bzw.
Modellen geholt werden. Schlussendlich kénnen Sie aber jeden be-
liebigen Zusammenhang postulieren und experimentell beobachtbare
Grofien vorhersagen. Je nachdem wie gut oder wie schlecht ihre Vor-
hersagen mit dem gewéhlten funktionellen Zusammenhang sind, sind
Ihre Materialgleichungen geeignet oder entsprechend eher ungeeignet,
die Eigenschaften eines spezifischen Materials zu beschreiben. Im All-
gemeinen versucht man nattirlich das einfachst mogliche Model zu
finden, welches belastbare Vorhersagen ermoglicht.

In Anerkennung dieses Wunsches beschrankt man sich i.A. in der
Betrachtung der Materialantwort auf eine rein elektrische oder eine rein
magnetische Antwort.

P(r) = P[E], M(r) = M[B], j(r) = j[E]

Das heisst aber nicht, dass andere Materialgesetze nicht existieren
wiirden. Man spricht z.B. von einem bianisotropen Material, wenn
ein magnetisches Feld eine elektrische Polarisation induzieren kann.
Solche Medien fiithren zu optischer Aktivitit und sind von grofier
Bedeutung. Die Beschrankung auf obigen Zusammenhang ist aber hier
vollig ausreichend.

Weiterhin kénnen wir uns meistens auf eine lineare und isotrope Ant-
wort beschranken. Der im Rahmen der Elektrostatik bzw. Magnetostatik
gefundene Zusammenhang lautete

P(r) = eoe (1) E(x), M(r) = mmo, jeona (¥) = o (r)E(r)

Wir bschranken uns hier wieder auf die Betrachtung eines Leitungs-
strom (Konduktionsstrom) und betrachten die Moglichkeit eines Kon-
vektionssstromes nicht weiter.

Entsprechend konnen wir fiir die vorher eingefiihrten Hilfsfelder im
Material auch schreiben

D(r) = ¢pe(r)E(r), H(r)

mit
e(r) =1+ xe(r), pu(r) =1+ xm(r)

In anisotropen Medien, z.B. Kristallen, benttigen wie einen tensoriellen
Zusammenhang als Materialgesetz

3
Pi(r) = Z; €0Xe ij(1)Ej(r)
=
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Wenn wir die Medien mit starken Feldern wechselwirken lassen,
habe wir keinen linearen Zusammenhang mehr, sondern einen nicht-
linearen. Wir kénnen die Antwort aufierhalb von Resonanzen in eine
Taylorreihe beziiglich der Potenz des elektrischen Feldes entwickeln
und koénnen schreiben

Pi(x) = €0 [ X0 Ej(x) + X (1) (1) Ex (1) + X (1) Ef (1) Ex (1) Ex (1) + -+

Beachten Sie hier wieder, dass die Einsteinsche Summenkonvention
angewandt wird; {iber doppelt auftretende Indizes wird summiert.

Wir konnen aber auch zunédchst vollig allgemein giiltige funktionelle
Zusammenhinge definieren, z.B. M(r) = M[B] wie beim Ferromagne-
tismus.

LERD  citabhingige Felder — Dynamik

Die Materialantwort auf zeitabhiangige Felder wird umfassend im Rah-
men der Dispersionstheorie diskutiert. Eine ausfiihrliche Diskussion
wiirde tiber den Rahmen einer Elektrodynamikvorlesung hinaus gehen.
Wir mochten aber trotzdem die Grundprinzipien dieser sogenannten
(linearen) Responsetheorie diskutieren.

Zur Diskussion der Materialantwort auf eine zeitlich sich veran-
derliche externe Anregung kann man zwei physikalisch identische
Betrachtungsweisen heranziehen. Sie diskutieren die Materialantwort
entweder im Zeitbereich oder im Frequenzbereich.

Im Zeitbereich kann man sagen, dass das Medium nicht momentan
(instantan) reagiert auf ein Verdnderung der anregenden Felder. Die
Medien werden also noch eine Polarisation bzw. eine Magnetisierung
besitzen, auch wenn kein anregendes Feld mehr vorhanden ist. Die
Medien sind in dem Sinne trédge, als dass sie eine zeitlich verzogerte
Antwort besitzen.

Alternativ kann man im Frequenzbereich sagen, dass das Medium
auf Felder mit unterschiedlichen Frequenzen unterschiedlich reagiert.
Dies ist einfach vorstellbar im Grenzfall einer sehr hohen Frequenz.
Irgendwann wird das Medium durch seine oben bereits beschriebene
Trégheit nicht mehr auf eine sehr hochfrequente Anregung reagieren;
weil dies einfach eine zu schnelle Anderung verlangen wird.

Wie Sie hier vielleicht erahnen konnen, ist das Konzept einer linea-
ren Antwort sehr wichtig. Ein zeitlich sich verdnderliches Signal kann
mittels Fouriertransformation zerlegt werden in ein Spektrum zeithar-
monischer Schwingungen (Oszillationen). Die Materialantwort jeder
dieser Oszillationen kann individuell betrachtet werden. Eine Superpo-
sition der Antworten gibt mir die Gesamtantwort auf die zeitlich sich
verdnderliche Anregung an. Diese Grundidee wollen wir im Folgenden
ausfiihrlicher diskutieren.
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Fiir schnelle zeitliche Verdnderungen, z.B. uns interessiert Licht bei
optischen Frequenzen, sind B und poH nahezu identisch. Die meisten
Medien sind magnetisch nicht dispersiv. Wir beschranken uns daher
im Folgenden auf die Diskussion einer elektrische Antwort. Betrach-
tungen konnen aber in voller Analogie auf eine magnetische Antwort
tibertragen werden. Weiterhin beschranken wir uns auf eine isotrope,
lineare, lokale Antwort. Dies vereinfacht die Diskussion, stellt aber
keine intrinsische Beschriankung dar®. Die Materialantwort kann ein-
fach beschrieben werden als Faltung des elektrischen Feldes mit einer
Responsefunktion R(r,t')

P(r,t) = € / ¢ R(x, ¢ )E(x, t — )

Die Responsefunktion kann auch als zeitliche Greensche Funktion
verstanden werden. Sie beschreibt die Polarisation des Materials nach
einer delta-formigen Anregung in der Zeit. Kausalitat verlangt, dass
sie fiir negative Zeiten verschwindet 3. Daher gilt

P(r,t) = 60/ dt'R(x,t' )E(r, t — t)
0
oder
P(r, ) — eo/ dU'R(x, ' )E(x,  — ') mit R(x,#') = 0 fiir ' < 0

Praktisch gilt, dass fiir Materialgleichungen im Rahmen der linearen
Response das Gedédchtnis in der Regel sehr kurz ist; der relevante
Bereich in dem die Responsefunktion Werte ungleich null hat, ist relativ
klein. Im Folgenden wollen wir zeigen, dass eine Responsefunktion
mit endlichem Gedéachtnis verbunden ist mit einer dispersiven, einer
frequenzabhéngigen Materialantwort.

Dazu fithren wir zunéchst eine Fouriertransformation der Felder
durch

E(r,t) = /_oo dwE(r,w)e ™ & E(r,w) = %/_wth(r,t)ei“’t

Die entsprechenden Transformation heifsen Fouriertransformationen
(vom Zeit- in den Frequenzbereich) und inverse Fouriertransformatio-
nen (vom Frequenz- in den Zeitbereich). Damit wir diese Transforma-
tion durchfiihren konnen, miissen die entsprechenden Felder zeitlich
und rdumlich gegen null im Unendlichen abgeklungen sein.

lim E(r,t) =0 und lim E(r,w) =0

t—+oo w—rFoo

Beachten Sie hier bitte das vorsitzlich anders gewéhlte Symbol fiir das
elektrische Feld im Frequenzbereich. Dies ist nicht das Gleiche wie
das elektrische Feld im Zeitbereich. Die Grofle E(w) beschreibt die
Amplitude des elektrischen Feldes, welches mit einer festen Frequenz

*Die Ausnahme ist hier die Forderung
nach einer linearen Antwort.

3 Die Wirkung kann nicht vor der Ursa-
che kommen.
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w oszilliert und zum gesamten zeitlich sich verdnderlichen elektrischen
Feld beitragt.
Vergleichbare Transformationen gelten auch fiir die Polarisation

P(r,t) = /o; dwP(r, w)e !
Mit diesem Riistzeug konnen wir die Polarisation umschreiben
P(r,t) = e /0:0 dt'R(r, t")E(r, t — t')
= € /j:o dt'R(x,t") /j; dwE(x, w)e W=t
/m dweg [/m dt'R(r, t’)ei“’t/] E(r,w)e !
J—eo J—eo

Wenn wir den Term vergleichen, der an Stelle der eckigen Klammer in

der obigen Gleichung fiir P(r, w) auftaucht, konnen wir diese beiden
gleichsetzen und finden

P(r,w) = eox(r,w)E(r, w)
mit
®© - 1 ®© -
x(r,w) :/ dt'R(r,t)e " <« R(rt) = E/ dwy(r,w)e !

Hier wurde die Suszeptibilititsfunktion x(r,w) eingefiihrt. Sie ent-
spricht der Fouriertransformation der Responsefunktion. Sie ist im
Gegensatz zur Responseponsefunktion i.A. komplex. Wir sehen aber,
dass der funktionelle Zusammenhang zwischen Polarisation und elek-
trischem Feld im Fourierraum die Einfachheit der gefundenen Formu-
lierung der Elektrostatik beibehilt. Diese Betrachtung kann analog auch
fur die dielektrische Verschiebung durchgefiihrt werden.

D(r,w) = ¢E(r,w) + P(r,w) = €p [1 + x(r, w)] E(r, w) = €pe(r, w)E(r, w)

Hier ist €(r, w) die komplexe dielektrische Funktion 4. 4Beachten Sie bitte, so etwas wie eine
Dielektrizitdtskonstante gibt es nicht in

. . . . - L ] . der Dynamik, benutzen Sie bitte dieses
der dielektrischen Funktion als Dispersion. Die eigentliche Materia- Wort nicht.

Man bezeichnet die Frequenzabhéngigkeit der Suszeptibilitat bzw.

lidispersion wird durch den Realteil beschrieben. Der Imaginérteil
bezeichnet die Absorption. Real- und Imagindrteil sind nicht frei wahl-
bar, sondern hingen tiber eine Integraltransformation zusammen. Diese
wird als Kramers-Kronig-Beziehung bezeichnet.

Wir wollen die Materialantwort konkretisieren am Beispiel statio-
nérer Felder. Diese oszillieren mit einer festen Frequenz. Ein stationéres
elektrisches Feld wird beschrieben als

E(t ) — % [Bo(x)e v +-c.c]

Mit der Fouriertransformation der Delta-Distribution

1 b iwt _ 1
E ./—oo dté(t)e o 27
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bzw. der inversen Fouriertransformation
o .
/ dw e — 5(1) / dte®t = 278 (w)
B —0o0

konnen wir das Frequenzspektrum dieses zeitharmonischen Feldes
schreiben als

E(r,w) = 21”/ dtE(x, t)e"
= Zn/ dtf _l“’ot—f—c.c.] et
= 2 [Eo(r)é(w — wo) + Eg(r)é(w + wo)]

Der allgemeine Zusammenhang zwischen Polarisation und Feld lautet

Pt w) = eox(r, @)~ [Eo(r)d(cw — wo) + B3 (1)5(w + wp)]

5l

Diese Polarisation im Fourierraum soll nun invers Fouriertransformiert

werden
Pt = [ dwen(nw)y [Bo(msw - wo) + Byr)sw +w) e
P(rt) = seox(rwo)Bo(ee ™ + Seox(r,—wo)E§ ()
Da
x(r,—wg) = o:odtR e iwot

|:/c>o dtR* zwot:| .
(R

= x(r,wo)

Abschliefiend erhalten wir so fiir die Polarisation
1 _ .
P(r,t) = E(—,‘(])((r, wo)Eg(r)e ™! +c.c.

_ % [Bo(r)e ot + c.c

mit Py(r) = epx(r, wo)Ep(r). Dieser Ausdruck gilt auch fiir schmalban-
dige, sogenannte quasi-stationdre, Felder. Alles was wir fordern ist,
dass das Frequenzspektrum sehr eng relativ zur Tragerfrequenz ist.

Aw < wy — x(rw) = x(r)w,

Analoge Betrachtungen konnen fiir den Zusammenhang von jo(r) =
o(r, w)E(r) durchgefiihrt werden.
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Maxwellgleichungen im Fourierraum

So wie wir die Materialgleichung im Frequenzraum einfach algebraisch
ausdriicken konnen, kdnnen wir auch die gesamten Maxwellgleichun-
gen einfach ausdriicken. Dazu miissen wir diese Fouriertransformieren.
Die Frage ist, was passiert mit der Zeitableitung bei der Fouriertrans-

formation5?
L oo OE(rt) jor 1 [ 0 ot Jeiwt
E./_oo AT g/_wdf 5 [E(r,t)e } —E(r,t)——
— L iwt|F=%° . i © ot
= 5-E(ne ‘t:_oo w5 /_ooth(r,t)e

= —iwE(r,w)

Wir erkennen hier, dass aus der zeitlichen Ableitung ein Produkt wird.
Dieser Zusammenhang ist sehr wichtig und er wird als Fouriertransfor-
mationspaar bezeichnet

d .
ﬁg—zw

Wir betrachten im Folgenden die einzelnen Maxwellgleichungen.

oD(r, t ] .
rot H(r, 1) = 20 4 a6) + om0
wird zu
rot Hr,w) = —iwD(r, @)+ jeond (t, @) + jeonv (T, W)

= [—iwepe(r,w) + o(r,w)] E(t, w) + jeony (¥, w)
= —iwepé(r,w)E(r,w) + jeonv(r, w)
Hier wurde formal die (verallgemeinerte) komplexe dielektrische Funk-

tion eingefiihrt

R _ o(r,w)
é(r,w)=¢€(r,w)+i e

Diese Einfithrung ist sinnvoll, da auf der Ebene der Beschreibung
der Materialienantwort keine Unterscheidung mehr getroffen werden
kann zwischen einer dielektrischen und einer metallischen Antwort.
Experimentell messen Sie immer nur die verallgemeinerte (oder auch
generalisierte) dielektrische Funktion.

Die Maxwellgleichungen im Fourierraum und unter der Annahme
der bisher postulierten Materialgesetze lauten

rot E(r,w) = iwuoH(r, w)
eodiv [e(r, w)E(r, w)] Pext (1, W)
divH(r,w) = 0
)

]Tcorw (r/ w) - iweoé(l‘, w)E(r, w)

5 Die anderen Terme sind trivial.
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Die Fourier Transformation ist das mathematische Werkzeug, mit der
man eine beliebige Verteilung eines Feldes ausdriickt in ein Spektrum
ebener Wellen. Ausgangspunkt ist die Fourierreihenentwicklung fiir
eine periodische Funktion f(x) mit der Periode a. Dies ldsst sich immer
schreiben mittels

1 s 2r . 2r
flx) = §AO + mZ::1 Ay cos (max) + By, sin <max>

Die Fourierkoeffizienten A, und B, berechen sich aus dem Uberlap-
pintegral, also der Projektion, der Funktion f(x) auf die entsprechende
harmonische Schwingung.

An = %/()adxf(x)cos <m2:x>
Bn = %/Oudxf(x)sin <m2:x>

Alternativ kann dies auch mit Hilfe der Exponentialfunktion beschrie-
ben werden als

) = o Y e

1 Za_oo —im2Tx
fm = %/0 dxf(x)e "

Formal kann dieser Formalismus auf beliebige nichtperiodische Funk-
tionen erweitert werden, wenn man den Grenziibergang zu einer unend-
liche ausgedehnten Periode geht. Dann sind die harmonischen Schwin-
gungen nicht mehr diskret, mit die Funktion beschrieben werden kann,
sondern werden eine kontinuierliches Spektrum; dem Fourierspektrum.
Formal schreibt man
271
m==

- k
a
a o0
5 7/ dk
; 27T —o0

Daraus folgt

fo) = [ ke

[e9)

e

J —00

Beachten Sie bitte weiterhin, dass es bis zu einem gewissen Masse

auch einen Freiheitsgrad in der Wahl des Vorfaktors der Fouriertrans-

formationen gibt. Hier ist er mit einem % vor der Hintransformation
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angenommen wurden; verbreitet ist auch eine symmetrische Aufteilung
in zwei Vorfaktoren mit jeweils dem Wert % Ganz gleich wie Sie das
wahlen, wichtig ist in jedem Falle, dass Sie nach einmaligem Rundlauf
(Realraum — Fourierraum — Realraum) wieder bei der identischen
Funktion angekommen sind.

Es gelten folgende Rechenregeln.

f(x) “  ikf(k)
|

fx) e (k)" f(k)
flx—x0) & (k)
o(x—x0) %eik"o

Insbesondere aus der ersten Eigenschaft, ergeben sich die folgenden
Fouriertransformationspaare fiir eine ebene Welle (diese diskutieren

wir spéter) mit dem Ansatz e!(Fx—«?)

ot

Dies ist sehr wichtig zur Transformation der Maxwell’schen Glei-
chungen vom Realraum (rdumlich oder zeitlich) in den entsprechenden
Fourierraum.

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie Sie die Fouriertransformation
zur Losung einer Differentialgleichung verwenden kénnen. Gegeben sei
das Problem des getriebenen harmonischen Oszillator ohne Dampfung.
Diese wird beschrieben mittels der Differentialgleichung

mi(t) + mawir(t) = F(t)

Durch Fouriertransformation und Durchfithren der zweiten Zeitablei-
tung kommen wir zu

(iw)* mi(w) + mwiF(w) = F(w)

Diese Gleichung lésst sich analytisch 16sen zu

IR i ()
r(w)—m

Hier ergibt sich das genaue Spektrum durch den zeitlichen Verlauf der
treibenden Kraft. Die Losung im Zeitbereich erhalten wir durch inverse
Fouriertransformation
3 E .
r(t) = / dw&e_“"t
—0o0 w

2 2
OOJ

(8.1)
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Wie frither bereits mehrmals durchgefiihrt und gezeigt, folgen die
Ubergangsbedingungen direkt aus den Maxwellgleichungen.

Normalkomponenten

Wir betrachten wieder das Model Schuhcremedose und evaluieren die
Maxwellgleichungen in einem kleinen Volumen, welches sich gerade
an der Grenzflache zwischen zwei homogenen Medien befindet. Aus

df -D ,t :/dVd D(r, t :/dv ext = ex
Jw) =t =], W D(r 1) = |, dVpext = Qou

Da die Schuhcremedose beliebig gewdhlt werden kann, haben in dieser
Gleichung wieder nur die Oberflichenladungen einen Beitrag. Da wir
normal zur Oberfliche der Schuhcremedose integrieren, ist in der
Integration wieder nur die Normalkomponente von D relevant. Und
da das Integrationsvolumen beliebig gewéhlt werden kann, muss der
Zusammenhang auch lokal giiltig sein. Wir erhalten

D,(12) (r, t) — Dﬁll)(r,t) = ﬂext(r/ t)

Fiir den Fall, dass die Oberflichenladungsdichte verschwindet, #ext(r, t) =
0, miissen die Normalkomponenten der dielektrischen Verschiebung
im Zeit- [Dy(r, t)] bzw. auch im Frequenzbereich [D,(r, w)] stetig sein.
Fiir den Frequenzbereich kann dann explizit die folgende Kontinuitat
gefordert werden

e1(6,w)Ey (5,.0) = ea(r,w) EF) (5,0)
In Analogie kann man aus

df -B(r,t) =0
W (r, 1)
schlussfolgern, dass
B,(IZ)(r,t) = B,gl)(r,t)

LE®D [angentialkomponenten

Da die Gleichung
d
dr - E(r, t :——/df-B 1t
(F) (x.1) dat Jr (xt)
gliltig sein muss fiir eine beliebig kleine Flache, durch die der Fluss

verschwindet, miissen die Tangentialkomponenten des elektrischen
Feldes im Zeit- und Frequenzraum stetig tibergehen

EVrt =E%wrt) - EV(rw) =E? (@ w)
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Analog kann man als die letzte verbliebene Maxwellgleichung

d
/(P) dr-H(t t) = Ly + E/PdﬂD(r,t)
betrachten. Hier ergibt sich

Ht(Z) (r,t) — Ht(l)(r/t) = Umakr(rrt)]OF

Da meistens keine Oberflichenstrome existieren, geht die Tangential-
komponente des Magnetfeldes auch stetig tiber.

In Abwesenheit von Oberflachenladungen und Oberflachenstrome
sind die E;, By, Dy, und H; Komponenten stetig.

Ziel unserer Bemiihungen im Folgenden soll es sein, fiir eine gegebene
makroskopische Stromverteilung jai (1, t) und eine gegebene externe
Ladungsdichte pext(r, t) die elektrischen und magnetischen Felder aus-
zurechnen. Dies ist eine einfache Extrapolation der Fragestellungen der
Elektrostatik bzw. de Magnetostatik. Es ist daher nicht {iberraschend,
dass der formale Weg zum Auffinden der Losung vergleichbar ist zu
unseren fritheren Strategien. Als erstes fithren wir Potentiale ein, wel-
che die homogenen Maxwellgleichungen wieder automatisch erfiillen,
und miissen dann nur noch die inhomogenen Maxwellgleichungen
16sen. Diese Potentiale konnen wir ziemlich formal aus fritheren Kapi-
teln tibernehmen, da sich die homogenen Maxwellgleichungen in ihrer
Form selbst nicht gedndert haben. Die homogenen Maxwellgleichungen

divB(r,t) =0 rot E(r,t) = —aB(.(;;’ )
werden automatisch erfiillt mit
B(r,f) = rot A(r,#) E(nt) = — aAE(;' D _ grad ¢(x,b)

Wenn die beiden Potentiale einmal bekannt sind, konnen die Felder
mit den beiden obigen Gleichungen immer berechnet werden. Bestim-
mungsgleichungen fiir die Potentiale als Funktion der Quellen ergeben
sich dann gerade aus den inhomogenen Maxwellgleichungen.

Die Potentiale selbst sind aber nicht eindeutig bestimmt. Eichtransfor-
mationen iiberfithren verschiedene Potentialsidtze ineinander, ohne aber
die observablen Felder E und B zu verdndern. Diese bleiben invariant.
Eine Eichtransformation ldsst sich damit formal schreiben als

A(r,t), ¢(r,t) Eichtransformation A'(r,t), ¢'(x,t)

Die Eichtransformation

Al(r,t) = A(r, t) + gradf(r,t)
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lasst das B Feld invariant, da die Rotation eines Gradientenfeldes immer
verschwindet. Eingesetzt in den Ausdruck fiir das elektrische Feld und
mit der Forderung nach Invarianz ergibt sich

E(r,t) = _aAla(tr, H_ grad ¢/ (r, ) = —aAE():'t) - %grad f(r,t) — grad ¢'(x,t)
' af (r, t JA(r, t A (1, t

Damit die Eichtransformation auch das E Feld invariant ldsst, muss das
skalare Potential daher simultan mit der gleichen Eichfunktion f(r, )
folgendermafien geeicht werden

(5, t) = plr,t) — L ér{t)

Die inhomogenen Wellengleichungen im Vakuum

Jetzt haben wir unsere Potentiale eingefiihrt, welche die homogenen
Maxwellgleichungen automatisch erfiillen. Jetzt miissen wir uns noch
um die inhomogenen Maxwellgleichungen kiimmern. Diese inhomoge-
nen Maxwellgleichungen lauten

. . 1 JE(r, ¢t
€odiv E(r, ) = pext(r,t) 1ot B(r, ) = Mojmakc (1, 1) + = gt )
Wir setzen nun die Potentiale in diese Gleichungen ein
) 1 0 ?A(r, t)
rot B(r,t) = rotrot A(r,t) = Mojmakc (L, ) + 2 [—atgrad ¢(r, t) — i

0A(r, t)

eodiv E(r, t) eodiv [—grad ¢(r,t) — 5 } = Pext(1,1)

Auflosen dieser beiden Gleichungen ergibt

. 82 1 1 a(P(I‘, t) _ .
<A - CZBtZ) A(r/ t) - grad [leA(r, t> + 672 ot ] - _VOJmakr(I', t)
Ap(r,t) + gdivA(r,t) __Pext(rt)
o o

An sich wiren wir hier fertig, aber die Gleichungen sind sehr unhand-
lich, da insbesondere noch die Potentialgleichungen gekoppelt sind. In
beiden Gleichungen tauchen immer noch sowohl das skalare als auch
das Vektorpotential auf. Zwei Gleichungen zu haben in denen jeweils
entweder das skalare oder das Vektorpotential auftreten, wére wesent-
lich angenehmer in der mathematischen Handhabung. Die Nutzung
der Freiheiten von Eichtransformationen erlaubt uns, dieses Problem
zu losen und die Bestimmungsgleichungen fiir die beiden Potentiale
zu entkoppeln. In der Wahl einer geeigneten Eichtransformation gibt
es aber keine eindeutige Vorschrift, sondern mehrere Moglichkeiten.
Diese geben den beiden Bestimmungsgleichungen unterschiedliche
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Formen, die im Kontext weiterer Betrachtungen jeweils Vorteile mit
sich bringen konnen. Die gebrduchlichsten Eichtransformationen sind
die Lorenz-Eichung und die Coulomb-Eichung, weshalb wir diese im
Folgenden besprechen mochten.

Lorenz-Eichung

In der Lorenz-Eichung ® wird so geeicht, dass ¢ Beachten Sie hier bitte das ‘Lorenz’ mit
’z’. Die Eichung wurde nach Ludvig Lo-

div A (r t) + l 847 (1‘, t) —0 renz bepannt, der diese 1869 in seiner

’ 2 ot Arbeit ‘Uber die Identitdt der Schwingun-

gen des Lichts mit den elektrischen Stré-

erfiillt ist. Die inhomogenen Wellengleichungen reduzieren sich dann men’ Ann. Phys., 207: 243-263 beschrieb.

zu
1 92 :
A — T A(r,t) = OA(r,t) = _]/lo]makr(r/t)

az ex 7
<A - clzaﬂ) o(tt) = Oprt) = —Letlt)

€0
Hierbei wurde als neuer Operator der [1-Operator eingefiihrt. Er wird
d’Alembert-Operator genannt oder auch ‘Box-Operator’. Im Rahmen
der Lorenzeichung gehoren alle drei Gleichungen zusammen. Eine
mogliche Losung fiir die Potentiale muss die Lorenzeichung erfiillen.
Zwei Dinge miissen wir noch kléren.

Als erstes, ist die Lorenzeichung mit erlaubten Eichtransformationen
tiberhaupt moglich bzw. wie muss die entsprechende skalare Eich-
funktion aussehen? Dazu betrachten wir ein gegebenes A’ und ¢’ mit
divA/(r,t) + 5 a%(tr ) — (r,t). Wie muss also die skalare Eichfunktion
f(r, t) als Funktion von g(r, t) aussehen, damit A und ¢ die Lorenzkon-

vention erfiillen? Wir betrachten

div [A(r,1) + gradf (5, 1)] + 5 o |g(e,1) — grt D] e )

2
div A(r,t) + Clzaq’grt' D Afe 1) — %% p
g(rt)

— Of(r,t)
Wir miissen also fiir die Eichtransformation noch zusitzlich eine weitere

Wellengleichung 16sen.
Als zweites miissen wir zeigen, dass die Lorenzeichung in Einklang
mit den obigen Wellengleichungen stehen.

DA(I‘, f) = —Vojmakr(ri t) |diV
__Pext(nt) |19
D(P<r’ t) - 60 C2 at

Nach Anwenden der angedeuteten Operation, fithrt das zu den folgen-
den beiden Gleichungen

div[DA(r,t)] = —podivimal:(r,t)
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10 . 1 apext(r/t)
§§[5¢(r/f)] = T e ot

Addition beider Gleichungen fiihrt zu dem folgenden Ausdruck:

. 10 .. J I, t
O [dlv A(r, t) + czaif¢(r't)] = — [dlv jmakr (1, 1) + Pe%g) =0
Die letzte Schlussfolgerung stammt aus der Tatsache, dass dort nichts
weiter als die Kontinuitédtsgleichung steht. Die Lorenzkonvention und
die Losung der Wellengleichung sind also kompatibel.

LMD Greensche Funktionen der zeitabhingigen Wellengleichung

Wir wollen die beiden Wellengleichungen im Folgenden mit der Me-
thode der Greenschen Funktion 16sen. Da beide Gleichungen mathema-
tisch die gleiche Form besitzen, wollen wir sie abstrahieren, um beide
Wellengleichungen simultan behandeln zu kénnen. Mit

Ov(r,t) = —q(rt)

V — A, bzw. ¢ und q — Moji, bzw. L

€0
lautet die formale Losung zunichst einmal

V(e t) = / / AV'dt Go(r — ¥t — ')q(¢, ')

wobei die Greensche Funktion der Bestimmungsgleichung
OGo(r—t;t—t) = —6(r—v)s(t—t)

gentigt und die nattirlichen Randbedingungen erfiillt werden
V(r,t) — Ound Go(r—r;t—+t) — Ofirr, t — o

Wie sieht aber nun genau diese retardierte Greensche Funktion aus? Wir
lernen dazu im Folgenden die Fouriertransformation als neue Methode
zur Bestimmung der Greenschen Funktion kennen. Es gilt:

S(r—r)o(t—t) = /oo /00 AVidwe'™ (1) giw(t=t)

(2m)*
mit dV} einem Volumenelement im reziproken Raum, dVj = dkdk,dk..
Die Fouriertransformation der Greenschen Funktion berechnet sich zu

GO(I‘ _ I‘/,'t _ tl) _ / / dedwg(k,w)eik-(rfr’)efiw(tft/)

mit g(k, w) der Greenschen Funktion im Fourierraum. Der d’Alembert
Operator angewandt auf diese Greensche Funktion ergibt

oo ) 2 . , . ,
OGo(r—1;t—t) = / / dVidw <(:2 - kz) g(k, w)elk (r=r) pic(t=t)

mit k* = Ik = k3 + kj, + k2. Wenn beide Ausdriicke in die obige De-
fintionsgleichung fiir die Greensche Funktion eingesetzt werden (das
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Produkt der Delta-Distributionen muss noch mit einem negativen Vor-
zeichen versehen werden), konnen wir der Fouriertransformierten der
Greenschen Funktion ein Ergebnis zuordnen

1 1
2n)* K2 — ‘2’—22

gk w) =

Damit erhalten wir als Endergebnis

2
/ / dedw7eik~(r—r’)e—iw(t—t’)
— 2

Dieses Integral wird mit Hilfe der analytischen Fortsetzung gelost.

Go(r—v;t—t) = (27r)

Mehr dazu sollte im Rahmen der Funktionentheorie geklart werden.
Die Losung dieser Gleichung wird unter Umstdnden Gegenstand eines
Tutoriums sein. Das Ergebnis ist in jedem Falle die retardierte Greensche
Funktion der Wellengleichung

R 1 r—r
Gret( rt—t) 4R5< C):M5<t_t/_| - |>

Diese ist eine Losung der Gleichung

OGret(r —t;t —t') = —6(r—1')6(t — ')

Damit ist die Losung von OV (r, t) = —g(r, t) mit natiirlichen Randbe-
dingungen gegeben als

Viet(r,1) = //dWm@m@—ﬂﬁ—ymeq
_ _ /_‘r_r/‘
= i //dth /|q(r t)é(t t — )
[r—r|
1 (0, t— )
N 47t/dV d

Diese allgemeine Losung kann noch spezifiziert werden auf die Poten-
tiale, fiir die V nur ein Platzhalter gewesen ist

[r—r'|

1 Pext(r// t— 7)
t) = av’ £
Pret(r. 1) 4rteg / |r—r/|
|r—r']
]makr r = )
Aalnf) = g [V

Dies sind die retardierten Potentiale.

Abschliessend sei bemerkt, dass die Lorenzeichung vorzugsweise im
Kontext der relativistischen Physik verwendet wird, wie wir spéter auch
noch sehen werden. Die grofie Symmetrie erlaubt eine vereinheitlichen-
de Notation, welches formal vieles in der Formulierung vereinfachen
wird.
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Die Coulomb oder die transversale Eichung

Zur Erinnerung, wollen wir noch einmal festhalten, dass unser Aus-
gangspunkt die Potentialgleichungen vor der Lorenzeichung waren.
Diese lauteten

1 82 . 1 8¢(r, t) .
<A — c28t2> A(r, t) — grad [le A(I‘, t) + 2 o = _VOJmakr(r' t)
J - Pext(r/ t)
A(p( £) + atdlv A(r,t) = ?

In der Coulombeichung fordern wir, dass
div A(r,t) =0

gilt. Die Losung fiir das skalare Potential, dass der Gleichung

_ _ P ext (r/ t)
aget) = —Peril
gentigt, wird dann sehr einfach und schreibt sich als

1 / dV/Pext(r// t)
14

4rmeg lr—r/|

¢(rt) =

Die Losung entspricht der Losung der Elektrostatik. Nominell beob-
achten wir keine Retardierung. Die Zeit ist lediglich ein Parameter,
vergleichbar zur Situation wie bei langsam verdnderlichen Feldern. Das
Potential klebt an der Ladungsverteilung. Dieses iiberraschende Ergeb-
nis (Informationsiibertragung mit Uberlichtgeschwindigkeit?) wiirden
wir spdter noch einmal genauer untersuchen. Es 16st sich aber auf, wenn
wir die experimentell observablen Felder betrachten. Fiir diese besteht
natiirlich eine Retardierung. Wenn das skalare Potential bekannt ist,
kann das Vektorpotential auch leicht gelost werden

1 1 9¢(rt) -
(A _ cZat2> A(r, t) — C—Zgrad 3 = _VO]makr(r/ t)

1 92 ) 1 ¢ (x,t)
(A — C28t2> A(r,t) = —pojmake (T, 1) + C—zgrad 5

Diese Gleichung sieht nun eigentlich schon sehr entkoppelt aus, da das
Potential als bekannt vorausgesetzt werden kann. Das Vektorpotential
héngt nur noch parametrisch vom skalaren Potential ab. Nichtsdesto-
trotz ist eine volle Entkopplung wiinschenswert, damit es auch formal
zu keiner Verwirrung kommt. Dies kénnen wir erreichen, wenn wir den
letzten Term in der obigen Gleichung als einen Stromterm aufschreiben.
Dazu betrachten wir

1 op(x, 1) 1 a”ex‘( )

— o\t _ /
c? grad ot 2 47T€0 grad, / av

1 div,/jmake (1, 1)
— d dV/ T )ymakr
2 47reo 47y o / v —1/|

r—r’|
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. : . /
= f—ggradr /V av’ d1V7/|]rmjk;(|1' .1
Dieses Ergebnis merken wir uns zunéchst. Wir werden es spéater benoti-
gen.

Um die Notation zu erleichtern, lassen wir hier und von nun an
den Subskript ‘makr’ weg und wir zerlegen die Stromdichte in einen
quellfreien transversalen Teil und einen wirbelfreien longitudinalen
Teil.

j(xr, 8) =jr(r,t) +jo(r,t), divjr(r,£) =0, rotj.(r,t)=0

Wir konnen die Stromdichte auf eine etwas unkonventionelle, aber
hilfreiche Art ausdriicken mittels

A,|1r,|:—4m5(r—r’) — j(r,t :——A/

rfr’|

Wenn wir —A\ = rot rot — grad div benutzen, und das Integral in zwei
Teile aufspalten, kénnen wir unmitteltbar eine Aufteilung in transversa-
len und longitudinalen Strom vornehmen

j(rt) = %rot [rotr/ a3 )} 1-8rad [dwr/ v )]

|t — 1| [t — 1|

Der erste Term dieses Ausdrucks muss der transversale Teil des Stromes
sein, da zum Schluss die Rotation angewandt wird und diese Rotation
des longitudinalen Anteils verschwindet. Daraus miissen wir aber
schlussfolgern, dass der zweite Term gerade genau der longitudinale
Strom ist. In der Summe miissen immerhin den Gesamtstrom erhalten.
Wir betrachten diesen zweiten Term weiter. Wir konnen daher schreiben

iL(rt) = ——graddlvr / dv”r_r,)|
. 1
= —ngadr/vdvfl(r/,t)gradrm
R — /dV"(r’ t)grad 1
- 47.[g r Iy I, t)g r" _r/I
1 /3 j(r//t) /
= Egradr/vdV div,/ [|rr’| —grad /dV |d1vr/](r )
B 1 ,div,j(r,t)
= 4:ngradr/VdV r—r|
Von vorne benutzen wir, dass
1 acp( ) _ Ho / divr’jmakr(r// t)
ngra o = —Egradr/vdV v

Durch Vergleich der beiden Ausdriicke erhalten wir den folgenden
finalen Zusammenhang

. 1 dp(r, t
pojL(x, t) = C—zgrad ¢§)t )
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Wir kénnen dieses Ergebnis jetzt in die Urspungsgleichung fiir das
Vektorpotential einsetzen

1 02 1 0p(rt) -
(A — (;28t2> A(r, t) — C—ZgradT = —,u0]makr(r/ t)
1 02 . :
A — 2912 A(r’ t) — Mo (]makr)L (1‘, t) = _,uO]makr(r/ t)
1 82 . a (1‘, t)
(A - czat2> A(rt) = —Ho |[jmake(r,t) — €ograd (Pat
1 92 .
N\ — ST A(I‘, f) = —Ho (]makr)T (1‘, t)

Beachten Sie bitte, dass fiir die Coulombeichung all die folgenden
Gleichungen zusammengehoren

div A(r,t) = 0
_ _Pext(r/ t)
AP(r,t) = R
1 0 ,
A-S5m A(rt) = —Ho (jmake)r (/1)
1 92 ) ¢ (1, 1)
(A - c2at2> Alrt) = —po []makr(frf) - €0grad8t]
Die Losung der Potentiale in Coulumbeichung lauten dann
_ 1 / o / _ 1 / /Pext(r//t)
et = o /VdV Golx ¥ pen(¥, 1) = g | v/
AGH = B aaviGea(s— it =) (o) (1) = 1O [ qyrmis

Coulomb-Eichung und Kausalitit

Abschliefsend wollen wir noch kurz die Kausalitdt in der Coulombei-
chung diskutieren. Das instantane Potential schien zu suggerieren, dass
Kausalitét verletzt ist. Dies ist aber in der Tat nicht so. Das Vektorpo-
tential kann geschrieben werden als

[r—r'|

[imakr(r/' t— ") — eograd, (r, T )}
r—r|

Al t) = i‘%/vdv’

In dieser Definition des Vektorpotentials ist die Retardierung gewihr-
leistet. Das B Feld ist damit kausal. Das E Feld leitet sich unmittelbar
daraus ab

E(r,t) = E(r,tg) + 1 /t [rot B(r, t') — poj(r, t')]

Ho€o Jig

Das E-Feld ist auch kausal. Wenn man zum Schluss die Felder berechnet,
hat alles seine Richtigkeit.

Abschliessend sei bemerkt, dass die Coulombeichung vorzugsweise
im Kontext der Quantenmechanik verwendet wird, insbesondere wenn

)y (¢, ¢ — =F]y

r—r'|



175

die Wechselwirkung von Licht mit Materie nichtrelativistisch diskutiert
wird. Das skalare Potential verursacht durch Ladungen im Raum, ist
dann immer die Losung einer Poissongleichug, welche an sich einfach
zu finden ist. Das Potential hangt dann nur parametrisch von der Grofie
und dem Ort der Ladungen ab. Man kann sich in seiner Betrachtung
dann voll und ganz auf das Vektorpotential konzentrieren, was die
Diskussion hdufig vereinfacht.

Um den Fluss der Energie in einem elektromagnetischen Feld richtig
beschreiben zu kénnen, wollen wir im Folgenden eine Energiebilanz
erstellen. Diese Energiebilanz beschreibt uns zusammen die Feldener-
gie, die im Ladungstrédger gespeicherte Energie und den Energiefluss
im Vakuum und im Medium. Mit Hilfe dieses Satzes konnen wertvolle
Aussagen zu observablen Grofien getroffen werden. Ein praktisches
Beispiel wire hier die Berechnung der ortsaufgeldsten Absorption
von elektromagnetischen Feldern in einer Solarzelle. Diese ortsaufge-
lofste Absorption wiirde sich in ein rdumliches Profil tibersetzen von
Ladungen, welche dann anschliessend diffundieren miissen zu den
entsprechenden Kontakten.

Der Ausgangspunkt im Folgenden sind die Maxwellgleichungen.
Zur Vereinfachung der Notation wiirden wir die Orts- und Zeitabhan-
gigkeit weglassen. Diese wird aber implizit immer mit angenommen.
Bei Endergebnissen wiirden wir diese Orts- und Zeitabhangigkeit wie-
der mit vermerken. Weiterhin werden wir den Index 'makr” in der
Stromdichte weglassen.

Zur Herleitung der Energiebilanz gehen wir von den beiden Rotati-
onsgleichungen aus. Wir multiplizieren die Rotationsgleichung fiir das
E Feld mit H und die Rotationsgleichung fiir das H Feld mit E.

JB
HrotE+H - — =
rot E + o5 0
—E-aa—t—l-E-rotH = j-E

Mit Hilfe von div (E x H) = H - rot E — E - rot H ergibt die Subtraktion

der beiden obigen Gleichungen
oD oB . .
E-§+H-§+dlv(ExH) =—j-E

Mit dem Poyntingvektor
S(r,t) = E(r,t) x H(r, t)
welcher die elektromagnetische Energiestromdichte beschreibt, folgt

oD oB . .
E-§+H-E+dlvs——]~l§
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Dies ist der allgemeine Poyntingsche Satz. Die Energiedichte selbst ist
nicht richtig zu erkennen. Wir werden den Satz aber im Folgenden
verwenden und auf konkrete Medien anwenden. Diese werden bertick-
sichtigt durch explizite Materialgleichungen. Wir werden im Folgenden
Medien mit ansteigender Komplexitat diskutieren.

&8 Der Poyntingsche Satz in nichtdispersiven Medien

Vakuum

Das einfachste Medium ist das Vakuum. Dieses ist natiirlich nichtdi-
spersiv und die Materialgleichungen sind einfach

D=¢E und B=pyuH

Eingesetzt in den obigen Ausdruck ergibt sich so

E- ot ot ot

Damit ergibt sich als Poyntingscher Satz

ow(r, t)
ot

Dies ist ein lokaler Energiesatz. Die lokale elektromagnetische Energie-

+div S(r, t) = —j(r, t) - E(r, t)

dichte dndert sich durch Quellen der Energiestromdichte und durch
Umwandlung von elektromagnetischer Energie in andere Energiefor-
men, einen Aspekt den wir im Folgenden noch genauer diskutieren
werden.

Wir kénnen auch zu einem globale Energiesatz gelangen, in dem wir
iiber den gesamten Raum integrieren:

dvt;’t(t) +/(V)S(r,t) df = —/VdVi(r,t) "E(r 1)

mit der gesamten im elektromagnetischen Feld gespeicherten Energie

W(t) = /V AVaw(r, t)

Wie Sie sehen konnen, ist die Energie im Volumen und der Fluss
keine Erhaltungsgrofie, wenn der Quellterm auf der rechten Seite der
Gleichung j(r,t) - E(r,t) # 0 ist. Durch diesen Term wird Energie
erzeugt oder vernichtet.

Um die Gleichung doch noch etwas besser zu verstehen, erinnern
wir uns an die Mechanik. Die kinetische Energie einer Ansammlung
von Massepunkten war

1 or; \ 2
Wiin = E;mi (81&1)



177

Die zeitliche Anderung der kinetischen Energie entsprach der von
Kriften geleisteten Arbeit

d Wkin

or;
dt :Z(atl)F’:N

i

Mit der Lorentzkraft, die auf jede einzelne Ladung wirkt,

or;
F; = giE; +q; (a; X Bi)

folgt
or; g
N=Y g2 g = / dVj - E
- lat 1 Jv

mit j(r,t) = Y ; q,%é [r —r;(t)]. Diese Vereinfachung ist moglich, da
der zweite Term der Lorentzkraft keinen Beitrag liefert (der Vektor als
Ergebnis des Kreuzproduktes steht senkrecht zu den beiden Vektoren
und damit verschwindet das dann folgende Skalarprodukt). Damit ist
dWgin :
Fra /V dVj-E
Die gesamte globale Bilanzgleichung sieht damit folgendermafien aus

4
dt

W)+ Wian(t)] = = [ 8(5) - a

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie, bestehend aus Anteilen der
kinetischen Energie der Ladungstrdger und der Feldenergie im betrach-
teten Volumen, entspricht genau dem Energiestrom aus dem Volumen.
Fiir abgeschlossene Systeme, aus denen Energie weder hinaus- noch
hineinfliessen kann (S(r,t) - df = 0), folgt Energieerhaltung. Durch
den Term j - E wird die Umwandlung elektromagnetischer Energie
in andere Energieformen beschrieben. Beispiele hierfiir sind die Um-
wandlung mechanischer in elektromagnetische Energie (Generatoren),
elektromagnetischer in mechanische Energie (Motoren) oder auch die
Umwandlung von elektromagnetischer in kinetische Energie. Dies fiihrt
zur Erzeugung von Wirme, z.B. an einem Ohmschen Widerstand.

Medien ohne Dispersion

Beachten Sie bitte gleich zu Beginn, nominell gibt es keine Medien ohne
Dispersion. Dies ist als Approximation zu verstehen, z.B. wenn Sie
Materialien diskutieren, die im betrachteten Spektralbereich keine Re-
sonanzen besitzen, die Materialeigenschaften in diesem Spektralbereich
als konstant bei allen Frequenzen von Interesse betrachtet werden kon-
nen. In diesem und nur in diesem Fall konnen Sie die Materialgesetze
im Zeitbereich nicht als Faltung, sondern als Produkt aufschreiben:

D(r, t) = ege(r)E(r,t) und B(r,t) = popu(r)H(r, t)
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— w(r,t) = 3E(r,t) - D(r,t) + JH(r,t) - B(r, t)

Hier konnen alle Betrachtungen analog zum Vakuum durchgefiihrt
werden; lediglich die Definition der elektromagnetischen Energiedichte
andert sich.

y®B Der Poyntingsche Satz in dispersiven und absorptiven Medien

Der Poyntingsche Satz in dispersiven Medien ist fiir den Allgemeinfall
kompliziert zu formulieren, da wir E - a{T]t) nicht einfach als Ableitung
schreiben konnen. Der funktionelle Zusammenhang zwischen D und E
ist zu kompliziert. Zusatzlich gilt auch immer noch die Kramers-Kronig
Beziehung, die besagt, dass Dispersion auch immer mit Absorption ver-
bunden ist. Dies muss entsprechend berticksichtigt werden. Wir wollen
uns das Leben vereinfachen und zunéchst einmal nur die Absorpti-
on monochromatischer Felder betrachten. Weiterhin sind wir nicht an
dem instantanen Verhalten interessiert, sondern schauen uns nur das
zeitliche Mittel an.

Absorption monochromatischer Felder

Wir betrachten hier zunichst zeitharmonische Felder, welche nur exakt
eine Fourierkomponente besitzen. Es wird spéter deutlich, dass diese
Betrachtung der Monochromasie vollig ausreicht, um allgemein giiltige
Aussagen zu treffen. Wir beschreiben das elektrische und magnetische
Feld als

1. . 1. )
E(r,t) = EE(r,wo)e_’wot +c.c. H(rt) = EH(r,wo)e_”"Ot +c.c.

Wir erzeugen uns zunichst Hilfsausdriicke, die wir spater noch hiu-
fig verwenden werden. Wir berechnen daher als erstes das zeitlich
gemittelte Quadrat der Felder

B 1) = {[Brwo)e v + B (5 wo)e ] [E(r,wp)e ™ + E* (5, 0)e])
= EZE(r,wo)-E*(r,wo)
= %|E(r,w0)|2
Analog gilt
(5 0) = A w)P

Fiir das D und das B Feld gilt der entsprechend gleiche monochromati-
sche Ansatz.

Was wir im Folgenden berechnen mochten, sind die zeitlichen Ab-
leitungen von D und B, da diese Ausdriicke bendttigt werden fiir den
TermE~%—?+H-%—]t3.

oD(r, t) 1

Ta —Eiwo [eoE(r, wy) + P(r,wp)] e 7“0 + c.c.




179

aB;' H_ —%iwo [oH(r, wo) + M(r,wp)] e~ 4 c.c.
Damit ist dann
aD _ ]' B 71‘&1015 : I P 71’&7015
<E- at> = <ZL {E(r,wo)e + c.c.} {—zwo [eoE(r, wp) + P(r,wp)] e + c.c.}>
- iiwo (EP* — E*P)
Insgesamt ergibt sich so
D 9B 1.
= w3 (B P)+ S (A" M)

Diese beiden Terme eingesetzt in den frither betrachteten allgemeinen
Ausdruck

D . B .
Eo§+H-§+d1VS——]-E

ergibt
div(S) = — o [3 (E* - P) + S (A" - M)] — (j - B)

Die Quellen/Senken des zeitlich gemittelten Energieflusses sind somit
die Quellen/Senken des elektromagnetischen Energiestromes und die
mechanische Arbeit.

Diese Gleichung kann noch spezifiziert werden fiir ausgewahlte
Spezialfille:

e j=0 — div(S) = —1wo [S (E* - P) + 3 (H" - M)]

e Im Vakuum ist div(S) = 0. Fiir monochromatische Felder ist die
mittlere Energiestromdichte im Vakuum konstant. Sie kann sich nicht
andern.

¢ In linearen Medien ist der Zusammenhang zwischen der Polaristi-
on/Magnetisierung gegeben als

P(r,w) = epxe(r,w)E(r,w) M(r,w) = poxm(r,w)H(r,w)
Da

€(r,w) =14 e(r,w) — Se(r,w) = Sxe(r,w)
ur,w) =14+ xmr,w) — Sur,w)=Sxm(r,w)
Damit gilt in stromfreien Medien (j = 0) und fiir die Frequenz wy

div(s) = —ywo[3(E*-P)+ 3 (A" M)
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= —Jwo [eoSfe(r,wo)][B(r,w0) 2+ oS (s, wo)][Ai(r o) ]

= [eoSle(rwo)] (B (r, 1)) + oS [u(x, o) (2 (1))

Dies ist ein wichtiges Ergebnis. Der lokale Energieverlust bzw. der
Energiegewinn (Senken oder Quellen von (S)) hdngen mit dem Ima-
gindrteil der Permittivitdt bzw. der Permeabilitit zusammen. Daher
wird dieser Imaginérteil der Materialparameter auch als Absorption
bezeichnet. Es sei abschlieffend angemerkt, dass, auch wenn alle
Medien dispersiv sind und somit auch dissipativ, so ist der Imaginér-
teil der Materialparameter in einigen Frequenzbereichen doch sehr
klein bzw. nahe null. Diese Spektralbereiche werden als Transpa-
renzgebiete bezeichnet. Angeregte bzw. gepumpte Medien konnen
elektromagnetische Felder verstarken. Hier muss der Imaginérteil
der Materialparameter entsprechend kleiner als null sein. Dann ist
die Divergenz des zeitgemittelten Poyntingvektors grofier als null.
Mithin entsteht also Energie.

Dispersive Medien

Im Folgenden wollen wir vollstindig dispersive Medien betrachten.
Dispersion (oder genauer gesagt die Materialdispersion) suggeriert,
dass die Materialeigenschaften von der Frequenz abhangen. Fiir elek-
tromagnetische Felder mit einem endlichen Spektrum (Aw) muss diese
Materialdispersion korrekt berticksichtigt werden. Beachten Sie bitte,
das Konzept eines monochromatischem Feldes ist ein hilfreiches mathe-
matisches Konzept, aber es vermag nicht die Realitdt zu beschreiben.
Sie miissen z.B. einmal eine Quelle eingeschalten haben und dieser
Einschaltvorgang alleine fiihrt bereits zu einem endlich breitem Fre-
quenzspektrum. Weiterhin gilt eine Art Unschérferelation zwischen
Energie (Frequenz) und Zeit. Diese besagt, dass fiir zeitabhangige Fel-
der das Produkt aus Aw und betrachteter Zeit At eine Konstante ist.
Lediglich das Feld einer Quelle, welche fiir unendliche Zeit monochro-
matisches Licht emittiert, hat eine verschwindende spektrale Breite. Fiir
alle anderen Quellen ist diese spektrale Breite endlich.

Wir konnen uns dieser monochromatischen Quelle aber gut anné-
hern und betrachten eine Quelle mit einer endlichen spektralen Breite,
welche sehr klein sein soll im Vergleich zu einer Mittenfrequenz (oder
auch Tragerfrequenz genannt), wp > Aw.

Zur Beschreibung solcher Felder fiithren wir ein wichtiges Konzept
ein. Das besagt, dass das elektrische Feld beschrieben werden kann
als das Produkt einer langsam verdnderlichen Amplitude und einer
zeitharmonischen Oszillation bei der Tragerfrequenz

1. .
E(r,£) = 5E(r )0 + .
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Die Fouriertransformierte der langsam verdnderlichen Amplitude be-
schreibt das Spektrum
E(r,t) = [ dwE(r,w)e !
Aw
Wir betrachten hier nur das Interval, in dem das Spektrum nicht ver-
schwindend ist. Das Spektrum des gesamten Feldes ldsst sich dann
berechnen als

E(r,w) —/th Ye iwoteiot — E(r, o — wy)

Vergleichbare Definitionen existieren ebenfalls fiir alle anderen Felder.
Damit wird

82 aj _1 i —iwpt 0 * plwot —iwpt 2 B lwot
<E at+H at>—4{E(r,t)e Py [D( t)e }—Q—H( t)e 5 [B (r,t)e }—i—cc

Beachten Sie bitte, die zeitliche Mittelung wird hier tiber eine Zeit-
spanne durchgefiihrt, welche grof3 sein soll gegeniiber der schnell
oszillierenden Trégerfrequenz aber immer noch klein gegeniiber einer
zeitlichen Anderung der langsam veranderlichen Amplitude. Wir wer-
den uns diesem Term im Folgenden mit einigen Nebenrechnungen
nahern.

Es gilt zunédchst

D(r,t) = /dw]_)(r,w)e_i“” = eo/dwe(r,w)fi(r,w)e_i“’t
= € /dwe(r,w)fi(r,w — wp)e Wt = eo/dw’e(r, W'+ wo)E(r, w')e (@ Hwo)t
— o [ dwe(r,w+ wo)Blrw)e T
w

Diesen Ausdruck konnen wir differenzieren und in eine Taylorreihe
um w = 0 entwickeln, in welcher wir die beiden niedrigsten Terme
behalten.

d o d S —iwpt | _ _
5Dt = o [Dr e ]| = —iey [ dw(w+wo)e(r,w+w)

}:3( w)e_i(w+w°)t
—ieg '/;w dw { {woe(r, wo)fi(r,w)} + [83}0 (woel(r, wo))} wE(r,w) + - - } e ilwtwo)t

Q

= —ie /A ) dw{[woe(r,wo)ﬁ(r,w)} — i(iw) {ai)o (woe(r,wo))] ﬁ(r,w)+...}e—i(w+w0)t

o - .0 [woe(r, wp)] OE(x, t)
o iwgt .
= —iege {woe(r, wo)E(r, £) +1i 200 5 +

Bei Beschrankung auf die erste Ordnung erhalten wir so fiir

o ; 0 [ i , . 2 9 [woe(r, wo)] = JE(r, t)
* iwot | iwot | _— _ *

E*(r,t)e 5 [D(r,t)e } iegwoe (r, wo) |E(r )| +6078w0 E*(r,t) 5

Daraus folgt fiir unseren finalen Term

(E-Dy =1 {—zeowoe(r wp) |E(r, )| + ieowoe* (x, wo) |E(r, t)
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oo Ps el (r, 1) - 2B 4 g Aeng renlly(y, gy RO

= LeowoSe(r,wo) [E(r, t)|* + Leg L0ebeol & |E(r, 1) > + -

Eine komplett analoge Rechnung kann fiir den Term (H - %—?> durch-
gefiihrt werden. Durch Kombination beider Ausdriicke erhalten wir

insgesamt
oD JB d
<E- o +H- 8t> = eqwoe(r, wp) (E*(x, 1)) + Howo S (x, wo) (H2(x, ) + E(w(r,t))

Hier wurde in dem letzten Term die zeitlich gemittelte Energiedichte
im Medium zusammengefasst. Diese definiert sich aus

1 9woRp(r,wo)]
2]/{0 aa)o

1 9 [woRe(r, wp)]

(wle, 1)) = e ™0 RPN E 1, 1)) + (H2(r, 1))

Fiir den Fall, dass die Stromdichte verschwindet (j = 0), folgt insgesamt
fiir den Poyntingschen Satz

9
ot

AbschliefSend sei zu dieser Formel gesagt, dass die Absorption / die

(w(r, 1)) + div(S(r,t)) = —eqwoSe(r, wo) (E>(r, t)) — powoSu(r, wo) (H?(x, t))

Verstarkung nur bei der Mittenfrequenz evaluiert wird. Fiir schwach
dispersive Medien bzw. fiir spektral schmalbandige Felder ist dies vollig
ausreichend. Im Transparenzgebiet (mit verschwindendem Imaginarteil
in den Materialparametern) gilt des weiteren

9
ot

Bei zu vernachldssigender Dispersion, was in bestimmten Spektralberei-

(w(r,t)) +div(S(r,t)) =0

chen, in der Regel in kleinen Frequenzbereichen, im Transparenzgebiet
gilt, kann die zeitgemittelte Energiedichte im Feld angegeben werden
als

(w(e,1)) = 5 eoe(e,w0) (B (x, 1) + 5 pop(r,00) (B2 (1, )

Nach dem Energiesatz soll nun noch abschliefend der Impulssatz der
Elektrodynamik diskutiert werden. Dieser wird berechnet unter der
Annahme, dass wir Felder haben und frei bewegliche Ladungen.

Die Kraftdichte selbst berechnet sich aus

f(r, t) = Pext(r/ t)E(l‘, t) + jmakr(rr t) X B(I‘, t)

Zur Vereinfachung wiirden wir auch hier wieder die Subskripts und die
Orts- und Zeitabhidngigkeit weglassen. Es wird implizit vorausgesetzt,
dass alle Grofien abhédngig sind von r und .
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Unser Ziel ist es nun wieder, die Kraftdichte wie frither auf der Basis
des Maxwellschen Spannungstensor auszudriicken, in welchem wieder
nur Feldgrofien auftauchen. Wir benutzen dazu

pE = EdivD
oD 9B

. d
jxB = —Bx(rotH—at>—B><r0tH+at(B><D)—at><D

o)
= —E(DXB)—erotH—DXrO’CE

Durch zusitzliches Symmetrisieren der Gleichung durch die Addition
von 0 = H div B erhalten wir

f(r, t)

0
E div D + [—at(DxB)—erotH—DxrotE +Hdiv B

7E(DXB)*[DXrOtE*EdiVD+BXrOtH*HdiVB]

Zur weiteren Diskussion betrachten wir wieder den Fall des Vakuums.
Alles andere wiirde zu kompliziert werden in der Betrachtung fiir den
Moment. Es gilt daher

D:€0E BZ]J()H

Betrachten wir zuerst den elektrischen Anteil in dem obigen Ausdruck
in der eckigen Klammer

D x rot E— E div D = ¢ [E x rot E — E div E]
Wir diskutieren die beiden Terme separat.

1.

(ExrotE); = e€jjxeumEiEm1 = —€kji€mEjEm) = — [5]' Oim = OjmOit | EjEm,1
= —EjEij+ EjEj;

(*E div E)i = *EZ‘E]',]‘

Daraus ergibt sich

. 1
[E x rot E — E div E]i = _EjEi,j + E]E],z - EZE],] = E (E]E]),z — (EIE]),]

In kompletter Analogie ergibt sich fiir den magnetischen Teil des Aus-
druckes in der eckigen Klammer

[H x rot H— H div HJ; = % (HjH;) , — (HiHj) ;
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Der erste Term der obigen Gleichung (im urspriinglichen Ausdruck
fur die Kraftdichte) kann ausgedriickt werden als

0 d 10S
—35; (DxB) = —=eopo (Ex H) = — 5=
Wir erhalten damit als finalen Ausdruck fiir die Kraftdichte im Vakuum

f(r,t):—%(DXB)—[DxrotE—EdivD—i—BxrotH—HdiVB]

in Komponentenschreibweise

10S; 1 1
~fi = S5 e |5 (EE), - (EiEj),]} — Mo {2 (HjHj) ; — (HiH))
19
= @i T

mit dem Maxwellschen Spannungstensor des elektromagnetischen Feld
im Vakuum

Tl']'(r, t) = eoEiE]‘ + ,HoHl'H]‘ — (Si]'w(l‘, t)

mit der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum

w(r,t) = SeoEE; + 2;40

1
2
Der Maxwellsche Spannungstensor kann auch beschrieben werden mit
der Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes.

Die Impulsdichte des elektromagnetischen Feld ist gegeben als
1
pi(rt) = 5Si(r1)
Der Impuls des elektromagnetischen Feldes berechnet sich dann aus

= /Vde(r,t)

Integrieren wir die Kraftdichte tiber das gesamte Volumen und setzen
die entsprechenden Terme ein, erhalten wir

dIZEt) /(v) E)df = / Vil

Der Term auf der rechten Seite der Gleichung kann als die zeitliche

Anderung des Impulses geladener Teilchen im Vakuum verstanden
werden

By [ vy

So kann die Gleichung umgeschrieben werden zu

G PO + P (0] = [ Ty(e)a

Dies ist der finale Impulssatz. Er besagt, dass die zeitliche Anderung
der Summe von mechanischem und elektromagnetischem Impuls in
einem Volumen gleich ist dem elektromagnetischen Impulsstrom aus
dem Volumen heraus.
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In diesem abschlieflenden Kapitel der Elektrodynamik wollen wir Losungen der Maxwellgleichungen aufSer-
halb von Quellen finden. Die Frage ist, ob es selbstkonsistente und vor allem auch nichttriviale Losungen der
Maxwellgleichungen ohne diese Quellen gibt. Man wiirde dann von einem freien Feld sprechen. Dies ist eine
lohnende Diskussion, da wir die Maxwelltheorie von den Fremdkorpern der Theorie entkoppeln wiirden
konnen. Zum Beispiel in der Optik wird das spéter wichtig werden, wenn wir uns mit der Wechselwirkung
elektromagnetischer Felder und dielektrischer oder metallischer Objekte beschéftigen mochten. Dann miissen
wir nicht mehr die Quellen dieser elektromagnetischen Felder explizit betrachten, sondern kénnen uns einfach
das elektromagnetische Feld als Losung der Maxwellgleichungen im Raum ohne die betrachteten Objekte
vorgeben und dann weiter rechnen. Man spricht dann auch von einem reinen Maxwell-Feld oder auch ein
ideales Photonengas.

Wir gehen also von jetzt an immer davon aus, dass pext(r, t) = 0 ist und
auch juake (1, t) = 0. Wir kénnen dann verschiedene Ausgangspunkte
wihlen zur Losung der Maxwellgleichungen

¢ Potentiale und Lorenz-Eichung Hier sind die entsprechenden Be-
stimmungsgleichungen die Wellengleichungen

1 9%p(x,t 1 0%A(r,t

und die Potentiale miissen zusatzlich der Lorenzeichung geniigen

, 1 0¢(r,t)
div A(r, t) + 2y = 0

Sind die Potentiale bekannt, konnen leicht die elektrischen und

magnetischen Felder ausgerechnet werden

_0A(r 1)
ot

=0

E(r, t) =

—grad ¢(r,t) B(r,t) =rot A(r,t)

¢ Potentiale und Coulomb-Eichung Hier sind die entsprechenden
Bestimmungsgleichungen die Poissongleichung und die Wellenglei-
chung fiir das Vektorpotential

1 PA(xt)

2 oz 0

A¢(r,t) =0 AA(r,t) —
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und das Vektorpotential muss zusétzlich der Coulombeichung genti-
gen

div A(r,t) =0

Sind die Potentiale bekannt, konnen wieder die elektrischen und
magnetischen Felder ausgerechnet werden

_0A(rt)
ot

E(r,t) = B(r,t) = rot A(x, )

Beachten Sie hier bitte, in Coulombeichung ohne externe Ladungen
verschwindet das skalare Potential, ¢(r,t) = 0. Dies ist die einzige
Losung, die in Ubereinstimmung gebracht werden kann mit den
nattirlichen Randbedingungen.

¢ Feldgleichungen In Kombination der passenden Maxwellgleichun-
gen konnen wir eine Feldgleichung fiir das elektrische oder magneti-
sche Feld berechnen. Wenden wir die Rotation auf die Rotationsglei-
chung fiir das elektrische Feld an, wenden wir die Zeitableitung auf
die Rotationsgleichung fiir die magnetische Induktion an und setzen
beide Gleichungen ineinander ein, erhalten wir

OB(r,t) 1 9°E(rt)
ot 2 ot2

2
grad div E(r, t) — AE(r, t) = *Clza gg’t)

rot rot E(r,t) = —rot

Da die Divergenz des elektrischen Feldes im Vakuum verschwindet
(div E(r, t) = 0), reduziert sich die Gleichung zu

1 0°E(r, t)
2 ot?

AE(r, t) =0
In volliger Analogie kann man eine Wellengleichung fiir die magne-
tische Induktion finden.

1 9°B(x,t)

AB(I‘, t) - C2 T

=0

Welche der beiden Gleichungen man verwendet, ist schlussendlich
egal. Entweder das E oder das B Feld wird berechnet und ansch-
liessend wird mit Hilfe der Maxwellgleichungen das fehlende Feld
berechnet.

Praktisch wird meistens die letzte Variante bevorzugt. Wir wollen
hier trotzdem beispielhaft die einfachste Gleichung benutzen und be-
trachten die Gleichungen in Coulombeichung. Losungen auf die Wel-
lengleichung fiir das elektrische oder magnetische Feld sind einfach
tibertragbar.
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Wir suchen also eine Losung zu

1 PA(r, )
2 o

mit der Nebenbedingung

AA(I‘, t) — =0

div A(r,t) =0

Wenn das Vektorpotential einmal berechnet wurde, kann das elektrische
und das magnetische Feld leicht gefunden werden.

Wir suchen also die einfachsten Losungen fiir diese Gleichung. Diese
werden wir im Folgenden als die Normalmoden (des freien Raums)
bezeichnen. Alle anderen Losungen lassen sich aus diesen Normalm-
oden konstruieren. Dafiir miissen einfach die Normalmoden mit einer
passenden komplexen Amplitude superpositioniert werden.

Die Normalmoden des Vakuums sind ebene harmonische Wellen.
Der dafiir passende Ansatz lautet

A(r,t) = a(k,w)elkr=wh),

Auch wenn wir dies in komplexer Notation aufgeschrieben haben, hat
nur der Realteil dieser Losung 3 [A(r, t) + A*(r, t)] eine physikalische
Bedeutung. In dem speziellen Fall des Vektorpotential spielt das aber
zunidchst keine Rolle, da das Vektorpotential in jedem Falle ist nicht
beobachtbar ist. Spéater wird nur der Realteil des elektrischen oder
magnetischen Feldes eine beobachtbare Grofie darstellen. Sie konnen
mit einem Imaginérteil rechnen, aber beobachten konnen Sie diesen
nicht. a(k, w) ist hier die komplexe vektorielle Amplitude der ebenen
Welle. Sie ist eine Funktion der Frequenz und des Wellenzahlvektors.

In dem Ansatz taucht der Wellenzahlvektor k auf. Der ist zundchst
noch nicht weiter bestimmt. w ist eine vorgegebene Frequenz. Die
Gleichung selbst beschreibt eine ebene Welle. Z.B. bei t =const. bilden
die Flachen, in denen k - r =const. gilt, Flichen konstanter Phasen. Sie
liegen in einer Ebene.

Wenn wir diesen Ansatz in die Nebenbedingung einsetzen, erhalten
wir

div A(r, t) = ik - a(k,w)e'®“) =0 = k-a(kw)=0 —k L a(kw)

Der Wellenzahlvektor steht also immer senkrecht auf dem Amplitu-
denvektor. Die Coulombeichung wird daher auch transversale Eichung
genannt. Jeder beliebige Vektor a(k,w) kann immer in zwei linear
unabhédngige Vektoren zerlegt werden. Man spricht hier von der Polari-
sationsrichtung.

2

a(k,w) = ; a;(k, w)e;(k)
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Die Amplituden a; konnen hier komplex sein. Der Polarisationszustand
ist im Allgemeinen elliptisch. Dies werden wir in der Vorlesung noch
genauer untersuchen.

Wenn wir den Ansatz in die Wellengleichung einsetzen, bekommen
wir einen funktionellen Zusammenhang zwischen dem Wellenzahlvek-
tor und der Frequenz. Dieser Wellenzahlvektor darf nicht frei gewahlt
werden. Er muss einen bestimmten funktionellen Zusammenhang er-
fillen, damit das Feld eine Losung der Maxwellgleichungen ist.

AA(nt) = —KPA(r ) = — (k§ +K +k§) Al t) = —K2A(1 f)
2 2
2 W _ 2 W

Das ist die Dispersionsrelation ebener Wellen im Vakuum. Nur Wel-
len mit diesem Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenzahl
geniigen den Maxwellgleichungen. Wir sehen also, dass die Frequenz
nicht unabhéngig von dem Wellenzahlvektor gewéhlt werden kann,
wie es der allgemein giiltige Ansatz der ebenen Welle zunéchst einmal
suggerierte. Physikalisch sinnvolle Losungen sind nur diese ebenen
Wellen, deren Wellenzahlvektor und Frequenz die Dispersionsrelation
erfiillen. Dies ist eine wichtige physikalische Erkenntnis. Daher hit-
ten wir auch durchgéngig schreiben konnen a(k,w) = a(k), da die
explizite Frequenzabhéngigkeit hier redundant ist.

Da die Ausbreitungsrichtung beliebig gewihlt werden kann, legen
wir uns zur einfacheren folgenden Diskussion auf die z-Richtung als
die prinzipielle Ausbreitungsrichtung fest, k = ke, Die rdumliche
Periode (bei fester Zeit) der Oszillation entspricht gerade genau einer
Wellenldnge.

27
kA =2 k=—
T = 3
Die zeitliche Periode (bei festem Ort) der Oszillation entspricht gerade
genau einer Schwingsdauer.

wTl =21 — Tzz—n
w

Mit w = 27v folgt fiir die Schwingungsdauer T = % Setzen wir beide
Ergebnisse in die Dispersionsrelation ein, erhalten wir

c A Tc
Dies sollten alle gdngigen Versionen der Dispersionsrelation sein.

T:% oder ¢ = Av

Die Phasengeschwindigkeit, die Geschwindigkeit, mit der sich Ebe-
nen konstanter Phase ausbreiten, berechnet sich aus

kz —wt =k(z+ Az) —w(t+At) — kAz =wAt — %Az:wAt — Az = cAt

Damit ist c die Phasengeschwindigkeit ebener Wellen im Vakuum.
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Die elektrischen und magnetischen Felder konnen einfach aus den
entsprechenden Gleichungen berechnet werden.

E(r, t) = iwA(r,t) B(r,t) = ik x A(r, t)

Beide Felder sind damit ebenfalls ebene, monochromatische, elliptisch
polarisierte ebene Wellen. Im Speziellen sind die Wellen transversal

B(r,f) = k x éE(r,t) _ % < E(r £) = %% X E(x, 1)

Die drei Vektoren k, E, und B bilden ein rechtshdndiges Dreibein.

Im Folgenden betrachten wir die Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in einem nichtmagnetischen (¢ = 1) und nichtabsorbierenden
homogenen Medium (e(r, w) = Re(w) = e€(w)). Wir betrachten hier die
Wellengleichung fiir die Felder, da die induzierte Polarisation explizit
vom elektrisch Feld abhéngt und so der Zusammenhang offensichtlicher
wird.

Wir versuchen als erstes eine Wellengleichung fiir das elektrische

Feld zu finden.
oH(r, t) 0°D(r, t)
rot rot E(r,t) = —pprot TR v

Diese Gleichung ist zwar vergleichbar zu der im Vakuum, aber doch

schwierig zu l6sen, da der Zusammenhang zwischen dielektrischer
Verschiebung und elektrischem Feld eine Faltung ist

D(rt) = € /Ow A R(EVE(r, t— ')

Wir 16sen das Problem, in dem wir in den Fourierraum gehen. Dort ist
die Materialgleichung wesentlich einfacher.

D(r,w) = epe(w)E(r, w)

Die obige Wellengleichung kénnen wir leicht in den Frequenzraum
tiberfiihren.
2
rot rot E(r,w) = —pp (—(uz) D(r,w) = %e(w)]_i(r,w)
Aus der Nebenbedingung, dass die Divergenz der dielektrischen Ver-
schiebung verwschinden soll, konnen wir schlussfolgern, dass auch die

Divergenz des elektrischen Feldes im Fourierraum verschwindet.
divD(r,t) =0 — divD(r,w)=0 — eodiv [e(w)E(r,w)] =0

Wir betrachten Frequenzen im Transparenzgebiet und konnen aus-
sschliefSen, dass die Permittivitit null ist. Da die Permittivitiat nicht
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vom Ort abhédngt, konnen wir sie aus der Divergenz rausziehen und
schlussfolgern,

div E(r,w) =0
In der obigen Gleichung schreiben wir die doppelte Rotation als
rot rot E(r, w) = grad div E(r,w) — AE(r,w) = —AE(r, w)

Damit kommen wir zur Wellengleichung im Frequenzraum

ANE(r,w) + (;]—;e(w)]_i(r,w) =0

Jede einzelne Fourierkomponente, aus denen unser zeitlich sich veran-
derliches Feld sich zusammensetzt, muss dieser Gleichung gentigen.
Alternativ kann man sie auch als Wellengleichung fiir ein monochro-
matisches Feld verstehen. Diese Gleichung wird Helmholtzgleichung
genannt.

Losungen dieser Gleichung sind wieder ebene Wellen

E(r,w) = e(k,w)exT

Aus der Divergenzfreiheit ergibt sich wieder die Forderung nach Trans-
versalitdt des Polarisationsektors relativ zur Ausbreitungsrichtung.

div E(r,w) = ik -e(k,w)e®*" =0 — k-e(k,w) =0

Den Ansatz der ebenen Welle eingesetzt in die Helmholtzgleichung
gibt wieder
{kz — fje(w)} e(k,w)e T =0 — k= (g—e(w)
Dies ist die Dispersionsrelation einer ebenen Welle im homogenen
aber dispersiven Medium. Die Dispersionsrelation hat eine nichttriviale
Struktur, da die Materialdispersion explizit berticksichtigt werden muss.
Beachten Sie bitte, da k = k(w), wurde im Argument des Amplituden-
vektors die Abhédngigkeit des Wellenzahlvektors nicht mehr explizit
erwahnt.
Das elektrische Feld hat damit als Losung (unter der Annahme, dass
sich alle ebenen Wellen aus den sich das Feld zusammensetzt in eine
Richtung ausbreiten)

E(r,t) = /oo dwe(w)e! k@) T=wt) 4 ¢

Dieses Integral ist nicht weiter zu l6sen, ohne genaue Kenntnisse der
dispersiven Materialeigenschaften. Beachten Sie hier bitte, die explizite
Abhingigkeit der Fourieramplitude als Funktion des Wellenzahlvek-
tors wurde hier weggelassen, da der funktionelle Zusammenhang der
Wellenzahl und der Frequenz fixiert ist.
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Wir konnen uns aber im Folgenden den Spezialfall zeitlich sehr lan-
ger Pulse ansehen. Das Spektrum wird dann spektral sehr eng sein; also
von null verschwindende Werte werden nur in einem kleinen Frequen-
zintervall auftreten. Wenn in diesem sich die Dispersionsrelaton nicht
zu stark dndert, kann diese in ndherer Umgebung der Trégerfrequenz
des Pulses in eine Taylorreihe entwickelt werden.

1 9%

K(w) = K(wo) + 2 (w=wo)+ 55— (W —wp)+- -

Jdw

wo
Héufig reicht es aus genau diese ersten drei Terme zu berticksichtigen.
Jeder dieser Terme hat eine bestimmte physikalische Bedeutung in der

Pulsausbreitung.
k(wo) _ 1 . . . .
o TOO = (@) beschreibt die Phasenlage des sich ausbreitenden

Pulses. vpp, (wp) ist die Phasengeschwindigkeit.

L] % ’ = 1
Jw wo vg (wo)

schreibt, wie schnell sich der Puls als Ganzes ausbreitet. In einem

ist die Gruppengeschwindigkeit des Pulses. Er be-

absorptionsfreien Medium ist dies das Maximum des Pulses.

. P
Jdw wp

Term beschreibt die Anderung der zeitlichen Ausdehnung des Pulses

= D(wy) ist die Gruppengeschwindigkeitsdispersion. Dieser

bei Ausbreitung durch das homogene dispersive Medium.

Die Frage, die wir im Folgenden kldren wollen, ist die der Erzeugung
der Wellen, welche wir gerade als Losung der Maxwellgleichungen
diskutiert haben. Felder werden abgestrahlt durch ein System bewegter
Ladungen und Strome. Wiirden diese sich zeitlich nicht é&ndern, waren
wir wieder in der Statik, in der wir keine Wellen als Losungen der
entsprechenden Gleichungen erhalten wiirden. Wir betrachten also zur
Erzeugung

Pext(rf t) = p(l‘, t) 7’é 0/ jmakr(rr t) = j(I’, t) 7'é 0

Wie wollen hier zur Berechnung der Felder Losungen suchen mit
Hilfe der retardierten Potentiale in Lorenzeichung.

[r—r'|

_ 1 /p(r/’t_ c )
puet) = g [V
. [r—r'|
_ W Gt =)
Aret(r ) = 47T/dV lr—r|

Allgemeine zeitlich sich verdnderliche Quellen konnen immer mittels
einer Fourierzerlegung beschrieben werden

j(d',t) :/ da)i(r’,w)e_i“’tl p(¥,t) :/ dwp(r’,w)e_i“’t/
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und jede einzelne dieser Fourierkomponenten kann individuell unter-
sucht werden. Daher ist es vollig ausreichend, sich zunichst auf eine
monochromatische zeitharmonische Quelle zu beschrianken und deren
Potentiale auszurechnen. Beliebige zeitlich sich verdnderliche Felde
koénnen spéter geschrieben werden als Superposition der berechneten
Felder von Quellen mit einer harmonischen zeitlichen Abhédngigkeit.
Die Quellen werden also geschrieben als

j, ) = )e ™ p(d, ) = p()e "

/
Hier bezeichnet t' die retardierte Zeit. Sie ist definiert als ' = — |

[r—r
—-

Da wir alles bei einer festen Frequenz anschauen, kénnen wir Differen-
tialgleichungen zur raumzeitlichen Beschreibung der Ausbreitung aus
dem Zeitbereich leicht in den Fourierraum mit der Ersetzung % = —iw
transformieren. Damit ergibt sich als Losung fiir das Vektorpotential

By PN
A(r,t) = el av P e =A(r)e
Das Vektorpotential mit einer allgemeinen Zeitabhdngigkeit in der
Quelle wird entsprechend gegeben durch

=]
A( _ VO/dw/dV’]rwe o lwt
x|
Mit der Dispersionsrelation im Vakuum k = € gilt dann fiir den
raumlich abhédngigen Teil des Vektorpotentials

Alr) = ”O/dv’

1k|r r \

Dies ist eine vektorielle Kugelwelle.

In volliger Analogie wéhlt man fiir das skalare Potential einen Pro-
duktansatz mit einer rdaumlich abhdngigen Funktion und einer zeithar-
monischen Oszillation

¢(r,1) = p(r) !

Als Losung fiir den raumlich abhédngigen Teil erhdlt man dann eine
skalare Kugelwelle

ik|r—1'
o0 = o Vo)

47eq r—r

Wir wollen jetzt noch diese Gleichungen dahingehend vereinfachen,
als dass wir alles mit dem Vektorpotential A ausdriicken wollen und
das skalare Potential eliminieren. Das ist moglich im Rahmen der
Lorenzeichung. Dort gilt

divA(r, t) + la(Pg’ H_ 0 — divA(r)— izd—z(p(r) =
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Mit diesem Ausdruck kénnen wir in allen Gleichungen das skalare
Potential ersetzen. Mit Hilfe der Kontinuitdtsgleichung kénnen wir
auch die Ladungsdichte in den entsprechenden Gleichungen ersetzen

divj(r,t)+wzo —  divij(r) — iwp(r) =0

Betrachten wir abschliefSend die Felder und verwenden diese Aus-
driicke, so lassen sich diese berechnen mittels

B(r) =rot A(r), E(r) = —grad ¢(r) +iwA(r)

Mit Hilfe der Bestimmungsgleichung der Lorenzeichung konnen wir

das Potential eliminieren ¢(r) = —i%diVA(r) und wir erhalten fiir das
elektrische Feld
2
E(r) = -—grad {—i;div A(r)] + iwA(r)

, c2 .
iw [A(r) + Egrad div A(r)}

Dies ist ein wichtiges Ergebnis. Es sagt uns, dass es vollig ausreicht,
das Vektorpotential zu bestimmen. Alle anderen relevanten Feldgrofien
konnen dann aus diesem Vektorpotential bestimmt werden. Beachten
Sie bitte, die Grofien die hier berechnet wurden, beschreiben nur deren
rdumliche Abhédngigkeit. Die Felde und das skalare Potential oszilliert
entsprechend noch zeitlich harmonisch.

Weiterhin gilt auerhalb der Quellen p(r’) und j(r')

w

rot E(r) = iwB(r) rot B(r) = —i—E(r)

An sich ist damit alles berechenbar, auch wenn die Ausdriicke nur
implizit in Form einer Integralgleichung vorliegen. Um explizite Aus-
driicke fiir die elektro-magnetischen Felder bzw. der Potentiale als
Funktion der Eigenschaften der Quellen zu erhalten, wiirden wir im
Folgenden wieder eine Multipolentwicklung durchfiihren. Diese ist
vergleichbar in ihrer Intention zur Multipolentwicklung in der Elektro-
bzw. Magnetostatik. Die raumlich lokalisierten Quellen sollen wieder
nur durch Multipolmomente der Stromverteilung beschrieben werden.
Fiir jeden einzelnen dieser Multipolterme wird es dann wieder explizi-
te Ausdriicke fiir das elektrische bzw. magnetische Feld geben. Diese
Ausdrticke vereinfachen sich sogar noch, wenn man das Feld in unter-
schiedlicher Entfernung relative zur Quelle berechnen mochte. Man
unterscheidet dann das Nah- bzw. das Fernfeld.

Wir fangen also an und betrachten eine raumliche lokalisierte Quelle,
deren Schwerpunkt bei rg liegen soll. Daher miissen wir alle Koordina-
ten auf diese Schwerpunktskoordinate beziehen

r=%+rg und r =¥ +rg
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Das Vektorpotential ergibt sich damit zu

. ) ikl E+rs—F —1g]
A(f+15) = Z%Or/dv’](i"+rs)

= }40 /dV’ +r5)

|E+ 15 — ¥ — 1]
k||

Ly

Um die Notation nicht zu kompliziert werden zu lassen, lassen wir
die Quertriche tiber den Buchstaben weg. Beachten Sie aber bitte, der
gestrichene Ortsvektor soll aber in jedem Falle sehr klein sein, da das
Volumen tiiber das integriert werden soll, rdumlich stark lokalisiert
sein soll. Die ungestrichene Ortskoordinate, welche die Entfernung des
Aufpunktes zum Schwerpunkt der Quelle beschreibt, soll hingegen
grofs sein. Das Vektorpotential berechnet sich dann zu

]1 0 .. eiklr—r'|

Alr+r15) = /dV +rs) Py

Damit die Multipolentwicklung angewandt werden kann, miissen wir
eine rdumlich eng begrenzte Ladungsverteilung fordern. Um spétere
Losungen zu diskutieren, fithren wir eine charakteristische Lange d
ein. Wir fordern in jedem Falle, dass ' < d < r ist. In diesem Falle
konnen wir den Term |r — 1’| in eine Tayolorreihe entwickeln und nur

die beiden Terme niedrigster Ordnung beriicksichtigen
r-r

r

[r—1| ~7r—
Damit approximiert sich das Vektorpotential zu

eik (77 #) ,VO ezkr

~ Mo / Y / /s
A ~ — [d4dV _— av’j _—
(r+15) 47T j(x —|—r5)r (1 B r.§/> T4y vt 1s) (

T

Dies ist eine raumlich modulierte, vektorielle Kugelwelle. Die Modula-
tion erfolgt durch die Endlichkeit der Quelle. Im Falle einer unendlich
kleinen Quelle (die Stromdichte wére eine J-Distribution), in der Tay-
lorreihe der niedrigste Term ausreichen wiirde, wiirden wir eine exakte
vektorielle Kugelwelle erhalten.

Zur weiteren Diskussion wollen wir im Folgenden drei charakte-
ristische Langen unterscheiden. Beachten Sie bitte, im Gegensatz zur
Statik reicht eine einfache Unterscheidung in r > ' nicht mehr aus.
Wir miissen die Entwicklung in der Dynamik immer noch in Relation
zur Wellenldnge setzen. Wir unterscheiden

1. Nahzone: 7V <r< A — krk1
2. Mittlere Zone: v <r~A — krx1

3. Fernzone: ¥ < A<r — kr>1
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Es soll also immer noch gelten v’ < r, A. Dies ist die Grundvorrauset-
zung zur Anwendung der oben diskutierten Taylorentwicklung.

Wir schreiben eine Taylorentwicklung fiir den raumlich abhdngigen
Teil des Integralkerns und entwickeln diesen in Potenzen von ry—f

—ikry L . v
%z{l—ik(r r>+~--} {1+<r2r>+-~-} zl—l—(l—'k) (r;)
(1_%) r r r r

Beachten Sie hier bitte, der erste Term in eckigen Klammern ist die Kon-

sequenz der Entwicklung der Exponentialfunktion, der zweite Term in
eckigen Klammern ist die Konsequenz der Entwicklung des Nenners
in eine Taylorreihe. In der letzten Ndherung haben nur Terme niedrig-
ster Ordnung berticksichtigt (die wenigstens einmal mit 1 multipliziert
wurden).

Jeder dieser Terme kann physikalisch individuell diskutiert wer-
den. Der erste Term fiihrt zu einer elektrischen Dipolstrahlung. Der
zweite Term zu einer magnetischen Dipolstrahlung und einer elektri-
schen Quadrupolstrahlung. Diese Terme werden wir im Folgenden
diskutieren.

Elektrische Dipolstrahlung
Hier wird der Integralkern in niedrigster Ordnung approximiert mit

ko
e ryrr

Das Vektorpotential in Dipolndherung wird so

~1

Ho el e,
Ap(r+rs) = ET/vdV](r +15)

Dieser Ausdruck soll im Folgenden vereinfacht werden. Wir fiihren
dies folgendermafien durch

[xij ()] ; = xifi + iy = Xifij + i
= JydV'i(d) = [y dV" [xiji(c)] = [y dV'xijij = = [y dV'xiji,
Der zweite Term hat hier wieder nach Anwendung des Gaufischen

Satzes und der Beriicksichtigung, dass die Quelle rdumlich lokalisiert
ist, keinen Beitrag. Daraus wird vektoriell

/ av'i(r) = — / AV'Y div,j(r)
1% \%

Das Dipolpotential wird dann damit

A _ VOeikr AV'¢ divi(r
p(r+rg) = i V'Y'div,j(r' +1s)
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Mit der Kontinuititsgleichung div j(r) — iwp(r) = 0 wird diese Glei-
chung zu

. eikr : ) eikr
Ap(rixs) = (i) 2 [ VYR ) = (i) 5 e
ikr ikr
_ vkt e _ Po €™ 0 _—
Ap(rtrs,t) = ( Zw)élrr r Prs¢ 4w v ot (prse )

Dieses Ergebnis gilt fiir eine harmonisch schwingende Ladungsver-
teilung die durch ihr Dipolmoment ausreichend exakt charakterisiert
ist. Eine Verallgemeinerung fiir beliebig zeitabhangige Ladungsver-
teilungen ist moglich, da das Vakuum dispersionsfrei ist. Mit k = <

gilt
_ .\ Ho eler _
AD(I'+I'5,CU) = (*lw)ﬁ ’ Prs(w)

wobei das dispersive Dipolmoment definiert ist als

Prs (w) = / av'Y'p(r +rs, w)
1%

ergibt sich das zeitabhédngige Vektorpotential dann aus der Integration
der einzelnen spektralen Anteile

Ap(r+rs,t) = /deD(r—l—rs,w)e_i‘”t
1 . Ciw(t—t
= i%;/dw(—lw)prs(w)e iw(t=¢)
_ @23/ pr. (w)e @ (1=5)
~ 4mrot Awprs(w)e
polo _ r

Das ist das Potential eines beliebig zeitlich sich verdnderlichen Dipols
oder einer Ladungsverteilung in Dipolndherung. Man beachte hier das
explizite Auftauchen der Retardierung.

Wir wollen im Folgenden das magnetische und elektrische Feld
dieses Potentials ausrechnen. Zur Vereinfachung gehen wir davon aus,
dass der Schwerpunkt der Ladungsverteilung im Koordinatenursprung
liegt, rg = 0.

Das Magnetfeld

Zur Vereinfachung betrachten wir wieder nur eine monochromatische
Quelle. Das Vektorpotential in Dipolndherung ist dann

1o eikr

Ap(r) = (—iw)47_( ;

Das Magnetfeld rechnet sich aus mittels

ikr
Bp(r) = rotAp(r)= (—iw)il—;)rgrad <€r> X Pp
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_ Moy (F _ 1y elren
Bo(rt) = 4nkw(r><p) <1 ikr) r

Das ist das Magnetfeld der Dipolstrahlung. Der erste Term in der
zweiten Klammer (die 1) wird als das Fern- oder Strahlungsfeld be-
zeichnet. Es dominiert entsprechend im Fernfeld. Der zweite Term, der
proportional ist zu 1/r, dominiert das Nahfeld.

Das elektrische Feld

Das Nahfeld kann ausgerechnet werden mittels®
2

.C .C
Ep(r) = z;rot Bp(r) = 1%rot Bp(r)

Ep(r, 1) 47;0 {k2 [(Exp) 5]+ o5 (5-p) —p) (12 B f)}

Der erste Term, der Proportional ist zu dem k2, beschreibt das Fernfeld.

Hier ist die Amplitude des elektrischen Feldes indirekt proportional
zum Abstand. Der zweite Term beschreibt das Nahfeld wobei wir sehen,
dass es Terme gibt die indirekt proportional zur zweiten bzw. auch zur
dritten Potenz des Abstandes sind. Je ndher wir uns relativ zur Quelle
befinden, desto dominanter wird natiirlich der Term werden, der die
hochste Potenz im Nenner hat.

Das elektrische Feld hat sowohl eine transversale (senkrecht zu r)
als auch eine longitudinale Komponente (parallel zu r). Dies steht im
Gegensatz zu freien Feldern. Im Fogenden diskutieren wir das Nah-
und das Fernfeld separat.

Das Nahfeld (kr < 1)

Das Nahfeld berticksichtigt nur die Komponenten, welche bei kleine, »
dominieren.Im Zweifel also die Terme mit htheren Potenzen im Nenner.
In Ubereinstimmung mit der bereits durchgefiihrten Zuordnung der
Terme berechnet sich das Nahfeld zu

w r 1
Bp(r,t) ~ i—— (7>< )—*""t
p(rt) "ireoc \r “P) 2°

Ep(r,t) 47'1(—:0 [3; (; -p) —p} %e—iwt

Q

Dies ist ein “statisches” Dipolfeld, welches mit der Ladung mitschwingt.
Das Feld hangt somit an den Quellen und strahlt nicht ab. Dieses
Verhalten ist vergleichbar zum Verhalten bei langsam verdnderlichen
Feldern.

Zwischen dem elektrischen und dem magnetischen Feld gibt es eine
Phasenverschiebung von 71/2, was man an der imagindren Einheit
erkennen kann. Ein Vergleich der Amplituden zeigt, dass || o kr < 1
ist. Das elektrische Feld dominiert also im Nahfeld.

* Details der Rechnung koénnen z.B. in
Nolting nachgelesen werden, Kapitel
4.5.3 in der 7. Auflage

el (kr—wt)

r
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Das Fernfeld oder das Strahlungsfeld (kr >> 1)

Auch wieder in Ubereinstimmung mit der frither gefiihrten Diskussion,
konnen wir das Fernfeld schreiben als

Bo(rt) ~ Zghu(:xp)awtwn
Bp(r,t) =~ 47;0&602 (; " P) ei(krrwt)

o)~ g [ er) <
woet) = e (00) <7

Daraus ergibt sich der einfache Zusammenhang

Ep(r,t) = cBp(r, 1) x ;
An den Gleichungen erkennen wir, dass B senkrecht auf E steht und
dass beide senkrecht auf r stehen. Die Amplitudenabhéngigkeit 1/r
beschreibt eine Kugelwelle. B und E sind in Phase und das Verhiltnis

der normierten Amplituden ist ungefahr 1, || ~ 1.

Allgemeine Zeitabhangigkeit

Wir haben uns bisher in der Berechnung nur auf eine monochromatische
Quelle beschrankt, z.B. fiir das Magnetfeld haben wir erhalten

Bp(r,t) = L w? (% x e e~ = Bp(r,w)e !
DAY ey r O P) - obY

Wir kénnen dieses Feld als eine Fourierkompoente interpretieren und
iiber alle anderen hinwegintegrieren.

/j:o dwB(r,w)e " = — ! /oo dw (—iw)? (; X p(w)) 1e*”“’(’f*%)

47encd /-0 r
1 82 oo r 1 ; r
= _ d — D — 71&7(1’7;)
47rencd of? /700 «“ (r % p(w)) r

_ 1 1 & (1)
 4mepcdr | orzP c

Nur beschleunigte Ladungen strahlen elektromagnetische Felder ab.

BD(I‘, t)

Was noch fehlt in diesem Skript was in der Vorlesung aber behandelt
wird:

¢ etwas mehr Ausfiihrungen zur Polarisation
¢ Energiebilanz der Dipolstrahlung

¢ Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung



199

¢ Potential einer bewegten Punktladung (Lienard-Wichert-Potential)

Was noch fehlt in diesem Skript und was in der Vorlesung nicht
explizit behandelt wurde:

® Berechnung der retardierten Greenschen Funktion mit Hilfe der
Funktionentehorie inklusive Ausfiihrungen zur Residuensatz

* Mehr Ausfiihrungen zur Fouriertransformation
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BT Spezielle Relativititstheorie

Die spezielle Relativitdtstheorie hat das Ziel, die Beziehungen zwischen den physikalischen Gesetzen in gegen-
einander bewegten Bezugssystemen zu erkldren. Ihre Entwicklung war motiviert durch missliche Versuche,
ein Tragermedium fiir elektromagnetische Wellen zu finden (den beriihmten Ather) und beseelt durch den
Wunsch, Assymmetrien aufzulsen, die auftauchen, wenn die Maxwell’sche Gleichungen einige Phanomene
im Zusammenhang mit bewegten Kérpern erkldren sollten. Gerade im Rahmen der Elektrodynamik tauchten
aber auch fundamentale Probleme auf. Die lange Zeit vorherrschende Annahme von einem absoluten Zeit und
einem absoluten Raum, welche auf Arbeiten von Newton zurtiick gehen, fiihrt zu einer Galilei-Transformation,
um Ereignisse in verschiedenen relativ zueinander bewegten Koordinatensystemen zu beschreiben. In diesen
Koordinatensystemen sollten auch die physikalischen Gesetze gleich bleiben. Wie man zeigen kann, und
wie wir im folgenden untersuchen werden, sind gerade die Maxwell’schen Gleichungen nicht invariant
unter Gallilei-Transformation. Um diese Missstinde zu beheben, postulierte Albert Einstein die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit in allen Koordinatensystemen. Diese Geburtsstunde der speziellen Relativitdtstheorie
verdffentlichte er in der Arbeit mit dem Titel Zur Elektrodynamik bewegter Korper, verdffentlicht in den Annalen
der Physik und Chemie im Jahre 1905. Sie diskutiert die Physik in sich relativ zueinander bewegender
Inertialsystemen. Die spezielle Relativitédtstheorie ldsst sich insgesamt aus nur zwei Postulaten ableiten:

¢ Kovarianz der Naturgesetze
¢ Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Gerade die zweite Bedingung lasst sich nur schwer in Ubereinstimmung bringen mit unserer tiglichen Erfah-
rung. Diese ist aber begrenzt auf Geschwindigkeiten, die sehr viel kleiner sind als die Lichtgeschwindigkeit.
Wir werden sehen, dass die Auswirkung der speziellen Relativitdtstheorie besonders ausgepragt sind bei
hohen Geschwindigkeiten, wie sie zum Beispiel in modernen Teilchenbeschleunigern relevant sind. Die spéater
im Jahr 1915 vertffentlichte allgemeine Relativitdtstheorie behandelt dann die Physik von relativ zueinander
beschleunigten Inertialsystemen. Diese werden wir hier nicht diskutieren, sondern lediglich einige Effekte
erklaren, welche im Rahmen dieser Theorie auftauchen bzw. durch diese erklart werden konnen.

Ein Bezugssystem wird definiert durch ein Koordinatensystem K fiir
den Ort und fiir die Zeit. In einem solchen Bezugssystem wird ein
physikalisches Ereignis E durch die Angabe von 4 Zahlen beschrieben.
Drei dieser Zahlen beschreiben dabei die Ortskoordinate x, y, und z. Die
vierte Koordinate bezeichnet die Zeit t. Wir konnen uns beliebig viele
solche Koordinatensysteme vorstellen, solange sie nur unterschiedliche
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Bezugspunkte haben. Ein klassisches Beispiel fiir ein Bezugspunkt
wire die Erde, wie wir sie in einem Labor wahrnehmen. Die Erde
rotiert aber um ihre eigene Achse und der Erde selbst rotiert um die
Sonne. Andere Koordinatensysteme kénnen daher die sich rotierende
Erde bzw. auch die Sonne als ihren Bezugspunkt wihlen. In jedem
dieser Bezugssysteme kann ein physikalisches Ereignis dann durch ein
entsprechendes Koordinatensystem raum-zeitlich lokalisiert werden.
Daher ist es immer moglich, die Koordinaten eines Ereignisses von
einem beliebigen Bezugssystem K in ein beliebig anderes Bezugssystem
K’ abzubilden.

(r,t) + (¢,t)

Diese Abbildung ist bijektiv, was man auch als Eineindeutigkeit be-
schreibt. Jedem Ereignis in K kann ein und nur exakt ein Ereignis
in K’ zugeordnet werden. Leider ist das Skript im Folgenden (noch)
nicht sehr kohédrent und Transformationen in beide Richtungen werden
diskutiert. Fiir die Physik spielt das keine Rolle.

Ein Bezugssystem heifst nun Inertialsystem, wenn ein kréftefreier
Massepunkt sich in diesem gleichférmig bewegt. Seine Bahn im Bezugs-
system wird dann beschrieben durch (xo + vot, f). Alle Inertialsysteme
bewegen sich relativ zueinander mit einer konstanten Geschwindigkeit.

Beschreibt man einen Korper in einem Inertialsystem, in dem des-
sen Geschwindigkeit verschwindet (vy = 0), so spricht man von dem
Ruhesystem eines Korpers

Um Physik als solches in einem Bezugssystem zu definieren, fithren
wir verschiedene physikalischen Grofie ein, welchen wir bestimmte
Werte zuordnen konnen. Physikalischen Grofien sind zum Beispiel der
Ort r, die Zeit t, die Energie E oder der Impuls p. Diese kénnen in un-
terschiedlichen Bezugssystemen definiert werden, z. B. als ¥/, t/, E’ oder
p’. Das Aquivalenzprinzip als ein Grundpfeiler der Relativitatstheorie
besagt nun, dass in jedem Bezugssystem die physikalischen Gesetze
gleich sind. Diese physikalischen Gesetze stellen Beziehungen her zwi-
schen physikalischen Grofien. Ein einfaches Beispiel fiir ein solches
Gesetz ist zum Beispiel der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit
und Orts- und Zeitinderung, v = %. Oder auch noch einmal anders
ausgedriickt, alle Intertialsysteme sind physikalisch dquivalent.

Die Frage ist lediglich, wie genau die verschiedenen physikalischen
Groflen in den unterschiedlichen Bezugssystemen mit einander in Ver-
bindung stehen.

Die Galilei-Transformation ist die Transformation, die unserer tédglichen
Erfahrung entspricht. Lange Zeit hielt man sie fiir allgemein giiltig. Sie
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betrachtet zwei verschiedene Inertialsysteme K und K’, die sich mit
einer Relativgeschwindigkeit von v, zueinander bewegen.

Es sei im Folgenden E ein Ereignis in K’ mit den Koordinaten (r/, ).
Dann besagt die Galilei-Transformation, das die Koordinaten von E in
K

r = t +vt
t =

sind. Wichtig ist in dieser Galilei-Transformation, dass die Zeit selbst
nicht transformiert wird.

Diese Galilei-Transformation haben verschiedene Konsequenzen im
Kontext verschiedener Messgrofien. Wir diskutieren im Folgenden ins-
besondere solche Eigenschaften, welche spater im Rahmen der speziel-
len Relativitdtstheorie im Allgemeinen ebenfalls diskutiert werden.

Bewegte Uhren gehen gleich schnell

Beschreiben wir ein Ereignis Ej in K': (rp, 1) und in K: (ry,#]) und
ein Ereignis E; in K': (rg,t2) und in K: (rp,t}). Dieses Ereignis hat
die gleiche Ortskoordinate in K’, es soll in diesem Koordinatensystem
also ruhen. Fiir die Orts- und Zeitkoordinate im relativ bewegten
Bezugssystem gilt dann:

=19+ Vst = tll
1 =10+ Vstyr fp = flz
Die Zeitdifferenz betragt
St=t —thp =t —th =5

Die Ereignisse haben in beiden Koordinatensystemen den gleichen
Zeitabstand. Die Ortsdifferenz verschwindet ebenfalls in beiden Koor-
dinatensystemen.

Lange eines Stabes ist unabhingig von der Relativgeschwindig-
keit v,

Eine vergleichbare Erkenntnis ldsst sich gewinnen zu Langen von
Objekten in unterschiedlichen Bezugssystemen. Der Beginn eines Sta-
bes in K’ ist z.B. gegeben durch (0,t'), sein Ende durch (I, ). In einem
anderen Koordinatensystem K ist dies (vst,t) und (I’ + vst, t). Diffe-
renzenbildung von Anfangs und Endpunkte zeigt, dass die Langen in
beiden Bezugssystemen identisch sind.

Geschwindigkeiten addieren sich

Bewege sich ein Korper P mit der Geschwindigkeit v/ in K’. So wird
dieses Ereignis beschrieben mit

— K ="t

— K= (V't' +vst, t)
Da t =t/ ist gilt

— K= ([v+vs]tt)
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Aus dieser einfachen Addition der Geschwindigkeit ldsst sich z.B.
auch die Invarianz unter der Galileitransformation der Gesetze der
klassischen Mechanik nachweisen. Nehmen Sie z.B.

v’
F=m-—
dtr
in dem Koordinatensystem von K’, von dem Sie erwarten, dass
dv
F=m—
dt

dies ebenfalls in K gilt. Mit m = m’ und t = ' konnen Sie dann
beweisen, dass

dv _ AV 4v) AV dvs v
ar dt S ar at O ar

da die Relativgeschwindigkeit konstant ist.

Diese Galilei-Invarianz trifft aber nicht auf die Elektrodynamik zu und
es wurden Phdnomene im Rahmen der Elektrodynamik gefunden, wel-
che nicht der Galilei’schen Relativitit entsprechen. Die Wellengleichung
in einem beliebigen Inertialsystem lautet

1 0%E(r, ¢
AE(I‘, t) - sz%

In einem dazu bewegten Inertialsystem gilt (Relativbewegung der Ein-
fachheit hier nur in x Richtung)

X=x—vt Y=y =zt =t Ex(xt)=E(x +0t,t)
Die Ortsableitung transformiert sich zu

OEy _ OEy oy’ n OEy ot _ OE,
ox  ox’ ox ot Ix  ox’
Danach gilt AE, = A’Ey. Der gestrichene Laplaceoperator soll hier dar-

auf hinweisen, dass die Ableitung relativ zur gestrichenen Koordinate
durchgefiihrt wird. Fiir die Zeitableitung gilt aber

OE: _ 9Eox  OE3 __ 3E. Ok
ot  Jx' 9t  of ot 9x' o

Die zweite Zeitableitung lautet also

PE,  ,E, PE,  0%E, d 2 \?

=v —2v =|— —v— | Ey
ot? dx'? ox'ot’ 9t ot ox

Die Wellengleichung im bewegten System lautet somit

/ 1o oY
A E(l‘, t) - 07 E - vv E(l.‘, t)
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und sieht offensichtlich anders aus als die Urspungswellengleichung.
Die Wellengleichung ist nicht invariant unter Galileitransformationen.

Mogliche Auswege aus diesem Dilemma sind die Falschheit der
Maxwell’schen Gleichungen. Dies schien aber nicht sehr wahrschein-
lich, da die klassischen elektrodynamische Phinomene ausgezeichnet
durch die Maxwell’schen Gleichungen beschrieben sind. Die zweite
Moglichkeit wire die, dass die Galilei-Transformation selbst nicht plau-
sibel sind. Dies stand aber lange Zeit im eklatanten Widerspruch zu
unserer tiglichen Erfahrung. Daher wurde eher vermutet, dass das
Relativitdtsprinzip nicht stimmt und es doch ein ausgezeichnetes Iner-
tialsystem gibt, in dem die Maxwell’schen Gleichungen exakt stimmen.
Dies motivierte Experimente zur Suche nach diesem ausgezeichnetem
System.

Experimente von Fizeau (um 1850) zur Lichtausbreitung in bewegten
Flussigkeiten und von Michelson und Morley (1881-188y) zur Lichtaus-
breitung in Richtung parallel und senkrecht zur Erddrehung zeigten
jedoch, dass die Lichtgeschwindigkeit unabhédngig von der Bewegung
des Bezugssystems ist.

In dem Versuch von Michelson und Morley wird ein Michelson
Interferometer mit dem einem Arm (Strecke AB) parallel zur Richtung
der Erdrotation ausgerechnet. Betrachten wir jetzt die Laufzeit in den
verschiedenen Armen des Interferometers.

; _ lp—vEtap _ lp+uEtap

AB= T fpa= T
fap = 8 bpy = 8
AB = Cror BAT o

Die Gesamtlaufzeit betragt somit
Ip Ip 2lp

t = =
ABA c+vE+c—vE c( vg)

2

Die Laufzeit im Arm senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, der lediglich
eine seitliche Verschiebung erfahren sollte, betrédgt

2
L 25 2y @l g g v
tapa = - N 1+-5

o c o 2¢2

Anschliessend wurde das Interferometer so justiert, dass man ein kon-
struktive Interferenz beobachten konnte, z.B. t gzga4 = tapa + % mit n
einer ganzen Zahl (der Einfachheit halber wollen wir n = 0 annehmen).

Unter Gleichbehaltung der Langen des Interferometers und einer Ro-
tation des Interferometers um 90° miisste man eine Phasenverschiebung

der beiden Armen (identische Armlédngen werden jetzt der Einfachheit

2
angenommen) von A¢ = wAt ~ wLi—gE beobachten. Im Originalexpe-
riment betrug die Lange 11 m und eine Wellenldnge von A = 500 nm
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wurde verwendet. Bei einer Bahngeschwindigkeit der Erde von vr 30
km/s sollte das zu einer Phasenverschiebung in der Grofsenordnung
von 71 kommen. Dunkle und helle Streifen sollten sich also bei einer
Rotation des Interferometers einander abwechseln. Dies wurde aber
nicht beobachtet zu verschiedenen Zeiten an verschiedenen Orten, was
an sich eine technologische Meisterleistung beziiglich der Stabilitét des
Experimentes war.

Eine Erklarung dafiir bestand in der Vermutung (Hendrik Lorentz
1892 und George Fitzgerald 1889), dass der in Richtung der Bewegung

stehende Arm im Inteferometer seine Linge auf L(v) = Lgy/1 — ZC’—;
verkiirzt.

Eine andere Erkldrung kann aber auch gefunden werden unter der
Annahme, dass unterschiedlich schnell bewegte Beobachter trotzdem
stets die gleiche Lichtgeschwindigkeit sehen. Dies ist ein Widerspruch
zur Newton’schen Physik und wurde von Einstein zum Postulat seiner
Relativitdtstheorie erhoben. Es besagt, dass:

In allen Inertialsystemen die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum den
gleichen Wert hat.

Die Lichtgeschwindigkeit ist konstant unabhangig vom Bewegungs-
zustand der Quelle. Zusétzliche postulierte das Relativitazsprinzip:

Alle Inertialsysteme sind zur Beschreibung von Naturvorgiangen
gleichberechtigt.

Naturgesetze haben in allen Inertialsystemen dieselbe Form. Wie
aber sieht genau eine Transformation zwischen verschiedenen Inerti-
alsystemen aus, in welchen diese Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
sichergestellt ist?

Betrachten wir die Situation, dass zum Zeitpunkt t = t am Punkt
x = X’ ein Lichtpunkt ausgestrahlt wird, welcher zu einer Kugelwelle
fuhrt. Die Wellenfronten im System K sind durch folgende Bedingung
definiert:

2

kr —wt=0 — r2_%t2:0
Damit gilt
2P+ R =0

Vergleichbares gilt natiirlich auch, unter der Annahme der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeiten in allen Ineratialsystemen , im Koordina-
tensystem K’

”

It 1l n W" . p
Kr'—wt =0 — r —th =0
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2

2
Da nach der Vorraussetzung $r = ¢ = c? gelten soll, muss aber auch

die folgende Gleichung richtig sein
x/2 +]//2 + Z/2 o C2t/2 =0

Man sieht hier, dass der raumzeitliche Abstand, definiert mittels 72 —
c?t?, konstant bleiben muss beim Ubergang zwischen den beiden Koor-
dinatensystemen; er ist invariant. Dies ist nur moglich, wenn sich die
Zeit ebenfalls transformiert. Dann gilt, im Gegensatz zu den bisherigen
Diskussionen, t’ # t.

Das entsprechende Transformationgesetz wurde von Lorentz schon
vor Einsteins Arbeit gefunden. Um dieses herzuleiten, definieren wir
uns zundchst den Vierervektor. Er fasst die Raum- und die Zeitkoordi-

naten zusammen:
xy = (x0, —x1, —x2, —X3)

Dies ist nur eine allgemein giiltigere Schreibweise. Hier ist xg = ct und
x = (x1,x2,x3). Da der Raum homogen und isotrop sein soll, kann man
schlussfolgern, dass der Zusammenhang linear sein muss zwischen
Vierervektoren in verschiedenen Inertialsystemen

3
!/ v
Xy, = Z Ayxv
v=0

Exemplarisch betrachten wir im Folgenden einer Bewegung des Sy-
stems K’ relativ zu K mit der Geschwindigkeit v entlang x;. Dann
ist

Xh =Xy X5 =13
Da der raumzeitliche Abstand in jedem Inertialsystem kontant sein soll

(x0)* — (x1)* = R? = const.
muss gelten

x, = xgcoshl— xjsinhI

x] = —xpsinhI+ xjcoshl

Mit diesem Ansatz gilt

xZ —x2 = x}cosh? I+ x%sinh? I — 2xpx; cosh I'sinh [

—x3sinh? T — x2 cosh? I + 2xyx; cosh I sinh
(x% - x%) (cosh2 I — sinh? I)

- -

Den freien Parameter I erhélt man unter Berticksichtigung der Tatsa-
che, dass der Ursprung des Systems K (x; = 0) sich im System K’ mit
der Geschwindigkeit —v bewegt. Daraus erhilt man

X1 v sinh [

= 2= — —tanh]
X c cosh I an
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Damit ist
1

1
\/1—tanh21_ \/1_%;
/ tanh I g B
sinh] = cosh’T—1= = < = = By
V1 —tanh? | \/1f%§ V11— PB? P

coshl =

In Koordinatenschreibweise erhilt man fiir eine Relativbewegung in
x-Richtung

X' = 7 (x—Bct)
et = v (ct—Ppx)
=y
7 = z
bzw
x = q(x'+pBct)
ct v (ct' + Bx')
y/
= Z/

Mit der Definition der Terme
v M B 1

p=Y p-=

C C 02

erhdlt man dann als die allgemeine Lorentz-Transformation

/

X' = x+(y—1)(¥-x)¥—yBxo
xp = 7v(x—pB%)

Hier ist v = 7.

Die gleichen Eigenschaften, welche wir frither im Rahmen der Galilei
Transformation diskutiert haben, wollen wir jetzt erneut diskutieren
und dabei die Konsequenzen der Lorentz-Transformation kennenler-
nen.

Bewegte Uhren gehen langsamer

Ein Ereignis E; in K’ wird beschrieben durch die Koordinate (r(), t})
und in K durch (11, t1). Ein zweites Ereignis E; in K’ wird beschrieben
durch die Koordinate (rj, ;) und in K durch (rp, t,). Berechnen wir
den zeitlichen Abstand der beiden Ereignisse.

ci = 7(cth+B1p)
cty = 7 (ct+B-1p)
Die Zeitdifferenz betragt demnach

Nt=t)—t; =7 (ty —t]) = YA



Da der Faktor ¢y immer grofier ist als eins, ist der zeitliche Abstand
zwischen den Ereignissen im bewegten Bezugssystem grofser als im
unbewegten. Man spricht hier von einer Zeitdilatation.

Bewegte Stibe sind kiirzer

Ein ruhender Stab im Koordinatensystem K’ hat den Anfangspunkt
in (0, ') und seinen Endpunkt in (/’,t'). In einem relativ dazu bewegten
Intertialsystem K wird der Anfangspunkt beschrieben durch (vst, t) und
der Endpunkt durch (I + vst, f). Fiir die Transformation ergibt sich fiir
den Endpunkt

x = I4ut=7('+ost)
_ 1, Usy
b=y (f+30)
Damit ist

v
Loy (F 4+ 51) = (I'+ost)
Daraus ergibt sich

I

Il
<
S
|
QN‘ mGN
N~~~

Dies stellt eine effektive Verkiirzung des Stabes im bewegten Koordi-
natensystem dar, da der Term % <1 ist. Man spricht von einer Langen-
bzw. einer Lorentz-Kontraktion.

Addition von Geschwindigkeiten

Ein Massepunkt bewege sich sich in K’ mit der Geschwindigkeit v/
und in K mit der Geschwindigkeit v. K’ bewege sich relativ zu K mit
der Geschwindigkeit vs = vsx; entlang der x-Achse. Dann ergeben sich
die Geschwindigkeiten zu

Ein Satz von 4 physikalischen Grofien, die sich unter einer Lorentz-
Transformation wie der eben besprochene Vektor aus Orts- und Zeitko-
ordinate transformieren, heiflen 4-Vektoren. Allgemein schreibt er sich
zZu
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Es gibt zwei Arten von 4-Vektoren.
at = (ao, a) heisst kontravarianter 4 — Vektor
a, = (ao, —a) heisst kovarianter 4 — Vektor

Der von uns zuerst benutzte Vektor war ein kovarianter 4-Vektor. Beach-
ten Sie bitte die unterschiedliche Benutzung des Sub- bzw. Superskripts.

Das Langenquadrat eines Vektors s ist invariant unter Lorentztrans-
formation. Es ldsst sich als Skalarprodukt im 4-dimensionalen Raum
schreiben mit xy = cf, wenn man die Definition des Skalarproduktes
erweitert:

§?=x5—x} — x5 — 3.

Unter Verwendung des metrischen Tensors g/V, der definiert ist
durch

10 0 0
0 -1 0

W _

& 0 0 -1 0 Spv
00 0 -1

kann das Langenquadrat auch definiert werden als
st = g"xuxy

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann dann definiert werden als
a-b = a’b"—a-b

3
= Z ayb" = ayb" = atb,
=0
Allgemein gilt die Invarianz des Skalarproduktes unter Lorentztrans-
formation, also

a-bv=a-b

Im Speziellen lautet der verallgemeinerte Nabla Operator in kovari-
anter Formulierung

1
= (Cat,v)

und in kontravarianter Formulierung

ot = <1at, —V)
c

Der Operator der Wellengleichung schreibt sich dann sehr einfach als

1 1
0,0 = sza% —-V? = szaf - A



213

Wie lorentztransformieren sich nun kontra- bzw. kovariante 4-Vektoren
in einer Raumrichtung x;?
Wir wissen, dass

Xp = X0 —prx
X = —Brro+n
xé = X2

Xy = x3

gilt. Daher gilt

XM = LhxY
mit
Yy =By 00
LV — —B Y 00
v 0 0 10
0 0 01

fur kontravariante Koordinaten. Fiir differentielle Ausdriicke gilt

ox'H i
o L

Fiir kovariante Koordinaten gilt

x, = Lyxy
mit
vy By 00
w_| By v 00
we
0O 0 1 0
0 0 01

Wir haben gerade gelernt, dass die Koordinate eines Raumzeitpunkt
durch den 4-Vektor

xt = (ct,x)

beschrieben werden kann. Der Abstand eines Ereignisses zum Koordi-
natenursprung s kann geschrieben werden als

xuxt = — |x|* =

Abstinde lassen sich auch zu einem beliebigen anderen Punkt im
Koordinatensystem definieren mittels

(85> = (cAt)* = (Ax)* — (Ay)® - (Az)?
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= -t~ (-0~ (n-n) - (2-2)
Bei Beschrankung auf eine Raumkoordinate fiihrt dies zu
(8s)? = F(ta—h)"—(xa—x)’

Allgemein lassen sich Ereignisse beziiglich ihres Abstandes klassifi-
zieren

e s2=0

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung nach ¢?t? = |x|?. Ein
solches Ereignis wird lichtartig genannt. Ereignisse E auf dem Zu-
kunftslichtkegel sind mit E(%) iiber eine auslaufende Kugelwelle
miteinander verbunden. E() ist mit Ereignissen E auf Vergangen-
heitslichtkegel tiber einlaufende Kugelwelle verbunden. Die Abstidn-
de der Ereigennisse sind Lorentz-invariant. Signalaustausch erfolgt
mit v = c.

e s2>0
Ein solches Ereignis wird zeitartig genannt. Es verlangt c2 (t, — £1)* >
(xp — xl)z. Solche Ereignisse lassen sich durch ein Lichtsignal mitein-
ander verbinden. Zwischen diesen Ereignissen besteht ein kausaler
Zusammenhang. Signalaustausch erfolgt mit v < c.

e s2<0
Ein solches Ereignis wird raumartig genannt. Es verlangt c? (t, — )2 <
(xp — x1). Solche Ereignisse lassen sich nicht durch ein Zeitsignal
miteinander verbinden. Es ist hier zu beachten, dass es eine Lorentz-
transformation gibt, bei der ein Ereignis mit t; < f, transformiert
wird in #] > t}. Solche Ereignisse haben keinen kausalen Zusammen-
hang. Diese Ereignisse konnen sich nicht gegenseitig beeinflussen.

Skalar- und Vektorpotential

Die prinzipielle Frage, die wir uns stellen wollen lautet, geniigt
die Maxwell-Theorie der Relativitdtstheorie? Dies wiirde eine Formin-
varianz der Gleichungen beim Ubergang zwischen Inertialsystemen
mit Hilfe der Lorentz-Transformation bedeuten. Das haben wir als
Lorentz-Invarianz kennengelernt. Wir haben gesehen, dass eine Lor-
entztransformation einer orthogonalen Transformation 4-dimensionaler
Vektoren/Tensoren bedeutet. Die Forderung nach Forminvarianz be-
deutet also, dass die Maxwellschen Gleichungen in ger Schreibweise zu
formulieren sind. Dies wiirden wir im Folgenden durchfiihren.

Wir betrachten im Folgenden die Maxwellschen Gleichungen im Va-
kuum (Ladungen sind externe Ladungen, Strome sind makroskopische
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Strome).

v . E(I‘, t) — M

€0
V-B(rt) = 0

_ oB(r, t)

V x E(r,t) = 9

. 1 JE(r, ¢t
V x B(r,t) = FOJmakr(r/t)+C7 ét )

Im Folgenden lassen wir der Ubersichtlichkeit halber die Orts- und
Zeitabhédngigkeiten weg. Sie werden aber implizit immer mit angenom-
men.

Aus der Forderung, dass die Divergenz des Magnetfeldes verschwin-
det, konnen wir diese als die Rotation des Vektorpotentials schreiben

V-B =0 — B=VxA

Eingesetzt in die Rotationsgleichung fiir das elektrische Feld ergibt dies

oA
E+—]=0
V x ( T35 )
Damit kann das Argument der Rotation immer als der Gradient

eines Potentials geschrieben werden

A
E+ 5 =-V¢

Damit konnen wir das elektrische Feld mit Hilfe des Vektor- und des
skalaren Potentials schreiben als
A
E=-V$— —
Vo ot

Mit diesen beiden Potentialen konnen die Maxwell’schen Gleichungen
wie folgt umgeschrieben werden

. 1 d 02
Vx B = VXVXA:VOJmakr+C7 _§v¢_ﬁA

JA
eV-E = ¢V- {—V(P—at] = Pext

Aufdsen ergibt
(A_ CZatZ) A-YV |:VA+ CZE)t(P] = —H0Jmakr
d _ P
A¢+§V'A_ _%

Das Problem hier ist, dass die Potentialgleichungen immer noch ge-
koppelt sind. Eine Entkopplung ist aber moglich durch Nutzung der
Freiheiten der Eichtransformationen. Wir haben dies frither diskutiert
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und dort gelernt, dass das Vektor- und das skalare Potential mittels des
Eichpotentials g(r, t) wie folgt gedndert werden kénnen

A — A+Vg

98

¢ = P
dass alle beobachtbaren Felder unverdandert werden. Fiir die Wahl
des Eichpotentials gibt es keine eindeutige Vorschrift und mehrere
Moglichkeiten sind moglich. Wir haben die Coulomb-Eichung kennen
gelernt. Dort ist das Eichpotential immer so gewéhlt, dass das skalare

Potential nur die Losung einer Poissongleichung ist. In der von uns
jetzt verwendeten Lorenzeichung wéhlt man das Potential so, dass

19
VAt 529=0

gilt. Damit erhdlt man zwei sehr symmetrische Wellengleichungen ftir
das skalare und das Vektorpotential:

1 92 .
(A - c28t2> A= —H0)makr

1 82q> 0

¢ c2 otz €0
Um jetzt zu einem 4’er-Formalismus zu gelangen, fithren wir als erstes
den Viererstrom ein

i = (cp,j)

Erinnern wir uns, dass die Ableitungen geschrieben worden sind als

d 10
O (cat’v)

Dann folgt aus der Kontinuitétsgleichung

. 9 _
und somit
., 9ep
sofort
ayj}‘ = a"jy =0

Vergleichbar konnen wir ein Viererpotential einfiihren

Al = (‘P,A)
c

so dass die Bestimmungsgleichung der Lorenzeichung

19
VoA+ 5= ¢p=0
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geschrieben werden kann als
0 Al =o' A, =0

Fiir die Wellengleichung ergibt sich dann
9, 0" A” = poj”

Zur Beschreibung der Felder kann dann der total antisymmetrische
Feldstéarketensor eingefiihrt werden

FMV = gl AY — Y AN

Er gibt uns den Zusammenhang zwischen Potential und Feldern wieder
an. Ausgeschrieben lautet er

0 —E,/c —Ey/c —E,/c

pw_ | B/c 0 B B
E,/c B, 0 —By
E./c —-B, B 0

Die Richtigkeit ldsst sich exemplarisch tiberpriifen, z.B.

FOl _ aOAl_alAO:18AX_< ap)axqb:_Ex

c ot S oxc c
F12 = 9lA?2 - 9?Al = —% + 9Ax = —B;
ox ay

Mit dieser Notation schreibt sich die inhomogene Wellengleichung als
IuF™ = poj

Es ist gebrduchlich, auch den dualen elektromagnetischen Feldstarke-
tensor zu definieren (mit Hilfe des Levi-Civita Tensors):

0 By By B,
—By 0 E./c —Ey/c
-B, —E:/c 0 E./c
-B. E,/c —Ei/c 0

_ 1
Fuw = EEVVWFPU =

Der vollig antisymmetrische Levi-Civita-Tensor 4. Stufe wird definiert
durch

+1  falls («, B, 7, 9) eine gerade Permutation von(0, 1,2, 3) ist

e = 1 falls («, B, v, J) eine ungerade Permutation von(0, 1,2, 3) ist
0 andernfalls
Fiir diesen Tensor gilt €*f7? = —¢, p6- Die homogene Wellengleichung

schreibt sich dann als
ayl:"”” =0

Was noch fehlt in diesem Skript was in der Vorlesung aber behandelt
wird:
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¢ logischer Aufbau der 4-dimensionalen Maxwelltheorie
¢ Energie-Impuls-Tensor

* Transformation der Felder bzw. Ladungen und Stéme
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