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1 Elektrisches Feld und Elektrostatik

Das grundlegende Problem der Elektrostatik lautet: es sei eine Menge von
elektrischen Ladungen gegeben. Wir wollen wissen welche Kraft wird von
diesen Ladungen auf einer anderen Ladung (Testladung) ausgeiibt.

Um dieses Problem zu I6sen, benutzen wir das Superpositionsprinzip. Das
Prinzip besagt, dass die Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen unabhangig
von der Anwesenheit anderer Ladungen ist. Denn, die gesamte Kraft, welche
auf die Testladung wirkt, ist durch

N
Fo=> Fai (1.1)
=1

gebeben. Wir summieren lber alle Ladungen auBer der Testladung und ﬁQ,’
ist die Kraft zwischen Testladung Q und der Ladung /.

Die Kraft zwischen zwei Punktladungen ist durch Coulomb’sches Gesetz
gegeben. Die Kraft lautet

1 qigo(rn — 12)

Fl =
2 4me |A-RP

(1.2)

Diese Formel beschreibt die Kraft, die auf Ladung g; wirkt; die Kraft auf
die Ladung g, ist 1—221 = —/-:12. Ortsvektoren r; » beschreiben die Lage der
Ladungen gy »; |1 — 15| ist der Betrag des Vektors i1 — 5. Die Kraft Fis zeigt
entlang dem Vektor r; — 15. Der Betrag der Kraft is umgekehrt-proportional
zum Quadrat des Abstands zwischen zwei Ladungen

(1.3)

Die Einheit der Ladung ist ein Coulomb, gekennzeichnet durch den Buch-
staben C. Ein Coulomb ist eine riesige Ladung; um die MaBstabe zu setzen,
merken wir, dass z.B. die Ladung des Elektrons —1.60 x 107*°C ist. Die Kon-
stante €y bezeichnen wir als Dielektrizitatskonstante des Vakuums. Numerisch
ist diese Konstante durch

C2
€0 — 8.85 x ].Oilzw (14)

gegeben, wobei C fiir Coulomb, N fiir Newton und m fiir Meter steht.
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Abbildung 1: Zwei identische Ladungen befinden sich auf die x-Achse. Wir
wollen das elektrische Feld am Punkt O wissen.

Falls g1g> > 0 (die Ladungen haben dieselbe Vorzeichen), ist die Kraft
abstoBend; falls g;g» < 0 (die Ladungen haben unterschiedliche Vorzeichen)
ist die Kraft anziehend.

Die Kraft I—:Q charakterisiert die Verteilung der Ladungen und die GroBe
der Testladung. Wir konnen aber eine andere GroBe einfiihren welche nur die
Ladungsverteilung charakterisiert. Diese GroBe heiBt “elektrisches Feld”; wir
bezeichnen sie mit dem Buchstaben £. Laut Gl. (1.1) und Gl. (1.2) ist £(7)
als Verhaltnis der Kraft und der Testladung definiert,

E(F):M:ZJ”S—_@. (1.5)

Als Beispiel berechnen wir das elektrische Feld am Punkt O mit dem
Ortsvektor ¥ = z€&, von zwei Ladungen g deren Lage wir mit Ortsvektoren
f, = dé und 7> = —dé&, beschreiben.! Wir verwenden GI. (1.5) fir N = 2

und erhalten o o
q [ rF—n rF—r ]

E =
ares [I[F— AP T [7— AP

(1.6)

Es ist dann einfach zu sehen, dass

|[Fr—n|=|r—n|l=vd>+2z? (1.7)

Wir betrachten Kartesisches Koordinatensystem und wihlen drei Basis-Vektoren &, =
(1,0,0), € =(0,1,0) und & = (0,0,1) aus.
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und 1 + » = 0. Es folgt

= qz€,
E= 2meo(22 + d?)3/2 (1.8)

Die Formel in Gl. (1.5) enhalt eine Summe iiber alle Ladungen. Das ist
natirlich wie es sein soll, weil es kann nur eine ganze Zahl von Ladungen
geben. Allerdings ist diese Zahl sehr groB, z.B. in einem Kubikmeter Luft
gibt es ungefahr 102> Molekule und in jede Molekul gibt es geladene Teilchen
wie z.B. Elektronen und Kerne. D.h. dass fiir viele praktische Uberlegungen
die Ladungen in Gl. (1.5) so nah aneinander sind, dass sie mit kontinuerli-
cher Ladungsverteilung beschreiben werden kann. Demzufolge, fiihren wir die
Ladungsdichte ein Q)

s : r
o(7) _AI\I/rEO AV
wobei AV infinitesimales Volumen in Umgebung des Ortsvektors 7 ist und AQ
die Ladung ist welche AV enthalt.

Dank das Verhaltnis zwischen Summen und Integrale, konnen wir Gl. (1.5)

umschreiben

(1.9)

E(F) _ Z q,(l’ ZAV (I’,)(I’ )

47reo|r— r,|3 47r€0|r— ri|3

/ o PENF=7)

Ameg|r — 1|3

(1.10)

Im letzten Schritt haben wir AV/(7) = dx; dy; dz; = d3F benutzt.

Wir haben diese Formel fiir drei-dimensionale Ladungsdichte geschrieben.
Allerdings werden wir auch die Situationen betrachten, wo entweder Linien-
dichte oder Flachendichte gegeben sind, wie z.B.

AQ AQ
In solche Fille sollen wir in Eq. (1.10) statt d®F; entweder iiber d/; (die Linge)
oder d?7; (die Flache) integrieren und p(7;) mit A\(7}) bzw. o(F;) ersetzen.

Als Beispiel berechnen wir das elektrische Feld eines geraden Strecken-
abschnitts der Lange 2L, welcher eine gleichmaBige Linien-Ladungsdichte X



L L

Abbildung 2: Wir wollen das elektrische Feld eines geraden Streckenabschnitts
mit der Lange 2L und die Ladungsdichte A am Punkt O berechnen.

hat, und entlang der x-Achse ist. Das Feld wollen wir an dem Punkt O mit
dem Ortsvektor R = z€,, z > 0 berechnen. Wir benutzen dann Gl. (1.10)

und schreiben ,

-1 AR -7
E(R)— 4-7_(_60/dX m, (].12)

wobei 7 = x& und |R — 7] = v/x2 + z2. Es folgt

E(R) = 47reo /(22 x2)3/2_ /(szxx);)3/2

(1.13)

- " Rl —

4Teg /(Z2+x2)3/2

L
Um dieses Integral zu berechnen, schreiben wir
/ dx B 2/ dx
(224 x2)3/2 (22 + x2)3/2 [x—1/¢

o 0 (1.14)

/ dé ¢ B 2L
(1 + 5222)3/2 - 22(22 + L2)1/2'
1/L



Wir erhalten dann
2ALE,

E(R 1.15
(R) = Ameqz(L2 + z2)1/2° ( )
Zwei Grenzwerte sind interessant. Fiir L — oo, erhalten wir
IR 2\E,
E(R) = ., L — oo. 1.16
( ) dmegz >0 ( )

Firz> L, qgilt

- 2ALE, QE,
E(R = ) L, 1.17
(R) = 4megz?  4megz? z2> ( )

wobel Q = 2\L die gesamte Ladung des Abschnitts ist. Dieses Feld ist iden-
tisch zum elektrischen Feld der Punktladung @ = AL, welches sich am Ur-
sprung befindet.

Wir werden jetzt eine spezielle GroBe berechnen, welche die Divergenz
des elektromagnetischen Feldes hei3t. Die Divergenz eines Vektors V ist ein
Skalarprodukt zwischen dem Gradient Operator V und dem Vektor V

divV =V.V. (1.18)

Wie genau der Gradient Operator aussieht und wie dann die Divergenz
gerechnet werden kann ist vom Koordinatensystem abhangig. Im Kartesischen
Koordinatensystem sind die Formeln am einfachsten. Es gilt

.0 _0o0 _0

VZGX&—FE),@—FGZ&, (119)
so dass .y GV
VV=Z4 Z ar, AV, (1.20)

i=x,y,z

Es ist wichtig zu verstehen, dass die Formel fiir Divergenz im Kartesi-
schen Koordinatensystem so einfach aussieht, weil die partielle Ableitungen in
V nicht auf Basis-Vektoren €.y Wirkt, weil die im ganzen Raum gleich sind.
Fiir andere Koordinatensysteme ist es nicht so. Die Formeln fiir verschiedene
Differentialoperatoren im z.B. spharischen oder zylindrischen Koordinatensys-
tem muss man nicht im Kopf halten — die kann man immer in Biichern finden
— aber es ist wichtig zu verstehen, warum solche Formeln viel komplezierter

6



Abbildung 3: Zylindrisches Koordinatensystem.

fiir allgemeine Koordinatensysteme sind als fiir das Kartesische Koordinaten-
system.

Um diese Diskussion zu illustrieren, betrachten wir das zylindrische Koor-
dinatensystem; in diesem System schreiben wir

V =V,&, + V&, + V,&,. (1.21)
Die Vektoren €, und &, sind nicht konstant; es ist einfach zu zeigen, dass

€, = € Cosp + €,siny, (1.22)
€, = —&sinp + €, cos , '

gilt. Ein Vektor r schreiben wir als
r= pé,+ z€;. (1.23)

Wir vergleichen diese Entwicklung mit der Entwicklung dieses Vektors im
Kartesischen Koordinatensystem und finden x = pcose und y = psingp.
Dann gilt

dx = dpcosp — psinp dop,

. (1.24)
dy = dpsiny + pcos e dop.



Aus diesen Formeln konnen wir sofort die partiellen Ableitungen lesen

Ox cos Ox sin
_— = —_— = — |
ap (pv a(p p (pv
v ? (1.25)
Oy = sin Oy = pCos
[’ P

Mit Hilfe dieser Formeln, schreiben wir

8 O0x08 0dyd .
a_p_a_p§+8p8y_ ox Oy’

0 Ox 0 Oy O :
%:%&Jr%@:—psmcp&ercosw@.

(1.26)
Aus diesen Gleichungen driicken wir die Ableitungen 8, und 8, aus und
erhalten

1 .

O = cosp O, — —siny Oy,

1" (1.27)

0y =siny 9, + Ecoscp Op.

Jetzt, konnen wir die Divergenz in zylindrischen Koordinaten berechnen.

Erstens, schreiben wir den Gradient Operator in zylindrischen Koordinaten mit
Hilfe von GI.(1.27) und der Umkehrung von Gl. (1.22) um. Wir erhalten

- 1
V=g, 8p+§¢56¢+6262. (1.28)
Danach berechnen wir das Skalarprodukt
1
V-V= (e} 0p + e],;@w + 5262) - (V,€, + V€, + VLE,) . (1.29)

Um diese Gleichung zu vereinfachen, sollen wir aufpassen, weil die Vektoren
€, und €, nicht konstant sind. Mit Hilfe von GI. (1.22) finden wir

8,6, =0, 0,6, =0, 0,8 =&, 0Opb,=—&, (1.30)



Dann gilt

- - 1 1

V-V =08,V, +-0,V, + 0.V, + &,—0,(V,&,)
p p

1 1 1 1 (1.31)

Diese Formel gibt die Divergenz eines Vektors in zylindrischen Koordinaten;
die Herleitung zeigt warum solche Formeln in beliebigen Koordinatensystemen
komplizierter sind als in Kartesischen Koordinaten.

Im Fall von spharischen Koordinaten sieht die Formel fiir Divergenz eines
Vektors so aus

1
Op(sinBVy) + ———0,\,. (1.32)

| 5
VVi= 5o+ rsing *°?

rsin@

Um zu sehen warum Divergenz des elektromagnetischen Felds wichtig ist,
berechnen wir die Divergenz des Felds einer Ladung g welche sich am Ursprung
des Koordinatensystems, also bei = 0, befindet. Das Feld lautet

_ q r
E = —. 1.33
4meq 13 ( )
Wir rechnen zuerst mit spharischen Koordinaten. Dann
= qg 1 _
E = — 1.34
4eg r? ( )

sodass E in diesem Fall nur eine radiale Komponente hat. Mit Hilfe von
Gl. (1.32), finden wir dann die Divergenz

= = 1 5 B 1 > q 1 B
V-E= r28r(r E,) = r26r (r I r2> = 0. (1.35)

Wir berechnen das Gleiche noch einmal in Kartesischen Koordinaten. Um
die Ableitungen richtig zu berechnen, sollen wir nicht vergessen, dass

r=Vxtyie2= [ 2 (1.36)
I=X,y,Z



Dann

= - _ q q Fi
V-E= 47reg Z T 4meg Z 3
I=X,y,Z I=X,y,Z
; L e (1.37)
= — 31 ) =0
4meq /:Xzyz <r3 r5)

Die letzte Gleichung folgt, well

Z%:%x(Z 1):%, (1.38)
und

21 ) 1
I=X,y,Z

Wir haben festgestellt, dass fiir eine Punktladung die Divergenz des elek-

trischen Feldes eine Null ist. Dieses Ergebnis ist aber falsch, weil es einer

mathematischen Aussage, dem sogennanten Gauss'schen Satz, widerspricht.

Der Satz besagt
/d3fv§:]§d§./§. (1.40)

1% oV

Diese Formel ist so zu verstehen. Auf der linken Seite haben wir ein Integral der
Divergenz eines Vektors E iiber das Gebiet V. Auf der rechten Seite haben wir
ein Integral liber die Grenze des Gebiets V welche wir mit 0V bezeichnen. Wir
integrieren ein Skalarprodukt von Vektor E und das Element der Oberfliche
dS. Die Aussage von Gl. (1.40) ist, dass diese zwei Integrale gleich sind.

Wir wollen Gl. (1.40) fiir das elektrische Feld der Punktladung tiberpriifen.
Die linke Seite ist dann eine Null fiir beliebiges V', weil die Divergenz eine Null
ist. Um das Integral auf der rechten Seite der GI. (1.40) zu berechnen, nehmen
wir eine Kugel des Radius R als Volumen, sodass eine Sphare die Oberflache
ist. Das Flachenelement dS ist dann dS = R2d2 wobei dQ2 der infinitesimale
Raumwinkel ist. Die Richtung dieses Elements ist entlang dem Radius der
Kugel ausgerichtet, sodass

dS = R%dQ &, (1.41)
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ist. Dann,

= = 9 1_ = qd@
E-dS = e R2e, ds = e A (1.42)
Das Integral tiber den Raumwinkel gibt
fiﬁ:i (1.43)
€0
s

Wir haben jetzt ein Problem. Die linke Seite des Gauss'schen Satzes ist
eine Null, die rechte Seite ist q/¢; fiir g # 0 konnen diese zwei Ergebnisse
nicht gleich sein. Interessanterweise ist dieses Problem auch R-unabhangig;
das bedeutet, dass falls etwas falsch geht, muss es bei ¥ = 0 und nur bei
r = 0 passieren.

Um das besser zu sehen, betrachten wir jetzt als Volumen eine spharische
Schale mit dem inneren Radius b und externem Radius a. Die Punktladung
bleibt an ¥ = 0. Falls wir die Berechnung des Gauss'schen Satzes wiederholen,
erhalten wir Nullen auf beiden Seiten, unabhangig von b und a. Wie wir schon
gesagt haben, das bedeutet, dass etwas bei = 0 falsch gehen soll.

Wir konnen dieses Problem reparieren indem wir schreiben

V-E= 150 (1.44)
0

Die Funktion 6®(F) heiBt Dirac’sche Funktion oder, genauer zu sagen, ein
Produkt von drei Dirac’'sche Funktionen §©)(7) = 6(x)é(y)d(z).
Eine Dirac'sche Funktion (oder Delta-Funktion) hat folgende Eigenschaf-
ten. Erstens,
d(x) =0, (1.45)

fiir alle x # 0. Zweitens, falls wir die Delta-Funktion integrieren, erhalten wir

€2

/dx 5(x) =1, (1.46)

—€1

fiir alle €1, # 0. Das bedeutet auch, dass folgende Gleichung gilt

€2

/ dx 5(x) F(x) = F(0). (1.47)

—€1
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Fiir die drei-dimensionale Delta-Funktion 6®(F) erhalten wir

/d?6(3)(F) = / dx dy dz 6(x)d6(y)é(z) = 1, (1.48)
J v

natirlich nur wenn ¥ = 0 im Integrationsgebiet liegt.
Es ist jetzt einfach zu sehen, dass

/d3F v.E=J (1.49)
%

€o
und das ist genau, was wir fiir den Gauss'schen Satz brauchen.
Wir konnen ein Paar Bemerkungen dazu machen.

1. Fir eine Punktladung am Ort ¥ = 3, qilt

Ep=-1U=3 o g_ 903 (1.50)

/ 4 (1.51)

3. Fiir eine kontinuerliche Ladungsdichte erhalten wir

dmeg|r — 1|3 €0 .47r|F'—F’1|3
_ /d3F1 AR sr— 7y = D) /d3F16(F— 7y =20
€0 €o €0
(1.52)
Die Gleichung
V-E= M, (1.53)
€0

ist eine von vier Maxwell'schen Gleichungen der Elektrodynamik, wel-
che die Theorie des elektrischen Feldes und des magnetischen Feldes
vollstandig beschreiben.
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4. Die Gl. (1.53) konnen wir benutzen um den Gauss'schen Satz fiir Elek-
trostatik umzuschreiben. Wir berechnen

/d3F» ﬁf:/d%“@:@, (1.54)

€0 €0
v Vv
wobei Qy, die gesamte Ladung in dem Volumen V ist. Die Gl. (1.40)
konnen wir dann so schreiben

74 d5. € = (1.55)

oy

Gl. (1.55) kann benutzt werden um elektrisches Feld zu berechnen.
Natiirlich sollen wir aufpassen, weil in Gl. (1.55) das Integral des Felds
und nicht das Feld selbst steht. Das bedeutet, dass wir Gl. (1.55) fiir die
Berechnung von E benutzen konnen nur falls wir einen Ansatz fiir das
Feld E machen. Um solchen Ansatz zu machen, sollen wir die Symme-
trien des Problems benutzen um zu argumentieren, dass das elektrische
Feld E nur von wenigen Variablen abhangt. Im allgemeinen Fall, ist
Gl. (1.55) fiir die Berechnung des elektrischen Feld nutzlos.

Als Beispiel betrachten wir eine unendliche Flache mit der Flachenladungsdichte
0. Die Flache befindet sich in x — y Ebene. Weil die Flache unendlich
ist, kann elektrisches Feld nur in z-Richtung zeigen; dann

E = =+f(|z|)&,, (1.56)

fir z > 0und z < 0. Als Volumen nehmen wir eine Box. Die Flachenladungsdichte
sollen wir so schreiben

o(x,y,z) =06(z2). (1.57)
Dann erhalten wir
j{d§-E:2f(\zy)A:€i/dz dx dyaé(z):i—A, (1.58)
0 0
oV v

wobei A die Flache der Seite der Box in x — y Ebene ist. Es folgt, dass
f(|z|) = 0/(2¢p) ist, sodass

E = :i:— . 1.
260e (1.59)
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Abbildung 4: Die Berechnung des elektrisches Feld einer unendlicher geladener
Flache mit Hilfe von Gauss'schem Satz.

Positives Vorzeichen gilt flir z > 0 und negatives fiir z < 0.

Als anderes Beispiel betrachten wir sehr diinnen unendlich langen Draht
mit linearer Ladungsdichte A. Der Draht ist entlang der z-Achse aus-
gerichtet. Falls wir zylindrische Koordinaten nutzen um dieses Problem
zu beschreiben, konnen wir sagen, dass das elektrische Feld nur radial

ausgerichtet sein kann,
E =f(p)e,. (1.60)

Als Volumen ist es giinstig einen Zylinder mit dem Radius p und der
Lange h auszuwihlen. Dann?

Qv = Ah, (1.61)
und
/d§- E = f(p)2mph. (1.62)
Dann, \
E= Sreap (1.63)

2Der Vollstandigkeit halber notieren wir, dass die Ladungsdichte p(7) als p(7) = A3(x)d(y)
geschrieben werden kann.
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Abbildung 5: Die Berechnung des elektrisches Feld eines unendlich langes
Drachts mit gegebener Ladungsdichte.

—

Es gibt eine andere Moglichkeit den Differenzialoperator V an Vektoren
anzuwenden. Wie haben voher Divergenz diskutiert und haben gesagt,
dass Divergenz ein Skalarprodukt zwischen V und einen anderen Vektor
beschreibt. Ahnliche Konstruktion kénnen wir fiir Kreuzprodukt ma-
chen. In diesem Fall berechnen wir ein Kreuzprodukt von V und einen
Vektor und bezeichnen dieses Produkt als Rotation eines Vektors. Dann,

rot E=V x E. (1.64)

Die Rotation eines Vektors ist auch ein Vektor.

Wir berechnen die Rotation des elektrischen Feldes. Mit Hilfe von Levi-
Civita Tensor schreiben wir das Kreuzprodukt wie folgt

ﬁ X E: 5 |:ﬁ X E] = éé,jkﬁjEk

_ s p(rn) (Fc — Nk)

— eleuka /d 47'('60 |r _ f1|3 (].65)
5 _

_ /d3~ o) O (T=f) _ g

4eq orj |[r—nl?

Der letzte Schritt folgt aus

0 (Fi — k) djk (rk—flk)(fj—flj)
. 7 - -3 =0, (1.66
€ijk @rj |F‘ r_’1|3 ik |-‘ r_’1|3 |r 1‘5 ( )

15



well der Levi-Civita Tensor absolut antisymmetrisch ist. Wir kommen
dann zum richtigen Schluss, dass die Rotation eines statischen elektri-
schen Feldes eine Null ist,

V x E=0. (1.67)
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2 Das elektrische Potential

Betrachten wir eine Ladungsverteilung welche das elektrische Feld E erzeugt,
und eine Testladung Q. Die Kraft an Q lautet

Fo(F) = QE(7). (2.1)
Wir konnen versuchen die Testladung von Punkt 7 zum Punkt 75 zu bewegen.
Die Arbeit, die wir gegen dem Feld leisten sollen, lautet
7

W (%, 7) :—/ d7 - Fo(F). (2.2)

n
Das obige Integral ist ein Integral enlang einer Bahn welche 1 und 75 verbindet.
Der Integrand besteht aus dem Skalarprodukt zwischen der Verschiebung dr
entlang der Bahn und der Kraft Fg.
Wir konnen, ahnlich wie im Fall des elektrischen Felds, die Abhangigkeit
von @ eliminieren. Wir definieren dann

rn

- =

W(Fg,m:%:—/ a7 E(7). (2.3)

n

Obwohl W(%, 7;) Q-unabhingig ist, kann diese GréBe im Prinzip von dem
Weg von r; zum 1> abhangig sein. Wir konnen aber beweisen, dass das nicht
der Fall ist. Dafiir brauchen wir einen mathematischen Satz, welcher dahnlich
zum Gauss'schen Satz ist, aber fiir Flachen- statt Volumen-Integrale gilt. Der

Satz lautet3
/ 45 -rot £ = 74 i E. (2.4)

S 8s
Auf der linken Seite integrieren wir liber zwei-dimensionale Oberflache S;
auf der rechten Seite integrieren wir liber die geschlossene Grenze (d.h. ein-
dimensionale Linie oder Linien) von S.

Gl. (2.4) qilt fiir beliebiges Vektorfeld. Falls wir diese Gleichung zur Be-
schreibung des elektrische Feld verwenden, erhalten wir

%d/ E =0, (2.5)

oS

3Dieser Satz ist als Stoke'scher Satz bekannt.
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flir alle geschlossene Bahne, weil rot E =0.

Ein Integral liber geschlossene Grenze konnen wir als eine Differenz von
Integralen Uber unterschiedliche Wege von einem Punkt zu anderem Punkt
interpretieren. Laut Gl. (2.5) ist diese Summe eine Null. Das bedeutet, dass
das Integral

r

(7. 7) = [ o E@), (2.6)

weg-unabhangig ist. Das heiBt auch, dass

W (R, 7) = e(R) —e(R). (2.7)

Die Funktion ¢(r) heiBt das Potential des elektrischen Felds.
Die Funktion ¢(r) konnen wir berechnen, indem wir ¢ an einem Ort (z.B.
1o ) festlegen. Dann gilt fiir alle anderen Orte

mazwm—/dfé (2.8)

Es ist tiblich Unendlich fiir i zu wahlen und ¢(15) dort gleich Null zu setzen.
Dann

o(F) = —/ di"- E. (2.9)

Wir konnen Gl. (2.8) benutzen um die Ableitung von ¢ mit E zu verbinden.
Betrachten wir ¢ an zwei Orten, die in der Nahe zueinander liegen. Dann gilt

Frd7
o(F+dF) — o(F) = — / dr- E. (2.10)
Wir entwickeln beide Seiten dieser Gleichung in d7 und erhalten

E(F) = —Ve. (2.11)

Diese Formel veranschaulicht, dass die Rotation des elektrischen Felds E
eine Null ist. Um das zu sehen, schreiben wir

rot E=—-V xVp= €i€ijk 0j0k ¢ = 0. (2.12)
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Der letzte Schritt folgt, well €;jx voll antisymmetrisch und 8;0, voll symme-
trisch ist. Falls wir solche zwel Tensoren kontrahieren, bekommen wir eine
Null, z.B.

€xyz0x0y P + €47,0,0,p = €4,,(0:0, — 9,05)p = 0, (2.13)

weil 8,0, = 0,04 gilt.

Um das Potential einer Punktladung zu bestimmen, betrachten wir die
Gl. (2.11) und schreiben

= q
— =——§¢&. 2.14
Vo(r) 47reor2e (2.14)
Der Gradient-Operator in spharischen Koordinaten sieht so aus
V=20, + 88 +8—a (2.15)
TGO TG0 ol g '

Weil die rechte Seite der Gl. (2.14) nur radiale Komponenten hat, konnen
wir das Potential als Funktion von dem Betrag des Vektors r betrachten. Aus

Gl. (2.14) folgt
q

Vo(R) =00(r) = ~ 4, (2.16)

sodass q
= 2.17
o(r) Treor + o, (2.17)

wobei ¢, eine Konstante ist. Falls wir ¢(r) auf Null bei r = co setzen, ist
o = 0. SchlieBlich erhalten wir das elektrische Potential einer Punktladung,
welche sich bei ¥ = 0 befindet. Das Potential lautet

s q
= . 2.1
o) = G (2.18)
Falls eine Ladung sich bei 1y befindet, schreiben wir
. q
o(F)=——== (2.19)

Ameo|r — 1p|

Fiir eine Menge von Ladungen mit Koordinaten r; und Ladungen g;, schrei-

ben wir
N

o) =Y (2.20)

— Aeg|F — T
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Fir eine kontinuerliche Ladungsverteilung gilt

1 d*rAp(f)
F) = . 2.21
w(r) dmeo ) |F— A (221

Wir werden jetzt ein Paar Beispiele diskutieren um zu sehen wie wir
Gl. (2.21) benutzen konnen um Potentiale zu berechnen. Betrachten wir zu-
erst einen Kugel mit Radius R und einer konstanten Ladungsdichte p. Wir
wollen das Potential an einem Ort mit Koordinate " berechnen. Es gibt zweli
Moglichkeiten, r < R und r > R; diese Moglichkeiten sollen wir separat
betrachten.

Wir fangen an mit der Ladungsverteilung; die schreiben wir als

p(F) = p8(R —r), (2.22)

wobei 0(x) Heaviside-Funktion heiBt. Sie ist so definiert

1, x>0,
B(x) = { 0. x<O0. (2.23)
Das Potential ist dann
- o 3 Q(R B I’)
#ln = 47r€o/d A
R 1 (2.24)

1

P P)
= 27r/dr r/dcos@ .
4meg J o A \/r2+r2—2rr coso

wobei 6 der Winkel zwischen 7 und 17 ist und wir haben liber den azimuthalen
Winkel integriert. Das Integral liber 6 ist elementar. Wir erhalten

1

1 1 2
/dC059 :_(‘r+r1|_|r_r1|):{ 5, I’>r1
) \/r2+r12—2rr1c059 rry 2or<n
(2.25)
Es folgt
R
1 1
() = ﬁ/drl r [—Q(r —rn)+—0(n— r)} _ (2.26)
€o r n
0



Wir betrachten den Fall r > R, sodass wir das Potential auBerhalb der
Kugel berechnen. Dann ist 8(r; — r) = 0 weil r; < R ist. Wir erhalten dann

pR®  4mR*p 1 Q
3egr 3 Amegr  Ameor’

o(Nli>r = (2.27)
wobei @ die gesamte Ladung der Kugel ist.

Fir r < R sollen wir ein bisschen mehr machen weil beide Terme in
Gl. (2.26) zum Integral beitragen. Wir schreiben dann

B r R
1
(P(r)|r<R:€£ F/d"lﬁz‘i‘/d"lﬁ

R / (2.28)
r 3 2

o [rr 1, ., 3Q r

L A e | . 1— .
€ | 3r i 2( ' )} 8meoR 3R?

Wir vergleichen die Potentiale fiir r < R und r > R und merken, dass an
r = R das Potential stetig ist.

Es ist auch moglich eine Differentialgleichung fiir das Potential ¢(7) zu
schreiben. Wir benutzen
v.E=F

e (2.29)

zusammen mit Gl. (2.11) um die sogenannte Poisson Gleichung®* zu schreiben

V2o = -2 (2.30)
€o
Der Operator V2 = V - V heiBt Laplace-Operator. In Kartesischen Koordina-
ten konnen wir schreiben

V2=V.-V=) & (2.31)

Wir konnen fragen warum wir die Poisson Gleichungen tiberhaupt brauchen
wenn wir schon die Losung in einer Integralform haben, Gl. (2.21). Die Ant-
wort zu diese Frage ist folgende — wir werden sehen, dass es Situationen gibt
wo wir die Ladungsdichte nicht gegeben bekommen, sondern als Response von

4Fiir p = 0 heiBt diese Gleichung Laplace Gleichung.
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Materialen zum elektrischen Feld finden sollen. Dann muss man beide p und
© oder E simultan finden und fiir diesen Zweck ist die Differentialgleichung
besser als die Integraldarstellung geeinigt.

Um eine Differentialgleichung zu 16sen brauchen wir die Randbedingungen.
Fir eine kontinuerliche Ladungsverteilung im begrenztem Raumgebiet haben
wir zwei Bedingungen: 1) das Potential ¢ und seine Ableitung sollen fiir alle
r stetig sein und 2) ¢(r) — 0 bei |F] — oo. Es gibt aber Situationen wo die
Ableitung des Potentials nicht stetig ist; das passiert falls es Flachenladungen
gibt.

Um das zu sehen betrachten wir noch einmal die unendliche diinne Platte
mit gleichformiger Flachenladung o. Die Platte befindet sich in der x — y
Ebene bei z = 0. Die Flachenladung lautet

p=00(z). (2.32)

Welil alle Punkte in x — y Ebene aquivalent sind, kann das Potential nur von
z abhangen. Die Poisson Gleichung sieht dann so aus
d?p o
Vip=—=——0(2). 2.33
0 =2 =-25(2) (2.33)
Wir konnen beide Seiten diese Gleichung iiber z integrieren. Als Integra-
tionsintervall nehmen wir —§ < z < 9, wobei ¢ positiv und infinitesimal ist.
Dann erhalten wir
o

== (2.34)

do
dz

_de
dz

z=0 z=—0
Weil die Ableitung von ¢ proportional zum elektrischen Feld ist, bedeutet die
obige Gleichung, dass das elektrische Feld von Flachenladungen nicht stetig
ist.

Wir gehen jetzt zuriick zur Gl. (2.33) und betrachten sie fiir z # 0. Dann

ist die Gleichung

d?p(z) _

T (2.35)

und die Losung lautet
o(z) = arz + by, (2.36)
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flir z > 0 bzw. z < 0. Die Stetigkeit des Potentials bei z = 0 bedeutet, dass
b, = b_ ist und wir kdnnen b, = b_ = 0 auswahlen.®> Aus Gl. (2.34) finden
wir o

ap —a.=-——_. (2.37)

Weil z > 0 und z < 0 aquivalent sind, sollen wir

a, =—a_, (2.38)
nehmen. Dann finden wir
o 1
p(z) = —2—6029(2) + 2—6029(—2). (2.39)

Die Berechnung des elektrischen Felds ist dann sehr einfach. Wir erhalten das
Ergebnis welches wir in Vorlesung 1 bereits schon gesehen haben, Gl. (1.59).

Im allgemeinen Fall, gibt es ahnliche Situationen — falls es Flachenladungen
gibt, sind elektrische Felder unstetig. Um die entsprechende Randbedingungen
zu berechnen, merken wir, dass es immer maoglich ist jede Flache lokal als eine
Ebene zu betrachten. Wir zerlegen elektrisches Feld in zwei Vektoren

E=EA+E, (2.40)

wobei i orthogonal zur Ebene ist (Normalvektor) und E,, in der Ebene liegt.
Wir bezeichen das Gebiet iiber die Ebene als Gebiet 1 und das Gebiet unter
die Ebene als Gebiet 2. Die Randbedingungen sind dann

— —

. . e s o = =
n-El—n-Egz—n-V(p1+n-V(p2=ELl—ELQZE—, EHl_E||2:01
0

(2.41)
wobei E; das elektrische Feld im Gebiet / ist.
Die erste Gleichung ist das Gauss'sche Gesetz, die zweite folgt aus

f E.dl= / 45 rot E=0 (2.42)

as S
wenn die Integrationsbahn geschickt ausgewahlt ist.

Wir wollen jetzt diese Randbedingungen benutzen um folgendes Problem
zu diskutieren. Wir betrachten eine Sphare mit Radius R und gleichformiger

SWir kénnen immer das Potential an einem Punkt frei wahlen.
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Flachenladung o, und wollen das elektrische Feld auBerhalb und innerhalb der
Sphare bestimmen. AuBerhalb der Sphare konnen wir das Gauss'sche Gesetz
verwenden. Dann

L Q1
E(F) = pr— €, (2.43)
wobei Q = 4TR?%0 ist. Bei r = R gilt
o Q o
Ei1n—Eio=—, Ei1=—F=— 2.44
1.1 1.2 &’ 1.1 ATeR? o ( )
Es folgt
Ei>=0. (2.45)
Dann, weil /::” = 0, finden wir dass
E, =0, (2.46)

bei |F] = R aber innerhalb der Sphare. Weil es keine Ladungen innerhalb der
Sphare gibt, bedeutet das, dass E fiir alle Ortsvektoren 7 mit r < R eine Null
Ist.

Es gibt eine enge Verbindung zwischen der Energie der Testladung und
dem Potential. Um diesen Zusammenhang festzustellen, merken wir, dass wir
das Potential eingefiihrt haben, indem wir die Arbeit, welche wir leisten sollen
um die Ladung von Punkt r; nach Punkt 5 zu bewegen, analysiert haben.
Die Arbeit ist natiirlich mit der Anderung der Energie verbunden; wir kénnen
sagen, dass wir durch diese Anderung der Lage der Ladung die Energie der
Ladung andern. Dann schreiben wir

U(%) — U(R) = —Q / 47 E(7) = Q(o(%) — (7)), (2.47)

und identifizieren die Energie mit dem Produkt der Ladung und dem Potential
U(r) = Qu(r). (2.48)

Das ist die potentielle Energie der Testladung @ im externen elektrischen Feld,
welches wir mit dem Potential ¢(F) beschreiben. Das ist auch die Arbeit
welche bendtigt wird um die Testladung @ von r = oo nach 7 zu bringen
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vorausgesetzt, dass die Ladungsverteilung fix gehalten ist und dass ¢(r = o0)
eine Null ist.

Es ist interessant zu fragen wie viel Energie in einer Ladungsverteilung
gespeichert ist. Um diese Frage zu beantworten, stellen wir uns vor wie wir
eine solche Verteilung zusammenstellen konnen.

Wir fangen an mit allen Ladungen bei 7, = oo. Dann fangen wir an eine
Ladung nach der anderen in Position zu bringen. Um die erste Ladung g; von
e = 0o zum F = 1} zu bringen, brauchen wir keine Arbeit zu verrichten, well
es kein elektrisches Feld gibt. Danach bringen wir die Ladung ¢, aus 15, = 00
zu r'=r. Gl. (2.48) zur Folge, brauchen wir dafiir die Arbeit

ai1qz

Up= ——""—.
12 4deg|in — 17

(2.49)
Fiir g1g> > 0 ist die Energie positiv (wir sollen arbeiten) weil fiir g;g» < 0 ist
die Energie negativ (es lauft von selbst).

Falls wir die Ladung g3 von 1y, = oo bringen, sollen wir gegen die Felder
der Ladungen g; und g, arbeiten. Dann

qi142 q143 4243
Ameg|ih — 1| Ameo|s — | 4meg|in — 13|

Uiz = (2.50)

Das Ergebnis fiir den allgemeinen Fall ist klar. Die Energie, die wir brau-
chen, um N Ladungen zusammenzustellen ist

N
qiq; 1 qiq;

U= == _ 2.51

Z47reo|r,—rj 2;47reo|r7—?j| ( )

Der Koeffizient 1/2 in der letzten Gleichung brauchen wir weil jedes (/, ) Paar
zweimal in der letzten Formel erscheint.

Wir wollen dhnliche Formeln fiir kontinuerliche Ladungsverteilung herlei-
ten. Wir schreiben

N
1 qi4; 1 o
U=-SN"_9% _ = (7
3 et~ § a0l

1 | S S p(F
=§/d3f1 p(n)e(n) = §/d3f1 p(r1) /d@%

(2.52)
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Wir konnen die obige Gleichung so umschreiben, dass wir elektrische Felder
statt Ladungsverteilungen in der Formel haben. Um das zu machen, benutzen
wir die Gleichung V - E = p/€o und schreiben

/ &7 o(7) o(F) = & / &7 (V- E(7)p(7)

V (E(e(n) - E7) - Ve(d|  (2.53)

I
m
o
o
w
=l
—

wobei wir im letzten Schritt den Term
/d3F v (E(r)go(r)) - / d5-E ¢ (2.54)
r—oo

vernachlaBigt haben weil ¢(r = oo) eine Null ist. Gl. (2.53) zufolge lasst sich
die Energie der beliebigen Ladungsverteilung so ausdriicken

U= %0 &7 E(7) - E(P). (2.55)

Es ist zu merken, dass Gl. (2.55) und Gl. (2.51) nicht ganz kompatibel
sind. Aus Gl. (2.51) folgt, dass die Energie entweder positiv oder negativ sein
kann. Allerdings folgt aus Gl. (2.55), dass die Energie positiv ist. Um den
Ursprung dieses Unterschieds zu verstehen, betrachten wir die einzige La-
dung, welche sich bei 7= 0 befindet. Gl. (2.51) zur Folge, ist die Energie in
diesem Fall eine Null. Allerdings, Gl. (2.55) zur Folge, sollen wir das Skalarpro-
dukt des elektrischen Felds £ = q/(4meor®)é, mit sich selbst berechnen und
dann integrieren. Dieser Term entspricht den Betrag von / = j in der Sum-
me in Gl. (2.51). Wir haben solche Beitrage aus Gl. (2.51) ausgeschlossen
aber spater implizit hereingebracht wann wir zu kontinuerliche Ladungsdichte
uibergegangen sind.

Fir kontinuerliche Ladungsverteilungen spielt dieser Unterschied keine Rol-
le aber flir Punkladungen ist der Unterschied sehr wichtig. Physikalisch, der
Grund fiir der Unterschied zwischen Gl. (2.55) und Gl. (2.51) ist dass Gl. (2.55)
die Energie enthalt, welche gebraucht wird um die Punktladungen zusammen-
zustellen!
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Wir berechnen diese Energie explizit und erhalten dass sie unendlich gross
Ist,
o0

€ [ 5. G q? / dr
e = 2 [ g - = = ool 2.
Upunic 2/ ! 1672e3r*  8meg J r? (2.56)

Eine Moglichkeit dieses Ergebniss zu interpetieren ist zu sagen dass dass
Punktladungen in der Natur nicht existieren kann. Falls wir diesen Standpunkt
warnehmen, kénnen wir den Radius des Elektrons abschatzen. Gl. (2.56) zu-
folge, falls das Elektron einen Radius ry hat, brauchen wir folgende Energie

q2

8meoty

(2.57)

Upunkt -

um den zusammenzustellen. Dank Einstein'sche Gleichung E = mc?, kénnen
wir diese Energie mit der Ruhemasse des Elektrons identifizieren. Dann

2

2 q
e - ) 2.58
Me¢ 8megry ( )
sodass
q2
= — 2.59
o 8megmec? ( )

Wir benutzen jetzt die numerischen Werte fiir die Masse des Elektrons (9.1 x
10731 Kg) und der Lichtgeschwindigkeit (¢ = 299 000 000 m/sek) und
erhalten dann den Radius des Elektrons

ro = 1.4 x 107 Meter. (2.60)

Nach heutige Vorstellungen, ist das Elektron punktartig. Der Radius des
Elektrons, welcher wir berechnet haben, gibt uns eine Distanzskala unter wel-
che die Gesetze klassischer Elektrodynamik nicht gelten und die neue Theo-
rie, die sogennante Quantum Elektrodynamik, benotigt ist um die Natur fiir
Abstande r < ry zu beschreiben.
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3 Leiter

In dieser Vorlesung reden wir tiber Materialien in elektrischem Feld. Es gibt
zwei Arten von Materialen — Leiter und Isolatoren. In einem Leiter konnen
sich Ladungen (meistens Elektronen) frei bewegen; in einem Isolator nicht.
Dementsprechend kann der Strom durch einen Leiter flieBen aber in Isolatoren
passiert das nicht.

In dieser Vorlesung reden wir tiber Leiter. Allerdings, weil wir Elektrosta-
tik diskutieren, betrachten wir Situationen wo kein Strom flieBt. Aus dieser
Bemerkung konnen wir folgende SchluBfolgerungen ziehen:

1.

in statischer Situation ist elektrisches Feld innerhalb eines Leiters eine
Null, E = 0:

die Ladungen sollen sich an der Oberflache des Leiters befinden. Diese
Ladungen konnen dann durch externes Feld induziert sein. Im Inneren
des Leiters ist die Ladungsdichte eine Null, p = 0. Das folgt aus V- E =

p/e€o-

Ein Leiter ist eine Aquipotentialfliche. Um das zu sehen nehmen wir
zwel Punkte eines Leiters und schreiben

ra

o(72) — (i) = - / a7 E(7). (3.1)

b

Zwel Punkte eines Leiters konnen wir immer mit einer Bahn verbinden,
welche innerhalb des Leiters liegt. Well innerhalb des Leiters E = 0 ist,
finden wir ©(7,) = o(1}).

. Direkt auBerhalb des Leiters ist E orthogonal zur Oberflache. Um das

zu verstehen, merken wir, dass die Komponente des elektrischen Felds,
welches in der Oberflache liegt, kontinuerlich sein soll. Innerhalb des
Leiters ist £ = 0, sodass £ = 0.

Wir diskutieren jetzt was passiert, falls wir einen Leiter in elektrisches
Feld platzieren. Dann sollen sich die Ladungen in dem Leiter bewegen um
elektrisches Feld zu kompensieren. Diese Bewegung flihrt dazu, dass auf der
Oberflache des Leiters die Ladungsverteilung induziert ist.
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Das hat interessante Folgen. Eine von denen ist die anziehende Kraft zwi-
schen einem ungeladenen Leiter und einer Ladung, welche sich auBerhalb des
Leiters befindet. Der Grund dafiir ist die induzierte Ladung. Angenommen, es
gibt eine positive Ladung auBerhalb des Leiters. Das elektrische Feld innerhalb
des Leiters miiss induzierte Ladungen komplett kompensieren. Das bedeutet,
dass negative Ladungen sich nadher an der Punktladung aufhalten sollen als
positive Ladungen; diese Ladungsverteilung bedeutet, dass es eine anziehende
Kraft zwischen dem Leiter und der Ladung gibt.

Es ist interessant zu verstehen wie sich induzierte Ladungen an der Ober-
flache des Leiters verteilen. Bevor wir liber den allgemeinen Fall reden, be-
trachten wir folgendes Beispiel. Es gibt eine leitende Kugel mit Radius a und
einem spharischen Hohlraum mit Radius b. Das Zentrum des Hohlraums und
das Zentrum der Kiigel liegen bei = 0. Im Zentrum der Kugel befindet sich
eine Punktladung g. Wir wollen elektrische Potentiale finden.

Dieses Problem hat (offensichtlich) eine spharische Symmetrie. Das be-
deutet, dass auBerhalb der Kugels wir den Gauss'schen Satz benutzen konnen
um elektrisches Feld und Potential zu beschreiben. Wir erhalten

2/ q q
E(r = .
(P)lr>a ATreyr? ATegr

é;: (p(r)|r>a = (32)

Fir b < r < a, sollen wir E = 0 haben. Das ist natiirlich nur moglich, falls es
eine Oberflachenladung bei r = a gibt. Diese Oberflachenladung berechnen
wir mit Hilfe von Randbedingungen, Gl. (2.41) in Vorlesung 2. Wir erhalten

a__%

E(A)|,g = —— = =2, 3.3
B = g = 2 (33)
sodass q
a— . 3.4
g 4 52 (34)

Wir konnen das elektrische Feld im Hohlraum mit Hilfe vom Gauss'schen
Satz berechnen. In diesem Fall sollen wir die Punktladung bei r = 0 berticksichtigen.
Wir erhalten

q

E(F)|r<b = Wérr (P(f)|r<b =

q
dmegr

+ o, (3.5)

wobei g eine Konstante ist. Die Berechnung der Oberflachenladung bei r = b
ist identisch zur obigen Diskussion. Wir erhalten

q

Op =
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Weil alle Punkten des Leiters identisches elektrische Potential haben sollen,
finden wir ¢y beim Vergleichen ¢(r = b) und ¢(r = a). Wir erhalten

. q 1 1
Yo = Amey (a b) ' (3.7)

sodass q
(p(r)|b<r<a = 4Tega (38)

Mit Hilfe dieser Berechnung konnen wir erfahren wie die Felder induzierter
Ladungen sich in einem Leiter kompensieren. In unserem Problem haben wir
drei Ladungen: i) die Punktladung bei r'= 0, ii) die Ladungsdichte bei r = b
und iii) die Ladungsdichte bei r = a. Das elektrische Feld beim Punkt 7 ist
eine Summe der elektrischen Felder dieser Ladungen.

E(F) = Ey(P) + E.(F) + Eu(P). (3.9)

Fir b<r < a, gilt
E,=0, Eq+E,=0, (3.10)

sodass zwei Felder sich kompensieren. Fiir |r| > a bleibt l::q + E, = 0 giiltig.
D.h., dasa in diesem Problem die Ladung in einem Hohlraum komplett abge-
schirmt ist.

Wir kénnen jetzt Fragen, ob sich etwas an diesen Uberlegungen andert,
falls wir einen beliebigen (d.h. nicht sphéarischen) Hohlraum in einer Kugel
haben. Das Symmetrieargument fallt natiirlich weg und wir sollten anders
argumentieren. Stellen wir uns vor, dass wir einen unendlich groBen Leiter
mit einem Hohlraum haben. Fiir einen Punkt in dem Leiter schreiben wir das
gesamte elektrische Feld

0=E,+ En+ Eas, (3.11)

wobei /::q das Feld der Punktladung, E., das Feld der induzierten Ladung an
der Oberflache des Hohlraums und I::aus das Feld an der externen Oberflache
des Leiters ist. Weil der Leiter sehr groB (unendlich groB) ist, muss E,s=0
sein. Das bedeutet dann, dass

0 = Eq(F) + En(P) (3.12)

flir beliebige Hohlraume gilt.
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Jetzt, statt einem unendlich groBen Leiter betrachten wir eine Kugel mit
dem gleichen Hohlraum und der gleichen Punktladung wie vorher. Wir konnen
Jetzt folgendes machen. Wir nehmen die gleiche Ladungsdichte o, an der
Oberflache der Kugel wie im obigen Problem. Dann ist die Gl. (3.12) inner-
halb der Kugel giiltig. Wir sollen jetzt die Ladungsdichte an der Oberflache
der Kugel finden, welche kein elektrisches Feld innerhalb der Kugel erzeugt.
Solche Ladungsdichten kennen wir — eine gleichformige sphéarische Ladungs-
verteilung erzeugt kein elektrisches Feld innerhalb der Kugel. Dann nehmen
wir die Ladungsdichte o = g/(4ma?) und erhalten elektrisches Feld auBerhalb

der Kugel
q .

E = e,
Amegr? "

(3.13)

auch fir beliebige Hohlraume.

Wir diskutieren ein ahnliches Beispiel. Wir nehmmen einen Leiter mit einem
beliebigen Hohlraum und platzieren ihn in elektrisches Feld. Wir wollen wissen,
ob es elektrisches Feld im Hohlraum gibt. Um diese Frage beantworten zu
konnen, merken wir, dass der Leiter aquipotential sein soll, inklusive an der
Oberfliche des Hohlraumes. Es ist offensichtlich, dass, falls £ = 0 innerhalb
des Hohlraums ist, diese Bedingung erfiillt ist.° Es bleibt zu beweisen, dass
es keine andere Losungen gibt; diesen Beweis diskutieren wir in der nachsten
Vorlesung.

Wir haben erwahnt, dass es eine Kraft zwischen dem ungeladenen Leiter
und den externen Ladungen gibt. Um diese Kraft zu berechnen, stellen wir
uns vor, dass die Oberflachenladungsdichte bekannt ist. Wir bezeichnen diese
Ladungsdichte mit o. Die Kraft per Flacheneinheit ist dann

F =0E = ¢£E?n, (3.14)

wobei 7 der Normal-Vektor zur Oberfldache ist. Fir den letzten Schritt haben
wir die Randbedingungen in GI. (2.41) benutzt. Die obige Formel Gl. (3.14)
ist fast richtig aber nur fast.

5Um das zu sehen, merken wir, dass die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten 7, und
7 _
7y als Ap = — [dF - E geschrieben werden kann. Fiir alle Punkte an der Oberfliche des
Ta
Hohlraumes konnen wir die Bahn zwischen 7; und 7, so auswahlen, dass sie immer in dem
Hohlraum liegt.
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Der Grund dafiir ist, dass das Feld E an der Oberfliche eine Summe von
dem Feld L-:U, erzeugt von der Ladung o, und dem Feld L-:an, erzeugt von allen
anderen, ist. Um die Kraft an der Ladung o zu berechnen, sollen wir nur I_Ean
nehmen, weil die Wirkung an sich selbst gibt es nicht.

Um Ean zu finden, merken wir, dass dieses Feld stetig ist und Ea unstetig
ist. Dann gilt

(3.15)

(3.16)

Das richtige Ergebnis fiir die Kraft per Flacheneinheit ist dann

/:22
62 7. (3.17)

—

F=0cE,, =

Der Unterschied zur Gl. (3.14) ist ein Faktor zwei.

Es ist moglich Leiter zu benutzen, um die Energie des elektrischen Felds zu
speichern. Betrachten wir zwei Leiter. Wir platzieren die Ladung +Q an einem
der Leiter und die Ladung —Q an dem anderen. Weil elektrisches Potential
an einem Leiter konstant ist, konnen wir die Potentialdifferenz zwischen den
zwel Leitern bestimmen. Diese Differenz bezeichnen wir mit V/, sodass

V=¢iq—v-q (3.18)

Die Differenz ist proportional zu der Ladung @ und hangt von der Geometrie
der Leiter, von dem Abstand zwischen den Leitern u.s.w. ab. Um das alles zu
characterisieren, fiihren wir eine GroBe ein, welche wir Kapazitdat nennen und
mit dem Buchstabe C bezeichnen

C=1 (3.19)

Kapazitat zeigt welche Ladung notig ist um eine bestimmte Potentialdifferenz
zu erzeugen. Die Einheit der Kapazitat ist Farad F. Ein Farad ist ein Coulomb
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pro Volt. Weil ein Coulomb eine riesige Ladung ist, liegen alltagliche Werte
von Kapazititen in dem Bereich zwischen 107° und 1072 Farad.

Als Beispiel berechnen wir die Kapazitat eines Plattenkondensators, wel-
cher aus zwei metallischen Platten besteht. Jede Platte hat eine Flache A.
Der Abstand zwischen den Platten ist d. Fiir die Berechnung des elektrischen
Felds betrachten wir diese Platten als unendlich groB, sodass wir die bekannte
Formel fir das elektrische Feld benutzen konnen.

Um Felde zu berechnen, benutzen wir das Superpositionsprinzip und ad-
dieren die Felder der Platten. Die Ladungsdichte ist +Q/A. Es folgt, dass es
kein elektrisches Feld auBerhalb der Platten existiert. Zwischen den Platten
ist das Feld

Q

Der Vektor 7 ist ein Einheitsvektor (i7? = 1), welcher orthogonal zu den
Platten ist und zeigt von der Platte mit der Ladung +Q zu der Platte mit der
Ladung —Q. Die Potentialdifferenz ist dann

Q

= |E|ld = —d. 21
V =|E|d Aeod (3.21)
Die Kapazitat Plattenkondensators ist dann
. Q . EoA
C= vV g (3.22)

Ahnlich kénnen wir die Kapazitit eines spharischen Kondensators berech-
nen. Der spharische Kondensator besteht aus zwei metallischen Spharen; eine
mit dem Radius a and die andere mit dem Radius b. Wir nehmen an, dass
b > a. Die Sphare mit dem Radius a hat die Ladung +Q@ und die Sphare mit
dem Radius b hat die Ladung —Q. Das elektrische Feld zwischen den zwei
Spharen ist

- (O
E = pr— é. (3.23)
Die Potentialdifferenz ist
Q Q
= — . 24
dmega 4dmegh (3.24)
Die Kapazitat folgt o
dmegba
C=—=—. 2
Vv b—a (3.25)
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Falls wir die Kapazitat des Kondensators kennen, konnen wir die Energie
des elektrischen Felds berechnen, welche in einem Kondensator gespeichert
ist. Um das zu machen, stellen wir uns vor, dass wir die Ladung dQ von dem
Leiter mit der Ladung —Q zum Leiter mit der Ladung 4+Q verschieben. Dann
sollen wir folgende Arbeit leisten

dW =dQ V = dQ%. (3.26)
Wir integrieren diese Gleichung und erhalten
@1,
W = °C = ECV , (3.27)

wobei die letzte Gleichung aus der Definition der Kapazitat folgt.
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4 Losungen der Laplace und Poisson Gleichungen

Wir fangen an mit der Diskussion folgendes Problems. Es gibt eine Ladung q
am Punkt 5 = (0, 0, d) und eine unendliche Eisenplatte, die sich im Halbraum
z < 0 befindet (siehe Bild 6). Das Potential der Platte ist auf Null gesetzt.
Wir wollen elektrisches Feld bestimmen.

Die Poisson Gleichung fiir z > 0 lautet

V2 = —%5@)(?— 7). (4.1)

Fir z < 0 gibt es kein elektrisches Feld und ¢ ist identisch mit Null.

Wir sollen jetzt die Losung der Gl. (4.1) finden, welche mit den Randbedin-
gungen bei z = 0 kompatibel ist. Diese Randbedingungen sind ¢(z =0) =0
und E,(z =0) =0 und E,(z = 0) = 0. Uber E, bei z= 0 kdnnen wir nur
sagen, dass

E.=2 (4.2)
€0
wobei o die induzierte Oberlflachenladung ist; diese Ladung kennen wir nicht
und sollen sie finden.

Dieses Problem ist kompliziert, aber es gibt einen Trick es zu l6sen. Der
Trick besteht darin, dass wir die Losung raten. Die ldee ist, dass wir versuchen
eine einfache Ladungsverteilung zu finden, welche elektrisches Feld erzeugt,
das mit den Randbedingungen kompatibel ist.

Demzufolge betrachten wir ein anderes Problem: es gibt zwei elektrische

Ladungen im freien Raum. Die Ladung g befindet sichbeix =0,y =0,z =d,

also bei ¥ = I, und die Ladung —q bei x = 0,y = 0,z = —d, also bei
r=nr = —r. Die Poisson Gleichung lautet in diesem Fall
G20 = — 1@y L5 r_F
Vip = ——0(r—n)+ =0 (r—n). (4.3)
€o €0

Falls wir uns auf obigem (z > 0) Halbraum konzentrieren, sind Gl. (4.1) und
(4.3) aquivalent, weil die zweite Delta-Funktion in Gl. (4.3) keine Rolle spielt.
Die Losung Gl. (4.3) lautet

_— ! - ! (4.4)
Ameo | /X2 +y2+(z—d)2 /X2 +y2+(z+d)?| '

4
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\ Eisen |

Abbildung 6: Die Punktladung g uber die Eisenplatte.

Aus dieser Losung folgt, dass ¢(x,y,0) = 0 fiir z = 0. Das bedeutet auch,
dass E, = E, = 0 fiir alle Punkte an der (x, y)-Ebene gilt.

Obwohl wir das Potential in Gl. (4.4) fiir zwei Ladungen und keine Platte
konstruiert haben, haben wir alle Randbedingungen fiir unser Problem mit den
Eisenplatten erfillt. Falls wir beweisen konnen, dass die Losungen der Poisson
Gleiching fiir gewisse Randbedingungen eindeutig sind, konnen wir behaup-
ten, dass unsere Losung Gl. (4.3) auch die Losung fiir unser urspriingliches
Problem mit der Eisenplatte sein muss.

Jetzt diskutieren wir unter welchen Bedingungen die Losungen der Pois-
son Gleichung eindeutig sind. Wir fangen an mit einer Rechnung; warum sie
wichtig ist, sehen wir erst spater. Wir nehmen eine Punktladung g, welche
sich bei = rp befindet, und integrieren das Potential der Ladung q iiber die
Sphare mit Radius R und dem Zentrum in 71 (siehe Bild 7). Wir schreiben

dann
1

F~Fil=R

Wir benutzen @(F) = q/(4meo|F — Fo|), schreiben F= 7 + R und erhalten

dQ2s
= —L / R (4.6)
1670 J |F — iy + R|

Wir bezeichnen r; — rj als o, nehmen die Richtung der z-Achse entlang p. Wir
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Abbildung 7: Die Berechnung des Mittlewerts des Potentials der Punkladung.

erhalten dann (|p] > R)

/ dQs / dcosf
|f1—fo+R| V0% + R2 +2pR cosf

2
——W<\/p2+R2+2pR—\/p2+R2—2pR>:p—;(p—l—R—p+R)

47r 4
,0 ’fl - f0|
(4.7)
Das bedeutet, dass
1 . ~
s | e(7)dS =e(R). (4.8)

Dieses Ergebniss bedeutet, dass das Potential ¢(r) an keinem Punkt 7 we-
der ein lokales Maximum noch ein Minimum haben kann. Dies kann nur bei
den Randflachen passieren. Obwohl wir dieses Ergebnis nur fiir eine Punkt-
ladung bewiesen haben, gilt es fiir beliebige Ladungsverteilungen wegen des
Superpositionsprinzips.

Diese Beobachtung hat wichtige Konsequenzen fiir die Losung der Poisson
oder Laplace Gleichung. Nehmen wir an, dass wir das Potential ¢ auf einer
Randlfache definiert haben; wir wollen das Potential innerhalb dieser Flache
bestimmen. Wir nehmen an, dass es keine Ladungen innerhalb der Flache gibt.
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Dann benutzen wir die Laplace Gleichung
Vp =0, (4.9)

und versuchen die Losung zu finden, welche die Randbedingungen erfiillt.
Nehmen wir an, dass wir zwei Losungen dieser Gleichung gefunden haben,
welche identische Randbedingungen erfiillen. Wir bezeichnen diese Losungen
mit ¢; und @, und betrachten @3 = ©; — >. Das Potential @3 erfiillt die
Laplace Gleichung

V23 = 0. (4.10)

Die Randbedingung fiir 3 ist ¢3 = 0 auf der Randflache. Weil das Maximum
und das Minimum des Potentials auf der Randflache sein soll, folgt daraus,
dass das Potential @3 uberal eine Null ist.

Das gleiche gilt auch fiir die Poisson Gleichung

V2o = -2 (4.11)
€0
mit Randbedingungen auf der Randflache. In diesem Fall ist die Argumenta-
tion identisch. Falls es zwei Losungen 1, gibt, erfillt die Differenz @3 =
1 — > eine Laplace Gleichung mit Randbedingungen @3 = 0 auf der Rand-
flache. Wir haben gesehen, dass in diesem Fall @3 = 0 ist.

Es gibt die zweite Wahl der Randbedingungen, welche die Losung der
Poisson-Gleichung vollstandig definieren. Wir konnen z.B. die gesamten La-
dungen an jedem Leiter im Raum vorschreiben, raumliche Ladungsdichten
geben und an duBeren Randflachen das Potential definieren. In diesem Fall ist
die Losung der Poisson-Gleichung auch eindeutig.

Wir gehen zuriick zum Beispiel mit der Punktladung und unendlich groBen
Eisenplatte bei z < 0. Die Randbedingung war ¢(x, y, z = 0) = 0. Die Losung
der Poisson Gleichung muss dann eindeutig sein.” Wir haben die Losung mit
Hilfe von " Spiegelladung” konstruiert und die Randbedingungen erfiillt. Das
bedeutet, dass unsere Losung Gl. (4.4) richtig ist, und dass es keine zweite
Losung geben kann.

Wir wollen jetzt mit Hilfe der Losung Gl. (4.4) induzierte Ladung an der
Flache der Platte finden. Diese Ladung erhalten wir aus den Randbedingungen

E,(x,y,z=0)= 63 (4.12)
0

"Wir sollen noch dazu sagen, dass bei r — —oco das Potential auch eine Null ist, ¢ — 0.
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Um E, zu berechnen, schreiben wir
E, = —0,p, (4.13)
benutzen Gl. (4.4) und erhalten

q d

E,(x,y,z=0) = “ores (C 1y 1 ) (4.14)
Die induzierte Ladungsdichte lautet
d
o(x,y) = -2 (4.15)

Com (X2 4 y2 4 d2)32

Um gesamte induzierte Ladung zu berechnen, integrieren wir iiber die
Oberflache. Wir erhalten

[e.o]

pdp
0

wobei wir zylindrische Koordinaten eingefiihrt haben um das Integral zu be-
rechnen.

Wir konnen auch die Kraft zwischen der Punktladung und der Platte be-
rechnen. Die Kraft per Flacheneinheit ist

f=—""2¢@, (4.17)

Die gesamte Kraft ist dann

£ q°d? 2 / dx dy
© 8m2¢ © ) (X2 +y2+ d?)3
q2 2 it 2 2 (4]‘8)

ds pdp q o q

" 4meg(2d)2 ©

= 4rme, (p2 4+ d2)3  16meqd? ©
0

Diese Kraft ist genau die Kraft zwischen der urspriinglichen Punktladung und
der Spiegelladung.

Ein anderes Beispiel bezieht sich auf einer leitenden Kugel mit dem Radius
R und einer Punktladung g. Das Potential der Kugel is ¢ = 0. Der Abstand
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Abbildung 8: Die Ladung g und die Spiegelladung ¢’ fiir leitende Kiigel.

zwischen dem Zentrum der Kugel und der Ladung ist a > R. Wir wollen das
elektrische Potential auBerhalb der Kugel finden.

Wir versuchen genau das gleiche zu machen wie in dem Beispiel mit der
Eisenplatte: namlich, wir versuchen eine Verteilung von Punktladungen zu fin-
den fiir welche die Oberflache der Kugel eine aquipotentiale Flache ist. Wir
versuchen zuerst mit einer zusatzlichen Ladung. Wie wahlen das Koordina-
tensystem so aus, dass das Zentrum der Kugel im Ursprung liegt und die
Punktladung g auf der z-Achse bei z = a liegt. Wir nehmen an, dass es noch
eine Punktladung —q’ gibt, welche sich auch auf der z-Achse befindet und
den Abstand b zum Ursprung hat (siehe Bild 8). Wir versuchen dann ¢’ und
b so zu wahlen, dass die Oberflache der Kugel das Potential ¢ = 0 hat.

Wir schreiben dann B

0= 9y(R) + 94 (R), (4.19)

wobei R einen beliebigen Punkt an der Oberfliche der Kugel beschreibt. Wir
schreiben die Potentiale explizit aus und finden

0

_ 1 ( q q ) (4.20)

 4meg \V/R2+ a2 —2Racos® RZ+ b2 —2Rbcos@) '

Wir wollen solche ¢’ und b finden, welche diese Gleichung fiir alle @ erfiillen.
Wir schreiben die obige Gleichung um

/

q q

_ , 421
VR?2+ a2 —2Racos VR2+ b2 —2Rbcosh ( )

und quadrieren beide Seiten. Nach einer Umschreibung finden wir
?(R? + b*> — 2Rbcos8) = ¢°(R?> + a> — 2Racos ). (4.22)
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Weil diese Gleichung fiir beliebige Winkel 6 gelten soll, konnen wir die als zwel
Gleichungen umschreiben

2Rbg? = 2Raq”,

4.23
PR+ b*) = ¢*(R* + ). (4-23)

Aus diesen Gleichungen erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir b
ab®> — (R + a°)b+ R?a=0. (4.24)

Diese Gleichung hat zwei Losungen b = a und b = R?/a. Die Ladungen ¢’
sind dann ¢ = g und ¢’ = gR/a. Die erste Losung b = a, q' = q ist nicht
interessant, weil wir die induzierte Ladung ¢’ = —q genau an der Ladung ¢
platzieren. Dann ist das gesamte Potential dberall eine Null und nicht nur
an der Oberflache der Kugel.

Die zweite Mdoglichkeit ¢ = gR/a und b = R?/a gibt die nicht-triviale
Losung. Das Potential auBerhalb der Kugel lautet

q 1 R
ey | |F— a€,| a|lf — R?/a &

p(r) = (4.25)

Es gibt auch andere Methoden, welche verwendet werden kann, um die
Laplace-Gleichung zu losen; diese Methoden werden wir jetzt diskutieren. Um
konkret zu sein, betrachten wir folgendes Problem. Es gibt drei unendlich
groBe leitende Platten. Zwei von diesen liegen parallel zur (x — z)-Ebene
und sind geerdet (¢ = 0). Die Koordinaten dieser Platten sind y = 0 und
y = a. Bei x =0 in y — z Ebene liegt die dritte Platte, welche von den zwel
andere Platten isoliert ist und das Potential V(y) hat (siehe Bild 9). V(y)
ist eine beliebige Funktion. Wir wollen das elektrische Potential in dem Raum
zwischen den Platten bestimmen and versuchen die Laplace Gleichung direkt
zu |osen.

Um die Losung zu konstruieren, merken wir, dass in diesem Problem keine
Abhangigkeit von der Koordinate z vorkommt; d.h., wir kénnen annehmen,
dass das Potential ¢(x, y, z) nur eine Funktion von x und y ist. Die Laplace
Gleichung lautet dann

Bw(x,y) + 8 p(x,y) =0. (4.26)

41



Abbildung 9: Das Arrangement von drei PLatten.

Um diese Gleichung zu lésen, nehmen wir an, dass das Potential ¢(x, y) als
Produkt von zweil Funktionen geschrieben werden kann

o(x,y) = F(Xx)F,(y). (4.27)

Diese Moglichkeit ist nicht selbstverstandlich und muss mit den Randbedin-
gungen kompatibel sein. Aus der Laplace Gleichung erhalten wir

1 dP°F 1 &R

ERae ~ RO R (#.28)

Die linke Seite ist eine Funktion von x; die rechte Seite von y. Beide Seiten
konnen nur gleich sein, falls sie eine Konstante sind. Dann schreiebn wir

1 d?F(x) ) 1 d*F,(y) )
Z X\ = —o~. 4.2
FO) ae % B ar  © (4.29)

Um diese Gleichungen zu losen und o zu bestimmen, diskutieren wir die
Randbedingungen fir £, und F,. Wir fangen an mit dem Potential fiir y = 0
und y = a. Fiir alle x-Werte sollen folgende Gleichungen gelten

©(x,0) = F(x)F,(0) =0, o(x,a)=F«(x)F,(a)=0. (4.30)
Das bedeutet, dass
F,(0) =0 and F,(a) = 0. (4.31)
Fir x =0 qilt
©(0,y) = F(0)F,(y) = V(y). (4.32)
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Es sieht so aus als wir die Funktion F,(y) aus der obigen Gleichung
vollstandig bestimmen kann. Allerdings, falls es so ware, sollte die Funkti-
on V(y) die Gl. (4.29) erfiillen, was fiir eine beliebige Funktion nicht der Fall
sein soll. Wir werden sehen dass wir diesen Wiederspruch umgehen kann in
dem wir ¢(x, y) als eine Summe ¢(x,y) = > FX(”)(X)FJE")(y) interpretieren
und die Randbedingung Eq. (4.32) fiir die ganze Summe, und nicht individuele
Terme in der Summe, anwenden.

Wir fangen an mit Gl. (4.29). Die Losung dieser Gleichung lautet

Fy(y) = Asin(ay + ¢). (4.33)

Weil F,(0) = F,(a) =0, gilt = 0 und o = 7n/a, wobei n eine beliebige
ganze Zahlist, n=1,2,3,... Dann

B /TNy
F,(y) = Aysin (—a ) (4.34)
Die Gleichung fiir F(x) ist dann
d?F(x)  m2n?
e -z Fy(x). (4.35)
Die allgemeine Losung lautet
Fo(x) = C,e™™/? 4+ B,e~ ™™/ (4.36)

Obwohl die Differentialgleichung beide e-Funktionen erlaubt, brauchen wir
nur die Losung e~ ™/2 weil das Potential bei x — oo eine Null sein soll.
Dementsprechend setzen wir C,, — 0 und erhalten

Fr(x) = Bne ™. (4.37)

Die gesamte Losung ist dann

Ty

(p(xyy) = Bne—ﬂ'n/axAn sin (T) — \/ne—ﬂ'n/ax sin <7T_'7)/> '

: (4.38)

Diese Losung hat drei Probleme: erstens, sie hangt von einem Parame-
ter n ab, welches nicht festgelegt ist; zweitens, sie ist proportional zu einer
unbekannten Konstante V;, und, drittens, sie erfiillt die Randbedingungen bei
x = 0 nicht.
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Man kann alle diese Probleme auf einem Schlag losen, indem man eine
lineare Kombination von allen méglichen Losungen in Gl. (4.38) nimmt

- —TTnx : wny
o(x,y) = ; V,e "™/ sin <T> . (4.39)

Dieses Potential erfiillt die Laplace-Gleichung und die Randbedingungen, falls
wir die Koeffizienten V,, so auswahlen, dass

B = . /TNy
V(y) = HZ:; V,,sin <_a ) : (4.40)
Um diese Koeffizienten zu bestimmen, berechnen wir folgendes Integral
_/mmy > _/mmyN . /Tny
dy V (%) = \/,.,/d (F5F)sin (7). (44
/ y V(y) sin a z; y sin {—= ) sin { — ( )
0 n= 0

Das Integral des Produkts von zwei Sinus-Funktionen ist einfach zu berechnen.
Wir erhalten

foron (22 (2) =4 o o (52) - (22
1 sin (”(”—m)y> gi _din <7r<n+am)y) ’

(?1.42)

= 0.

Die einzige Ausnahme ist der Fall n = m; in diesem Fall ist das Integral a/2.
Das Ergebnis lautet

/ady sin <7r_r:y> sin (%) = g Omn- (4.43)
0

Dementsprechend finden wir

a

Vi = g/dy V(y) sin (%) . (4.44)

0

44



Abbildung 10: Die leitende Box.

Die Gl. (4.39) gibt uns die Losung des urspriinglichen Problems.

Als konkretes Beispiel nehmen wir an, dass V(y) = , ist. In diesem Fall
konnen wir das Integral in obiger Gleichung berechnen und erhalten
a
2 . /TNy 2V6
V,=< [ dy v (—):—1— —1)". 4.45
=2 [arvesin (") =22 - -1y (4.45)
0
Fir V(y) = W gilt nun
Vo L= (=1)") _rnnya_ (7”7 )
y) =22y~ L X —y). 4.46
plxy)=="=3 e ™ /7sin (—y (4.46)

n
n

Als zweites Beispiel betrachten wir eine leitende Box mit Seiten 0 < x < a,
0<y<bund0 < z < c. Fiinf Seiten dieser Box sind geerdet (¢ = 0) und
die Seite bei z = 0 hat das Potential \, (siehe Bild 10). Wir wollen das
elektrische Potential innerhalb der Box finden. Wir benutzen die Methode
von Trennung der Variablen und schreiben

(P(vavz):FX(X)Fy(Y)Fz(Z)- (447)
Die Randbedingungen fiir diese Funktionen sind dann

Fx(0) = F(a) =0, F,(0) = F(b) =0, FA(0)=W, F(c)=0.

(4.48)
Die Funktionen F,(0) und F,(0) kénnen wir dann so schreiben
Fy(x) ~ sin ”—gx F(y) ~sin (4.49)

b
45



wobei n und m beliebige positive ganze Zahlen sind.
Aus der Laplace Gleichung folgt

d?F,(2) w2n?  w?m?
i Z( =+ )Fz<z>:K2Fz<z>. (4.50)

Die Losung dieser Gleichung, welche die Randbedingung bei z = ¢ erfiillt,
sieht so aus

F,(z) ~sinh (k(c — 2)). (4.51)
Die allgemeine Losung ist dann
- L /TNXN . /TmyyN .
1= 3 Ao (T sin (M) sith (e 7). (452
w(x,y,2z) m;1 msin (= ) sin | — )sm (Knm(c —2)), (4.52)
wobel
m2n° w2 m?2
Kom =\ 5~ + 55— (4.53)
Ist.

Um die Koeffizienten A, ,, zu bestimmen, setzen wir z = 0 in Gl. (4.52)
ein und erhalten

o(x,y,0) =W = i Anmsin (;T) sin (LZW> sinh (Kamc) . (4.54)
m,n=1

Mit der Hilfe von GI. (4.43) finden wir

a

b
L (TNXN . TmyN i .
/dx/dy Vo sin (T) sin (T) = abA"'msmh (KnmC) - (4.55)
0

0
Die Integrale konnen wir aus Gl. (4.45) extrahieren. Wir erhalten dann

v (1-(=DNA-(=D")

Anm= .
M w2nm sinh (Kpm¢)

(4.56)

Um das Potential ¢(x, y, z) zu erhalten, sollen wir die Koeffizienten A, in
Gl. (4.52) einsetzen.

Wir haben zwei Beispiele gesehen, wo man die Laplace Gleichung in Karte-
sischem Koordinatensystem effektiv l[0sen kann. Allerdings, welche Variablen
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wir auswahlen sollen, um die Laplace Gleichung am einfachsten zu losen,
hangt von der Symmetrie des Problems ab. Um ein Beispiel zu diskutieren,
nehmen wir an, dass es eine leitende Sphare gibt und an dieser Sphare das
Potential als eine Funktion des Polarwinkels 6 gegeben ist. Wir wollen das
Potential innerhalb der Sphare finden.

Es ist ziemlich klar, dass das Kartesische Koordinatensystem in diesem
Fall nicht die beste Wahl ist, und wir sollten deshalb spharische Koordinaten
anwenden. Der Laplace-Operator V2 in spharischen Koordinaten lautet

Vi = —8 (r’6,p) + 89 (sin B0 ) + ————030. (4.57)

n’o

Falls die Randbedingungen es erlauben, konnen wir auch in diesem Fall
Variablen trennen. Wir schreiben dann

©(r.0,¢) = F.(r)Fe(0)Fy(¢), (4.58)
sodass
1 6,(r?0,F,) 1 0y (sinBdyFy) 1 O F
Vi = ”( £ tPsme R s /) 59

Fiir die Laplace-Gleichung V2¢ = 0 erhalten wir

16,(r°0,F) | 1 8(sin68sFo) 1 OGFy
2 F, r2sin @ Fo r2sin 6 Fy

—0.  (4.60)

Wir fangen mit Fg an. In diesem Fall sollen wir die Gleichung

02 Fy
&> = —n? 4.61
£t=m (4.61)
losen. Das Ergebnis ist .
Fy~ efm?. (4.62)

Weil an der Sphare o(¢) = @(¢ + 2m) gilt, finden wir, dass m eine ganze
Zahl sein soll. Wir erhalten dann

0,(r?8,F,) N 1 Oy (sin60Fs) m?

F, sin Fo sin

—0. (4.63)

47



Nur der erste Term dieser Gleichung kann r-abhangig sein. Um das zu ver-

meiden schreiben wir
8,(r?o,F,)

F,
wobei / eine Konstante ist. Es folgt

= I(1+1), (4.64)

1 89 (sin 989/-_9) m2 .
ez F e —I(/+1). (4.65)

Wir fangen mit Gl. (4.65) an. Nach der Variablentransformation 6 — x =
cos @ finden wir

% {(1 — X2)%F9:| + (/(/ +1) — %) Fo = 0. (4.66)

Die Losungen dieser Gleichung sind bekannt; sie heiBen assoziierte Legendre
Polynome; wir bezeichnen sie mit P/"(x).

Ein Spezialfall ist m = 0. Dieser Fall entspricht ¢-unabhangige Losungen,
also die azimuthale Symmetrie. Die Lésungen Gl. (4.66) fiir m = 0 heiBen
Legendre Polynome; wir bezeichnen sie mit Pj(x). Das Verhaltnis zwischen
Pi(x) und P™(x) lautet

P (x) = (1 — x2)™/2 (%) Pi(x). (4.67)

Die Differentialgleichung fiir P(x) ist

5 a5 Reo| 10+ nAG) —0 (4.69)

Sehr viele Eigenschaften der Legendre Polynome sind bekannt. Wir listen
die wichtigsten Eingeschaften auf.

e Eine Losung Gl. (4.68), welche endlich bei x = +1 ist, ist nur vorhanden,
falls / eine ganze positive Zahl ist;

e Fiir ganze positive /-Werte sind die Losungen obiger Gleichung Polyno-
me /-ter Ordnung in x;
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e Diese Polynome sind tabuliert. Zum Beispiel
Po(x) =1, Pi(x) = x, Py(x) = (3x* — 1)/2, (4.69)
und so weiter.

e Esqilt
P(1)=1. (4.70)

e Esqilt
Pi(x) = (=1)'A(~x). (4.71)

e [egendre Polynome sind orthgonal. Das bedeutet
1

26,1
/dx Py (x)Py(x) = ﬁ (4.72)

-1

e [egendre Polynome formen eine vollstandige Basis fliir Funktionen auf
dem Interval —1 < x < 1. Das bedeutet, dass wir jede Funktion in
diesem Interval als eine lineare Kombination von Legendre Polynomen
schreiben konnen

F(x) = fj £ P(x). (4.73)

Die Koeffizienten f; bestimmen wir mit Hilfe der Gl. (4.72).

Wir gehen zuriick zur Gl. (4.64). Es ist einfach zu sehen, dass diese Glei-
chung zwei Losungen hat

F,=r"und r='71 (4.74)

Das heiBt, dass die allgemeine Losung der Laplace Gleichung in spharischen
Koordinaten unter der Annahme von azimuthaler Symmetrie lautet

[e.o]

o(r,0) = Z (Air' + Bir~'=1) Pi(cos9), (4.75)

/=0
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Abbildung 11: Eine leitende Kugel in elektrischem Feld.

wobei A, und B, zwei Konstanten sind. Diese Konstanten sollen mit Hilfe von
Randbedingugen bestimmt werden.

Um zu sehen wie dieser Formalismus verwendet werden kann, betrachten
wir folgendes Problem. Es gibt ein konstantes elektrisches Feld E = Ey&,.
Wir platzieren eine leitende Kugel in diesen Feld (siehe Bild 11); die Kugel
hat einen Radius von R. Das Zentrum der Kugel liegt im Ursprung des Ko-
ordinatensystems. Wir wollen das elektrische Potential auBerhalb der Kugel
finden.

Wie wir schon wissen, soll die Oberflache der leitenden Kugel dquipotentiell
sein. Wir nehmen an, dass das Potential der Kugel eine Null ist. Wir benut-
zen spharische Koordinaten und verwenden den Ansatz in Gl. (4.75), weil es
keine ¢-Abhangigkeit gibt. Bei r = R muss das Potential eine Null sein. Well
Legendre Polynomen unabhangig voneinander sind, kann es nur passieren,
falls

AR+ BR"t =0. (4.76)
Es folgt, dass
B = AR (4.77)
Dann gilt
o R2/+1
0(r8) =3 A (r/ _ W) P (cosd). (4.78)
1=0

Weill es urspriinglich ein konstantes elektrisches Feld gab, haben wir eine
Randbedingung bei r = oo, wo das elektrische Feld der induzierten Ladung
keine Rolle spielen kann. Dann

E — Ey&,. r— . (4.79)
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Wir schreiben diese Randbedingung in spharischen Koordinaten um und er-
halten
€, = cosO&, — sin6&,. (4.80)
Dann,
E=—-Vp— Ey cosf & — Eq sinf &, (4.81)
bei r = co. Den Gradient wollen wir in spharischen Koordinaten berechnen.
Dann

- 1

rsin@
Wir berechnen das elektrische Feld und erhalten

. R2/+1
E:—erZA </r’ L+ /+1) )P,(cose)

R2l+l
— ee— ZA, ( — > OgP(cos0).

Wir vergleichen diese Gleichung mit GI. (4.81) und erhalten zwei Gleichungen

(4.83)

R2I+1
lim ZA, (/r’ L+ (1+ 1) ) P,(cos@) = —Eq cos¥,
r—o0
RMI (4.84)
lim ZA, ( - ) OgP(cos ) = Egsinb.
r—oo

Diese Gleichungen konnen wir sehr einfach [6sen. Wir merken, dass cos 8 =
P;(cos @) ist. Weil Legendre Polynome unabhangig sind, folgt aus der ersten
Gleichung, dass

A/ - —E06/1. (485)

Die zweite Gleichung ist mit dieser Losung konsistent. D.h., dass das Potential
auBerhalb der Kugel lautet

¢ =—F, (r - R—3) Py (cos6). (4.86)

Mit Hilfe dieser Gleichung konnen wir das elektrische Feld und die induzierte
Ladung an der Oberflache der Kiigel finden.

Das letzte Thema, welches wir diskutiert wollen, ist die multipole Ent-
wicklung des Potentials. Nehmen wir an, dass wir eine Ladungsverteilung im
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begrenzten Raumgebiet V' haben. Das Potential konnen wir mit Hilfe der
bekannten Formel berechnen

o(F) = — / 47 pln) (4.87)

4eg |r— r|

AuBerhalb des Gebiets V ist die Ladungsdichte p(7;) eine Null.
Wir betrachten jetzt die Ortsvektoren, welche weit auBerhalb des Raum-
gebiets V liegen. Dann,

11 1
=7l r\/l—2r—r1c059+:—1§

wobei cos8 = 7 7/(rr) ist. Weil r weit auBerhalb V ist, konnen wir annehmen,
dass r1/r klein ist und die obige Formel in ry/r entwickeln. Diese Entwicklung
lautet

(4.88)

1

\/1 — 2% cosf+ 5
Wir benutzen diese Entwicklung in Gl. (4.87) und erhalten

<
Z Pl P,(cos9). (4.89)
1=0

. K
o(7) = 47r€ g—, (4.90)
wobei o
32 =y h-r
— /d i p(R)n P ( ) . (4.91)
nr
v

Die GroBenordnung der GroBe K, ist
K~ Qa, (4.92)

wobel a ein typisches Ausmal3 des Gebiets V ist. Der Beitrag des /-ten Terms
in der Summe Gl. (4.90) ist proportional zu a'/r!; weil a < r ist, nimmt die
Wichtigkeit der Terme in Gl. (4.90) mit / ab.

Wir werden jetzt verschiedene Terme in der Summe GI. (4.90) genauer
diskutieren. Wir fangen mit / = 0 an. Wir erhalten

o = / & o(R) = Qv (4.93)

v
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D.h., dass kg die totale Ladung des Gebiets V ist. Die Bedeutung dieser
Formel ist klar — aus einer groBen Entfernung sieht jede Ladungsverteilung
wie eine Punktladung aus.

Die Korrekturen zu dieser Aussage kommen von weiteren Terme in der
Summe Gl. (4.90). Fiir / =1 Term benutzen wir P;(x) = x und erhalten

s RPN Fod
K1 —/d i p(n)n Pl( nr ) = (4.94)
y
wobei
J= / &7 o(R) A (4.95)

v

ist. Die GroBe d nennt man das Dipolmoment der Ladungsverteilung. Die
GroBenordnung des Dipolmoments ist d ~ Qya wobei a das typische Aus-
maB des Gebiets V ist. Es ist zu merken, dass eine spharischsymmetrische
Ladungsverteilung kein Dipolmoment erzielen kann. SchlieBlich schreiben wir
das elektrische Potential eines elektrischen Dipols

d-r
4regr3’

01 (7) = (4.96)

Als letztes diskutieren wir den Term mit / = 2. In diesem Fall erhalten wir

o n-r
Ko = /d3r1 o(R)r? P2( 1rr )
1
v

L . (4.97)

- . 1 (1 - r)2 rir;

_ 3 2 _nif

- /d npR) 5 <3 ez )= b
2
wobei )
tij = §/d3fi o(r) (3 nirj — 5/jf12) . (4.98)
V

Die GroBe tj; bezeichnen wir als Quadrupolmoment der Ladungsverteilung.
Das Potential eines Quadrupols ist dann

I’,'I’J'T.',j

—_—. 4.
4megr® (4.99)

0=2(F) =
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Wir gehen zuriick zum Dipolmoment der Verteilung. Als einfachstes Bei-
spiel betrachten wir zwei Ladungen +qg und —qg mit Ortsvektoren . = 3 bzw.
r~ = 0. Wir wollen das Dipolmoment dieser Ladungsverteilung berechnen.

Die Verteilung beschreiben wir mit Hilfe der Dirac’schen Delta-funktion.
Wir erhalten

o(F) = g6 (F — 3) — g6 (7). (4.100)
Die gesamte Ladung in diesem Fall is offensichtlich eine Null
Q= /d3Fp(F) =0, (4.101)
und das Dipolmoment lautet
d= /d3FFp(F) = qa. (4.102)
Dementsprechend finden wir in diesem Fall
q r-a

(p(r) = 47{'60 7 (4103)

SchlieBlich berechnen wir das elektrische Feld eines Dipols. Wir fangen mit
dem Dipolpotential Gl. (4.96) an und erhalten
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5 Dielektrika

In dieser Vorlesung betrachten wir Dielektrika — die Materialen wo die La-
dungen (z.B. Elektronen) sich nicht frei bewegen kdnnen und an bestimmten
Atomen gebunden sind.

Als Model des Dielektrikums konnen wir folgendes vorstellen. Ein Dielek-
trikum besteht aus Atomen. Jedes Atom ist eine Kugel mit Radius a und einer
gleichmaBigen Verteilung der negativen Ladung —g und einer positiven La-
dung +q in der Mitte der Kugel. Die Verteilung der negativen Ladung ist starr,
in dem Sinne, dass die Kugel sich als Ganzes bewegen kann; Umformen kann
nicht passieren. Verschiedene Kugeln sind voneinander insuliert, sodass die
Elektronen sich nicht bewegen konnen. Was passiert, falls wir dieses System
in elektrisches Feld platzieren?

Betrachten wir ein Atom. Ohne elektrisches Feld ist die Lage mit der po-
sitiven Ladung im Zentrum der Kugel im Gleichgewicht. Falls es ein externes
elektrisches Feld gibt, ist dies nicht mehr der Fall: die Kugel und die posi-
tive Ladung verschieben sich in unterschiedlichen Richtungen entlang dem
elektrischen Feld.

Wir bezeichnen den Betrag der Verschiebung mit b. Dann ist der Ortsvek-
tor des Zentrums der Kugel ¥ = 0 und der Ortsvektor der positiven Ladung
ist ¥= bn, wobei i die Richtung des elektrischen Felds beschreibt

E = En. (5.1)

Wir berechnen jetzt die Kraft, welche auf die positive Ladung wirkt.

F=F+F (5.2)
wobei
Fi = qEn, (5.3)
und ) )
= ﬂ_,: 9 o
Fr = 36, n PP b, (5.4)

wobel wir die Formel fiir das elektrische Feld der Kugel mit gleichformiger
Ladungsdichte benutzt haben.
Fir das Gleichgewicht brauchen wir, dass F = 0. Dann

q2

4mega’

b+ qE =0, (5.5)
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und wir erhalten

4 3
”;03 E i (5.6)

Die neue induzierte Ladungsverteilung sieht so aus

b=

p(F) = px(r) + q 6P (F - b), (5.7)

wobei py dies Ladungsverteilung der Kugel ist. Die originelle Ladungsverteilung
entspricht b=0.

Was ist der wichtigste Unterschied zwischen der neuen und der urspriinglichen
Ladungsverteilung? Um das zu verdeutlichen, berechnen wir verschiedene Mul-
tipole von beiden. Die urspriingliche Ladungsverteilung ist spharisch-symmetrisch;
das bedeutet, dass alle Multipole auBer dem Monopol eine Null sind. Ferner,
weil die gesamte Ladung des Atoms eine Null ist, ist das elektrische Feld
auBerhalb des Atoms auch eine Null.

Mit der neuen Verteilung ist die Situation anders. Die gesamte Ladung
bleibt eine Null aber hohere Multipole verschwinden nicht. Als Beispiel be-
rechnen wir das Dipolemoment

4ena’ =

d= [ €77 (ox(P) + 8O- B)) = a5 = ¢ "2 E = (ameoa)E,
(5.8)
und das Quadrupolmoment
1 . F;F _, = . — q E,B —,
tij = §/d3f(?J — 0,j7°) (pK(f) +qd® (7 — b)) ) (TJ - 5:jb2> ,
tii ~ E;E; ~ O(E?).
(5.9)

Es ist wichtig, dass fiir realistische Felder die Verschiebung |E| viel kleiner
ist als das AusmaB des Atoms a. Um das zu sehen, schreiben wir

E E

b=a ~ a )
Q/(47r6032) Eatom

(5.10)

wobei Eiom = q/(4mepa?) ist. Das elektrische Feld in einem Atom ist viel
starker als das externe Feld; das bedeutet, dass b/a < 1.
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Dieses Ergebnis bedeutet, dass wir alle Multipole auBer dem Dipol ver-
nachlassigen konnen. Dann haben wir folgende Situation: wenn wir ein Di-
elektrikum in elektrisches Feld platzieren, benimmt sich jedes Atom wie ein
Dipol mit dem induzierten Dipolmoment d~E.

Falls jedes Atom ein Dipolmoment d(r) hat und die Dichte der Atome p(7)
Ist, konnen wir elektrisches Pontential dieser Ladungsverteilung so schreiben

d(7) - (F—7)
dmeg|lr — 3

o(r) = /d3fi p(71) (5.11)
Die GroBe B B
P(r) = d(r)p(r) (5.12)

gibt uns das Dipolmoment per VVolumeneinheit. Diese GroBe nennen wir die
Polarisation.
Um Gl. (5.11) zu vereinfachen, benutzen wir die folgende Formel
(F—n) = 1

Ameg|r — 1|3 147reo|r—r1| ( )

wobei ﬁl die Ableitung nach r; beschreibt. Wir erhalten dann

o o= = 1
o(F) = /d3r1 P(7) -

Vlm, (5.14)
Bevor wir mit der allgemeinen Diskussion weitermachen, ist es nitzlich
sich ein bisschen mit der Polarisation zu beschaftigen. Als Beispiel berech-
nen wir das Potential einer Kugel, welche aus einem Material mit konstanter
Polarisation P besteht. Die Kugel hat einen Radius von R.
Die konstante Polarisation der Kugel beschreiben wir mit dieser Formel

P(F) =P 6(R—r). (5.15)

Die 6-Funktion ist wichtig, weil die Polarisation nur innerhalb der Kugel exis-
tiert.

Um das Potential zu berechnen sollen wir Gl. (5.15) in Gl. (5.14) benutzen
und dber r; integrieren. Diese Aufgabe konnen wir vereinfachen, indem wir
partiell integrieren. Wir schreiben

ﬁ(ﬁ)-ﬁl%:ﬁ( P(R) ) Vi P(R) 51

dmeg|r — 1 dmeg|r — 17 _47r€0|F—F1\
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Nach der Integration liber r; verschwindet der erste Term. Der zweite Term
gibt®

Vi -P(R)=—P-&6(R—n). (5.17)
Dann erhalten wir folgende Formel fiir das Potential der Kugel
&*F P -86(R—r) R2P, dQ; &
r) = = . : 1
G e =
Iil=R

wobei wir liber die Richtungen des Vektors r; integrieren sollen.
Das letzte Integral ist ein Vektor. Weil r der einzige Vektor in diesem

Integral ist, gilt

dQ2; &

/ S X7 (5.19)
|F— Al

IAl=R

Um X zu berechnen, multiplizieren wir beide Seiten mit 7 und erhalten

1 [ d7-E,

|Al=R
Wir wahlen die z-Achse entlang dem Vektor 7 aus, und erhalten
r-é, =rcosf =rPi(cosh) (5.21)

Der nachste Schritt unterscheidet sich fiir Punkte auBerhalb und innerhalb
der Kugel. Nehmen wir an, dass r auBerhalb der Kugel liegt. Dann

Z Pi(cos ), (5.22)

‘l
\l

sodass

2 o0
r Z s /dcos@ Py (cos 6)P,(cos6)
(5.23)

_27r§: R' 26, 4mR

PR TEs R el

8Zur Errinerung: d/dx 6(a — x) = —6(x — a).
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Mit Hilfe der Gleichungen Gl. (5.18), Gl. (5.19) und Gl. (5.23), finden wir

P.-r
r) = 5.24
(7 = 7 (5.24)
wobei P = 4/37rR3/50 das gesamte Dipolmoment der Kugel ist.
Fiir ¥ innerhalb der Kugel schreiben wir
L _ i " p(cosd) (5.25)
F—r /:0 Ri+1 ! ' :
Dann
2T = ' 26 Am
r ; R+12/4+1  3R? ( )
Dann erhalten wir 1
P)=—F- F 5.27
o) = 5 Fo-7 (5.27)
Dieses Potential entspicht dem konstanten elektrischen Feld
E=-V¢= L5 (5.28)
- - 360 0- .

Nach der Diskussion dieses Beispiels gehen wir zuriick zum allgemeinen
Fall. Wir integrieren Gl. (5.14) partiell® und erhalten

1

_ 5.29
Aeg|r — 11| ( )

o(F) = —/d3rz (V- B(R))

Wir vergleichen diese Gleichung mit der allgemeinen Formel fiir das Potential
der kontinuerlichen Ladungsverteilung

1
= 3= —
0(F) = [ & o) g (5.30)
Wir bezeichnen die Divergenz von P als —pg4(F)
V- P(7F) = —pq(7), (5.31)

9We nehmen an, dass p(F) eine stetige Funktion ist, welche bei |F] = oo eine Null ist.
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und interpretieren py(r) als die Ladungsdichte induzierter Ladungen.
Das gesamte elektrische Feld E erfiillt eine andere Gleichung

G

V- E(F) = pt

(5.32)
wobei p die Dichte der gesamten Ladung (externe plus induzierte) p(r) =
Pex(T) + pa(F) ist.

Es ist giinstig das neue Feld zu definieren

D =eFE + P, (5.33)

well nur externe Ladungen dieses Feld bestimmen. Um das zu sehen berechnen
wir die Divergenz von D und erhalten

V-D=V" <60/::+ /3) = Pd + Pext — Pd = Pext- (5.34)

Um diese Gleichungen niitzlich zu machen, sollen wir das Verhaltnis zwi-
schen E und P spezifizieren. Das Beispiel am Anfang dieser Vorlesung zeigt,
dass P ~ E ist.'® Wir schreiben dann

P = eoxE, (5.35)

wobel x eine Konstante ist. Dann

—

D = e, E. (5.36)

Die GroBe €, = 1 + x heiBt dielektrische Konstante. Wir erhalten dann die
Gleichung fiir E

=

VE’: pext

€06,

(5.37)

Aus Gl. (5.37) folgt, dass vieles, was wir iiber elektrische Felder im Vakuum
gesagt haben, konenn wir tibernehmen in dem wir statt €g, € = €€, verwenden.

Als Beispiel betrachten wir einen Plattenkondensator. Die Flache jeder
Platte ist A, die Abstand zwischen den Platten ist d. Die Kapazitat

_EoA

10Sp|che Dielektrika nennt man lineare Dielektrika.

C (5.38)
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haben wir vorher berechnet. Was passiert mit der Kapazitat, falls wir ein

Dielektrikum mit dielektrischer Konstante €, zwischen den Platten platzieren?

Die Antwort besteht darin, dass wir in obiger Formel €5 mit €€, ersetzen. Dann
€€ A

€= (5.39)

Weil €, > 1 ist, ist die Kapazitat des Kondensators mit Dielektrikum
grosser als ohne Dielektrikum. Weil

V= (5.40)

Q
C
ist, ist die Differenz der Potentiale V' fiir gegebene Ladung Q kleiner, falls es
Dielektrikum zwischen den Platten gibt. Das bedeutet, dass das Dielektrikum
versucht durch die Polarisation das elektrische Feld der externen Ladungen zu
kompensieren.

Generell, konnen wir D bzw. E aus der Gleichung

Pext
€0 €r

G.E—

(5.41)

bestimmen. Allerdings, fiir vollstandige Losungen sollen wir die Randbedin-
gungen diskutieren. Die Randbedingungen fiir Dielektrika folgen aus zwei Glei-
chungen

V:D=pe, VxE=0. (5.42)

An der Grenze von zwei Dielektrika, sollen folgende Randbedingungen
erflllt sein
Di1—Dis=0e, E||,1 = E||,2- (5-43)

Eine interessante Konsequenz dieser Gleichungen ist, dass an der Grenze von
zwei Dielektrika £, immer nicht stetig ist, sogar fiir oex = 0, und dass
V x D # 0 ist. Um das zu sehen, schreiben wir die letzte Gleichung als

Dyi Dy

5.44
€r,l €r,2 ( )

Es folgt dann, dass V x D # 0 ist.

Zusatzlich konnen wir diese Gleichungen benutzen, um die Ladungsdichte
an der Oberflache des Dielektrikums zu finden. Als Beispiel, etrachten wir die
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Abbildung 12: Plattenkondensator mit zwei Dielektrika.

Grenze zwischen dem Vakuum und dem Dielektrikum und nehmen an, dass
es keine externen Ladungen gibt. Wir schreiben dann die Randbedingungen

GOEL,l = DLQ = 606,,EL2 = 60(1 + X)ELQ: (545)

sodass

Rl

il
Ein—Eio=

5.46
— (5.46)
wobei 7 der Normal-Vektor zur Oberflache ist. Aus dieser Gleichung folgt,
dass die Dichte der Ladung an der Oberflache durch

c=P-n, (5.47)

gegeben ist.

Wir diskutieren jetzt zwel Beispiele. Wir betrachten noch ein Mal den
Plattenkondensator und stellen uns vor, dass der Raum zwischen zwei Platten
mit zwei Dielektrika gefiillt ist (siehe Fig. 12).

Wir wollen die Kapazitat berechnen. An der Grenze finden wir

Di=Ds=D — e1E; = eE5. (548)

Dann

+ =D
€0€1 €o€2

€1€0 €2€p

Dd, Dd d d
V = Eidy + Epdy = =2 2 (—L+2).

(5.49)
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Fir D haben wir das “vakuum” Verhaltnis zur externen Ladung. Wir finden
dann

D= .
; (5.50)
Es folgt
QR (dh
- [ =4 Z= b1
V AGO (61—’_62), (55 )
sodass 0 A
€o
€1 €2

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Kugel im konstanten elektrischen
Feld Eo, ausgerichtet entlang der z-Achse. Die Kugel ist aus einem Dielektri-
kum mit dielektrischer Konstante € zusammengestellt. Wir wollen das elektri-
sche Feld innerhalb der Kugel finden. Wie friiher, schreiben wir das Potential
auBerhalb bzw. innerhalb der Kugel

o

B
o(Nlr>r = Z (A//’/ + r,—Jrll) Pi(cos®),

=1

o(r)|r<r = Z C/fI Pi(cos®).

I=1

(5.53)

Die Randbedingungen sind

Dilr>r = Drlrcr, 0(N)lsr = @(N)lr<r,  Erlrso = Eocosf,  (5.54)

wobei D, und E, die radielle Komponenten von D und E sind.
Aus der Randbedingung an r = oo erhalten wir

A/ - —E05/1- (555)
Die Stetigkeit des Potentials und des Felds D, bei r = R flihrt zu
_ B/ _ B/
IART! = (I + 1) 55 = €lGR™, AR + =5 =GR (5.56)

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit R/(/+ 1) und addieren beide Glei-
chungen zusammen. Wir erhalten dann

CAQRI+1) 361

- = — . b7
el + 1+ 1 %2 1€ (5.57)

/

63



Das Potential innerhalb der Kugel folgt. Wir finden

Eo 3Eo

3
w:Cerl(cose):—2 €rc050: ~51el (5.58)
Das elektrische Feld innerhalb der Kugel ist dann
= = 3E,
E=— = E, . .
Vo > e (5.59)

Zum Schluss diskutieren wir die Energie des elektrischen Felds in Dielektri-
ka. Um die Energie zu berechnen, stellen wir uns vor, dass wir freie Ladungen
in das Dielektrikum platzieren. Die Arbeit, die dafiir benotigt wird, lautet

AW = /d3mpf(?) o(7). (5.60)
Weil ps = V - D ist, gilt

Apf = ﬁAB (5.61)

Wir setzen diesen Ausdruck in Gl. (5.60), integrieren partiell und erhalten
AW = —/d3m5ﬁgo(?) = /d3FA[3~E (5.62)

Fir lineare Dielektrika gilt D = €€, E. Wir benutzen dieses Verhiltnis zwi-
schen D und E, integrieren die obige Formel und erhalten

1 — — r I —
:—/d%D-E:%/d%E-E. (5.63)

Es ist interessant, dieses Ergebnis mit der Formel in GI. (2.21) zu verglei-
chen. In Gl. (2.21) ist die Energie des elektrischen Felds durch

U= %0 $BFE-E (5.64)

gegeben. Der Vergleich von Gl. (5.64) und Gl. (5.63) zeigt, dass diese un-

terschiedlich sind. Allerdings, aus der Herleitung in der Vorlesung 2 folgt,

dass Gl. (5.64) fiir beliebige Ladungsverteilungen gilt. Ein Dielektrikum ist im

Prinzip auch eine gewisse Ladungsverteilung fiir welche Gl. (5.64) gelten soll.
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Abbildung 13: Plattenkondensator mit zwei Dielektrika.

Der Grund fiir die Differenz zwischen Gl. (5.64) und Gl. (5.63) ist, dass die-
se GroBe zwei unterschiedliche Energien beschreibt. In der Herleitung Gl. (5.64)
halten wir die Lage aller Ladungen fest und addieren weitere Ladungen zur
Ladungsverteilung. In Gl. (5.63) lassen wir induzierte Ladungsverteilung auf
den neuen freien Ladungen reagieren. Das kdnnen wir sehen, weil wir AD
in AW benutzen und D ein Beitrag von der Polarisation des Materials hat.
Die Anderung der Polarisation beschreibt die Anderung der Verteilung der
induzierten Ladungen.

Ein weiterer interessanter Punkt zu diskutieren, ist die Kraft auf einem Di-
elektrikum. Dieses Problem ist kompliziert und wir werden dies mit Hilfe eines
Beispiels untersuchen. Wir betrachten einen Plattenkondesator und stellen
uns vor, dass der Raum zwischen den Platten mit zwei Dielektrika gefiillt ist.
Die dielektrische Konstanten dieser Dielektrika sind €; und €5 (siehe Fig. 13).

Wir wollen jetzt die Kapazitat dieses Kondensators berechnen. In diesem
Fall sind die Randbedingungen

El - E2, (565)

sodass
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Allerdings sind die Oberflachenladungen unterschiedlich. Wir schreiben

L Q @
D, = A D>, = A (5.67)
Dann gilt
D@ @
te €1€0 N A161€0 T AQEQEO. (568)
Wir nehmen an, dass die Platten die Ladungen £Q tragen, sodass
QR=Q:1+Qo. (5.69)
Wir finden dann AcO
i€i .
= T, - 1, 2 .
Q A1€1 + A2€2 l (5 70)
Die Potenzialdifferenz zwischen den Platten ist dann
d d
V =Eid= o8 @ i=1,2. (5.71)

Ajereg €o(Ar€1 + Aser)’

Falls die Lange der Platte L ist und die Grenze zwischen zwei Dielektrika diese

Lange in zwei Intervallen mit Langen L — x und x verteilt, dann gilt

L—x
L

A, = AZ (5.72)

A1:A L

Dann finden wir
_ Qd 1
Acver (1- 1) et
Als nachsten Schritt berechnen wir die Energie in diesem Kondensator.
Wir finden

1 [ . 1/ -
\/\/:—/D.Eoﬁ*:—([)1 X+D25>EAd

(5.73)

2 2 L L
1 L —x X\ Q*d 1 (5.74)
==\|€ + €r— E<Ad = <\
2 L L 2A¢g (61 + (€2 — el)f)

Es ist offensichtlich, dass Gl. (5.74) x-abhangig ist. Das bedeutet, dass wir
die Arbeit leisten sollen, falls wir die Grenze zwischen zwei Dielektrika dndern
wollen. Nehmen wir an, dass €, > €; ist. Gl. (5.74) zeigt, dass die Energie
des Kondensators kleiner wird, falls wir x groBer machen. Das bedeutet, dass
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es die Kraft am Dielektrikum gibt, welche in die Richtung abnehmender di-
elektrischer Konstante ausgerichtet ist; in diesem Fall versucht diese Kraft x
groBer zu machen.

Zwel weitere Bemerkungen.

1. Der Zusammenhang zwischen Polarisation P und elektrischem Feld E

—

P =xE, (5.75)

ist sogar fiir lineare Dielektrika nicht immer giiltig. Im allgemeinen Fall
ist x ein Tensor ( 3x Matrize), sodass

P = XE, (5.76)
und
Xxx Xxy Xxz
)AC = Xyx Xyy Xyz . (5-77)
Xzx Xzy Xzz

2. Es gibt zwei Mechanismen die Materialien zu polarisieren. Ein Mechanis-
mus — induzierte Polarisation — haben wir am Anfang dieser Vorlesung
diskutiert. Dieses Mechanismus ist fiir die Polarisation der Materialien
verantwortlich, welche aus neutralen Atomen ohne Dipolmomenta zu-
sammengestellt sind. Es gibt aber auch Substanzen, die aus Molekiilen
entstehen, welche ohne elektrisches Feld ein Dipolmoment haben. Was
passiert, falls wir solches Dielektrikum in elektrisches Feld platzieren?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir eine Ladungsverteilung
im kleinen raumlichen Gebiet V. Die Ladungsverteilung befindet sich im
externen elektrischen Feld. Die zusatzliche Energie der Verteilung wegen
des externes Felds ist

V@) = [ & e+ ). (5.78)
%
wobel ¢ das elektrische Potential des externen Felds ist. Welil wir tber

kleines Gebiet integrieren, konnen wir @(7+ 1) in r; entwickeln. Wir
finden dann

U(P) ~ Quo(F) — E(F) - d, (5.79)
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wobel Qy, die gesamte Ladung und d das Dipolmoment der Verteilung
sind. Fall @, = 0 ist, finden wir

U(F) = —E(7) - d. (5.80)

Das ist die Energie eines Dipols im elektrischen Feld. Diese Formel be-
sagt, dass ein Dipol im elektrischen Feld sich dreht und versucht sich
entlang des elektrischen Felds E zu orientieren.

Auch dieses Mechanismus resultiert in der Polarisation P welche pro-
portional zum E ist. Um das zu sehen, merken wir das termische Effek-
ten versuchen das Dipolmoment orientierungslos zu machen. Um den
Mittlewert des Dipolmoments zu berechnen, nehmen wir Boltzman Ver-
teilung e=YT) wobei T die Temperatur ist, und schreiben

<Je—U/(kT)>

dy = e (5.81)

wobei wir tiber die Richtung des Dipols integrieren. Weil fiir normale
Temperaturen U/kT < 1 ist, konnen wir die e-Funktion in der obigen
Gleichung entwickeln. Wir erhalten

(J(1+{‘—TE+...>> JE. &E

d, = — ~ (d Y= ——, (5.82)
(1+ 24+ ..) kT 3kT
sodass die Polarisation
_, o nd? -
P = nd, = T E, (5.83)

wober n die Dichte der Molekulen mit dem Dipolmoment d ist.
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6 Lorentz Kraft und Bio-Savar'sches Gesetz

Wir haben bis jetzt (iber elektrische Felder und elektrische Krafte geredet. Es
gibt aber ein anderes Feld, welches bewegende geladene Teilchen beeinflusst.
Dieses Feld heiBt magnetisches Feld; wir bezeichnen es mit B. Falls ein Teil-
chen mit der Ladung g im magnetischen Feld B sich mit der Geschwindigkeit
V bewegt, verspiirt es die Wirkung einer Lorentz-Kraft. Diese Kraft lautet

F=qVxB. (6.1)

Andererseits kann ein geladenes bewegendes Teilchen das magnetische
Feld erzeugen. Die Formel dazu lautet

S uoq71><(r—ﬁ)
B = 2
(M = (6.2)

wobei g die elektrische Ladung, r; der Ortsvektor und v, = drp/dt die Ge-
schwindigkeit des Teilchens sind. Der Parameter o heiBt die Permeabilitat
des leeren Raums. Numerisch lautet es

po = 4m x 1077 N/A?, (6.3)

wobei N ein Newton und A ein Ampere 1A = C/s sind. Die Einheit des ma-
gnetischen Felds ist Tesla T; 1T = 1N/A/m. Die obige Gleichungen formen
die Basis fiir Magnetostatik.

Eine wichtige Eigenschaft der Lorentz-Kraft in Gl. (6.1) ist, dass diese
Kraft die Energie des Teilchens nicht andert und deswegen auch keine Arbeit
leistet. Um das zu sehen, nehmen wir ein geladenes Teilchen im magnetischen
Feld. Die kinetische Energie des Teilchens ist

2

mv
K=——. 6.4
S (6.4)
Die Geschwindigkeit ist eine Funktion der Zeit. Um die Zeitabhangigkeit der
kinetischen Energie zu identifizieren, leiten wir K nach der Zeit. Wir erhalten
dK dv

E:mv-azqmv-[va]: : (6.5)

weil die Beschleunigung und die Geschwindigkeit orthogonal zueinander sind.
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Was passiert dann mit dem geladenen Teilchen im magnetischen Feld?
Nehmen wir an, dass das magnetische Feld in z-Richtung ausgerichtet ist,
B = Bé,. Die Bewegungsgleichung ist dann

dv

m = qv x B. (6.6)

Geschrieben fiir Komponenten des Vektors V, lauten die Gleichungen

dv, @B dﬁ__@ dv,

—0. (6.7)

—_— = —V. , — V. , JE—
dt ~ m " dt m " dt
Es folgt aus diesen Gleichungen, dass v, eine Konstante ist.
Um die Gleichungen fiir v, und v, zu losen, ist es giinstig eine komplexe
GroBe

E=wv+iv, (6.8)
einzufiihren. Es folgt :
d iqB
Die Losung dieser Gleichung ist
&(t) = oe v, (6.10)
wobei &, eine komplexe Konstante ist und
B
W= %. (6.11)

Diese GroBe heiBt Zyklotronfrequenz. Wir schreiben &5 = v, e~'%0 und erhalten

g(t) = Vx(t) + /'Vy(t) = VJ_e_j(‘*’t‘f'd’o)

= vy cos(wt + o) — ive sin(wt + ¢o). (6.12)

Es folgt
Ve = v cos(wt + ¢o), v, = —visin(wt + ¢o). (6.13)

Diese Gleichungen konnen wir noch ein Mal integrieren. Dann erhalten wir

Vi o %
X :xo+ﬁsm(wt+d)o), Y=Y+ Ulcos(thrd)o), (6.14)
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Aus dieser Gleichung erhalten wir

(x(1) = x0)> + (v (1) — yo)? = j (6.15)

Aus Gl. (6.15) folgt, dass die Bahn des Teilchens in der (x-y)-Ebene ein
Zirkel mit dem Radius R = v, /w ist. Falls das Teilchen zusatzlich die Ge-

schwindigkeitkomponente in der z-Richtung hat, ist die gesamte Bahn eine
Schraubenbahn.

Wir wissen, dass es in einem Leiter viele geladene Teilchen (Elektronen)
gibt, welche sich frei bewegen konnen. Normalerweise bewegen sich die Elek-
tronen chaotisch (thermische Bewegung), sodass, falls wir einen Leiter in
ein magnetisches Feld platzieren, die gesamte Kraft eine Null ist. Aber, falls
wir einen Leiter mit eine Batterie verbinden, welche eine Potentialdifferenz
erzwingt, fangen die Elektronen an, sich koherent zu bewegen; solche ge-
meinsame Bewegungen beschreiben wir als Strom.

Wir definieren jetzt genau, was wir unter diesem Begriff verstehen. Die
Stromdichte definieren wir mit Hilfe folgender Gleichung

J(t, P) = p(t, ) V(t, P), (6.16)

wobei p(t, r) die Ladungsdichte der Elektronen und V(t, r) die Geschwindig-
keit der Elektronen sind. Im Allgemeinen sind beide diese GroBen von t und 7
abhangig.

Mit Hilfe der Stromdichte berechnen wir die Ladung, die per Zeiteinheit
durch die infinitesimale Flache flieBt. Wir charakterisieren die infinitesimale
Flache mit einem Normal-Vektor dS. Dann

AQ =7 -dS At. (6.17)

Betrachten wir ein infinitesimales Volumen. Durch die Grenze dieses Volu-
mens flieBen die Ladungen. Die Ladung, welche aus dem Volumen per Zeitein-
heit flieBt, berechnen wir, indem wir den Strom (iber die Grenze des Volumens
integrieren

AQ R
— = [ dS . Nl
= / 5 (6.18)

aus oy
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Falls diese GroBe keine Null ist, andert sich die Ladung in dem Volumen. Diese
Anderung fiihrt zur Anderung der Ladungsdichte in dem Volumen, sodass

AQ op

— 3_)_
N 7 o (6.19)
%
Weil
AQ AQ
= = == 2
At At’ (6.20)
erhalten wir folgende Gleichung
ap =
3_’_ . g
/drat—I—/dS Jj=0. (6.21)
v av

Um diese Gleichung zu vereinfachen, wollen wir das Integral liber die
Oberflache als Volumen-Integral umschreiben. Das machen wir mit Hilfe des

Gauss'schen Satzes:
/ dS-j = / PV (6.22)

ov

/d3F [Zt +V- ] (6.23)

%
Weil diese Gleichung fiir beliebige Volumen gilt, muss der Integrand eine Null
sein. SchlieBlich erhalten wir

Es folgt

Op
E—kV/ 0. (6.24)

Diese Gleichung nennt man die Kontinuitatsgleichung.

Der Strom ist eine kollektive Bewegung der geladenen Teilchen. Falls diese
Teilchen sich im magnetischen Feld bewegen, ist die Lorentz-Kraft vorhanden.
Das bedeutet, dass es eine Kraft gibt, welche an einem Draht mit Strom im
magnetischen Feld wirkt.

Um diese Kraft zu berechnen, schreiben wir die Lorentz-Kraft, die auf die
Ladung dN wirkt, welche sich mit der Geschwindigkeit vV bewegt. Wir erhalten

df = dN [V x B]. (6.25)
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dN berechnen wir, indem wir die Ladungsdichte mit dem Volumen multipli-
zieren
dN = p d*F. (6.26)

Aus Gl. (6.25) folgt
df = p d3F [V x B] = &*F [[ x B]. (6.27)

Mit Hilfe dieser Formel konnen wir die Kraft berechnen, indem wir iiber das
gesamte Volumen integrieren.

Falls der Draht sehr diinn ist, konnen wir die obige Formel vereinfachen.
In diesem Fall flieBt der Strom entlang des Drahts und wir kdnnen (ber die
Querschnittsflache des Drahts integrieren,

= /dsj. (6.28)

['ist der Strom in dem Draht. Die Kraft kénnen wir dann so schreiben
dF = dI[I'x B, (6.29)

wobei d/ die Verschiebung entlang des Drahts beschreibt. Die gesamte Kraft
erhalten wir, indem wir liber die Lange des Drahts integrieren

F = / dl [I'x B]. (6.30)

Draht

Wir haben am Anfang dieser Vorlesung gesagt, dass bewegende Ladungen
magnetisches Feld erzeugen. Strom ist eine kollektive Bewegung von Ladun-
gen; deswegen soll ein Draht mit Strom magnetisches Feld erzeugen. Wir
nehmen an, dass der Strom zeitunabhangig ist. Dann schreiben wir mit Hilfe
von Gl. (6.2)

po AN 7 x (F—7) _ o J(7) x (F— 7)

dB(F) = =
(7) 47 |r—nl3 4 |r—nl3

d37. (6.31)

Diese Formel ist exakt — wir konnen mit Hilfe dieser Formel das magnetische
Feld berechnen, falls wir die Stromdichte kennen. Fiir gleichmaBige Strome
und diinne Drahte konnen wir iiber den Querschnitt des Drahts integrieren.
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Nach dieser Integration erhalten wir den Strom, der diirch den Draht flieBt.

Dann -
_ Mo / di(7) x (F— 7)
4mr F—ApP
Draht

B(7) (6.32)

Diese Formel heiBt Bio-Savart’sches Gesetz.

Als Beispiel berechnen wir das magnetische Feld eines unendlich langen
Drahts mit dem Strom /. Wir wahlen die z Achse entlang des Drahts aus.
Wir benutzen zylindrische Koordinaten. Dann ist di' = | dz; €, und auch
rn = z1€,. Vektor r schreiben wir mit Hilfe von zylindrischen Koordinaten

F=p&, + z&,. (6.33)
Dann,
di(R) x (Fr—rn)=dz lpé& x & =1pé&ydz, (6.34)
weil & X €, = &,. Wir erhalten
= Molp€y i dz _ oléy ]o dx
=20 | e | we O
Weil .
dx
[ G (6:30)
ist, folgt es
s Mol
B="¢8. 37
27r,oe (6.37)

Wir haben gesehen, dass elektrisches Feld Differenzialgleichungen erfiillt,
welche unter anderem E und die Ladungsdichte p verbindet,

ﬁ-/:::eﬁ, vV xE=0. (6.38)
0

Es ist zu erwarten, dass es ahnliche Gleichungen fiir magnetisches Feld gibt.
Um diese Gleichungen herzuleiten, betrachten wir ein Volumen mit dem Strom.
Dieser Strom erzeugt das magentische Feld

=/ = L I
B = 4 [ &7 j(7) x

(r—n)

: 6.39
i (639
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Als ersten Schritt berechnen wir die Divergenz des magnetischen Felds
B(r). Es ist einfach zu sehen, dass diese Divergenz eine Null ist

—

V-B=0. (6.40)

Um das zu zeigen, schreiben wirt?

(6.41)

Als nichsten Schritt berechnen wir die Rotation von B. Wir erhalten

V, x B(F) = 7T/d3r*1V XJ(rl)x%
3> (F—n) ) (F—r) (6.42)
- C O AT A R R A

Den ersten Term haben wir schon gesehen als wir die Divergenz des elek-
trischen Feldes diskutiert hatten. Es gilt

. (F-R)

FRE S 46 (F— 7). (6.43)
— I

Um den zweiten Term zu vereinfachen schreiben wir

e (F—h) (F—h)
ri> Sz — J ni= =3 44
(1) \Y ]r—r1|3 (rl) |I’—I’1‘3 (6 )
Dann,
/d rlJ(rl) V, |I7—17i|3 - /d rlf(rl) Vfl ’I”—I”1|3

- o (6.45)
_ 32 | (F—n)i = -\ (F—1)
== [on |90 (for=5g) - (%n-79) =53]

Das Integral in Gl. (6.45) ist eine Null. Den ersten Term konnen wir mit Hilfe

des Gauss'schen Satzes integrieren; falls wir annehmen, dass die Stromdichte

1\Wir schreiben V7 um die Ableitung nach 7 zu bezeichnen.
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bei i1 = oo eine Null ist, ist auch das Integral Null. Der zweite Term is eine
Null, weil fiir zeitunabhangige Ladungsverteilungen gilt

V., -Jj(A)=0. (6.46)

Dieses Ergebnis folgt aus der Kontinuitatsgleichung.
Falls wir alle Zwischenergebnisse zusammensetzen, erhalten wir

V x §(F) = o f(F) (6.47)

Diese Gleichung ist als Amper'sches Gesetz bekannt.

Wir konnen diese Gleichung in Integral-Form umschreiben, indem wir beide
Seiten iiber eine Oberflache integrieren. Wir erhalten

M/H§j:/ﬂ§¢ﬁxé@ﬂ:%ﬂf§, (6.48)

oS

wobei wir in dem letzten Schritt die Integration tiber die Oberflache als Inte-
gration iber die Grenze der Oberflache umgeschrieben haben.

Ahnlich wie beim Gauss'schen Gesetz, kdnnen wir das Ampere'sches Ge-
setz in Integral-Form verwenden um magnetische Felder zu bestimmen. Aller-
dings sollen wir ahnlich wie mit dem Gauss'schen Gesetz die Symmetrie des
Problems benutzen, um die Richtung des B-Felds vorherzusagen.

Als Beispiel berechnen wir noch ein Mal das magnetische Feld des unend-
lich langen Drahtes mit dem Strom /. Wie vorher, assoziieren wir den Draht
mit der z-Achse. Es ist einfach zu sehen, dass das magnetische Feld nur die
€;-Komponente haben kann. Dann schreiben wir

B = BE&,. (6.49)

Als Flache nehmen wir eine Kreisflache mit dem Radius p in der (x—y) Ebene.
Dann

,u,o/d§«f: ol = B2mp, (6.50)

wobei wir benutzt haben, dass df = péy dy ist. Die Gl. (6.37) folgt sofort.

Anderes Beispiel ist das magnetische Feld einer sehr langen Spule. Die
Spule besteht aus n Schleifen pro Langeneinheit, die sich auf einem Zylinder
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mit dem Radius R befinden. Die Schleifen tragen stationaren Strom /. Fiir
Jeden Punkt ist der Strom in Richtung € ausgerichtet. Aus dem Amper’'schen
Gesetz und der Tatsache, dass es keine Abhangigkeit von z geben kann, folgt,
dass das magnetische Feld in diesem Fall nur der z-Achse entlang sein kann.
Dann schreiben wir B = B(p)é&,.

Wir berechnen dann die Rotation von B entweder innerhalb oder auBerhalb
der Spule wo es keine Strome gibt. Dann,

VxB=-=—8=0, (6.51)

sodass B p-unabhangig ist.

Es gibt natiirlich die Moglichkeit, dass das B-Feld auBerhalb und inner-
halb der Spule unterschiedliche Werte hat. Nehmen wir als experimentelle
Tatsache, dass auBerhalb der Spule B = 0 ist. Dann finden wir innerhalb der
Spule

BAL = uoALnl, (6.52)

sodass
B=puonlb6(R—p)Eé.. (6.53)

Im Fall der Elektrostatik haben wir mit dem Feld £ angefangen, aber dann
das Potential ¢ eingefiiht E = —V¢. Ahnlich, kénnen wir im Fall des magne-
tischen Feld ein Vektorpotential einfiihren. Die Rotation des Vektorpotentials
ist dann magnetisches Feld

B=V xA. (6.54)

Wir merken, dass diese Formel mit der Formel
V-B=0, (6.55)
kompatibel ist. Das Ampere'sche Gesetz konnen wir dann umschreiben
VxB=Vx[VxA=V(V-A) VA= puy. (6.56)

Weil wir A brauchen um magnetisches Feld zu berechnen, konnen wir A
Immer so auswahlen, dags V -A=0. Um das zu sehen, nehmen wir an, dass
wir ein Vektorpotential A haben, und dessen Divergenz keine Null ist

V-A#0. (6.57)
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Wir konstruieren ein neues Potential ﬁ, indem wir den Gradient einer Funktion
zu A addieren .
A=A+ Vo. (6.58)

Weil die Rotation eines Gradients eine Null ist, erhalten wir
VxA=VxA=E (6.59)

Diese Gleichung bedeutet, dass das magnetische Feld, welches wir mit Hilfe
von A berechnen, identisch ist zum magnetischen Feld, das wir mit Hilfe von

/X berechnen. Allerdings,
VA=V A+ V2. (6.60)
Wir konnen dann ¢ so auswahlen, dass
VA= V2. (6.61)

Dann gilt

—

V-A=0. (6.62)
Letztendlich finden wir aus Gl. (6.56)

V2A = —ig]. (6.63)

Diese Formel sieht wie die Poisson-Gleichung aus und die Losung ist ahnlich.
Wir benutzen

V2e—— = —476®(F - A) (6.64)
|r— Al
und finden -
2 Ko 3> J(Fl)
A(r) = — ) )
(r) 47r/d e (6.65)

Als Beispiel berechnen wir das Vektorpotential eines unendlich langen
Drahts mit dem Strom /. In diesem Fall sieht die Stromdichte so aus

J=1862(p). (6.66)
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wobei p"ein Ortsvektor in (x — y)-Ebene ist. Dann,

A Ko 3> /ez (pl /J'O/ez /
A =—[d =
(Z.ﬁ) 47T/ rn |r—r1 \/2_21)2

,U'O/ez /
vz +

Dieses Integral ist etwas komisch — wir machen die Variablentransformation
z1 — &, wobei z; = p&, und finden

(6.67)

(6.68)

Wir sehen, dass A in Gl. (6.68) unabhingig von z und g ist. Dann, welil
B =V x Aist, ist das magnetische Feld fiir konstantes Vektorpotential eine
Null. Allerdings haben wir das magnetische Feld des Drahts vorher berechnet
und wissen daher, dass es keine Null ist. Also, was ist schief gelaufen?

Um das zu verstehen, merken wir, dass das Integral in Gl. (6.68) divergent
ist; das bedeutet, dass diese Formel wenig Sinn macht und wir diese deshalb
etwas genauer untersuchen sollten. Statt mit unendlich langem Draht zu ar-
beiten, nehmen wir an, dass die Lange des Drahts 2L ist. Dann,

L—z (L=2)/p

- I€, d l€, d
A= B / A _ Hole _ € (6.69)
41 72 + p? 41 VE+1
—L-z —(L+z)/p

Weil eventuell wir uns flir sehr lange L interessieren, sollen wir dieses Integral
im Limit L > |z|, p untersuchen, Wir benutzen

X
d
Iim = / —5 =InX +1In(2) + O(X‘l) (6.70)
X—00 £2 +1
0
und erhalten
- WUolE&,
A== (2InL—=2Inp+2In2+0O(L™h)). (6.71)
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Weil alle p unabhangige Terme das magnetische Feld nicht andern, ist in
diesem Fall nur In p relevant. Dann schreiben wir

/41'0/52
27

Aus dieser Formel konnen wir dann das magnetische Feld berechnen und
erhalten das Ergebnis in Gl. (6.37).

A=

In p. (6.72)

Ein anderes Beispiel ist das Vektorpotential einer Sphare mit dem Radi-
us R und der Oberfachenladung o; die Sphare dreht sich mit der Winkel-
Geschwindigkeit w um die Achse 4.

Als ersten Schritt wollen wir die Stromdichte berechnen. Der Strom ist ein
Produkt zwischen der Ladungsdichte und der Geschwindgkeit. Die Geschwin-
digkeit des Teilchens mit Ortsvektor 7, welche sich um die Achse & dreht, ist
V = wa x r. Die Ladungsdichte ist p() = dd(r — R). Dann

J=pV=pwdxF=owd(r—R)TxTF. (6.73)

Das Vektorpotential ist dann

r_ Mo 3= ](ﬁ) _Moasz‘_, _
A—47r/d n F_Al - 4r ax K, (6.74)
wobel
- 1 7
Keg | Shm—7z 7
R / P A (6.75)
[il=R

Dieses Integral haben wir in der Vorlesung 5 gerechnet. Der Vollstandigkeit
halber schreiben wir das Integral noch einmal

4Tt R
7 3 3 r > R;
K_r{%r%' F< R (6.76)
Wir setzen dann alles zusammen und erhalten das Vektorpotential
R R*cO(r — R RoB(R —
A= Ho Ugr(; )[wxf]+“‘°"§ DX, (6.77)

In dieser Formel haben wir & = w a eingefiihrt. Wir merken, z.B. dass das
magnetische Feld innerhalb der Sphare gleichformig ist

B = x A= 22

—

r<R. (6.78)
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Als letztes Beispiel betrachte ich noch einmal die Spule. Die Stromdich-
te schreiben wir als j = /néd(p — R), wobei n die Zahl der Schleifen per
Langeneinheit, / der Strom und R der Radius der Spule sind. Dann

A ,UJO/n/d3F1 €p0(01 — R) _ Moln /d3“ €, X €,0(p1 — R)

1

an |F—n| - 4m |r—nl (6.79)
B p,olnRg -
- 47_r zZ S
wobel
R.— / dzydpy — P (6.80)
|7 — |
p1=R
Ahnlich zum vorherigen Beispiel schreiben wir
K, = X6, (6.81)

wobel L

€1 " €0
V=22 +(F—p)?
Das Integral tiber z ist divergent und wir sollen mit diesem Integral genau so
umgehen wie im Fall vom unendlich langen Draht. Dann finden wir

XS = /led(bl (682)

2m

X, = - /dd>1 &, &I [(5- 5]
0
27

= — /d(]bl cos ¢, In[p® + R? — 2pR cos ¢1].
0

(6.83)

Um weiter zu kommen, machen wir eine partielle Integration und erhalten

2T
2pR sin® ¢, 2TR 2P
X.= [ d = f(p— R)+ —6(R—p). (6.84
o= [ 41 e = T80~ R)+ “RO(R— ). (6:84)
0
Wir stellen alles zusammen und erhalten
-~ WwolnR _ (R 0
A= — - R — (R — . )
o {Zao-r)+ Lor-p) (6.85)
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Wie konnen jetzt das magnetische Feld der Spule noch einmal herleiten.
Weil A nur ég-Komponente hat, welche von p abhdngt, ist es einfach die
Rotation zu berechnen. Wir erhalten

.1
B = _0;(pAy) & (6.86)

Fir p > Rist Ay ~ 1/p und pAy ist eine Konstante. Es folgt, dass auBerhalb
der Spule B = 0. Innerhalb der Spule ist Ay ~ p und wir finden

B = ol né,. (6.87)
Dieses Ergebnis flir das magnetische Feld der Spule haben wir schon vorher

berechnet.

Ahnlich wie beim elektromagnetischen Potential konnen wir das Vektorpo-
tential und das magnetische Feld einer Stromverteilung bei groBer Entfernung
diskutieren. Wir schreiben

4

A= &/dﬁ /(1) (6.88)
T 7= |
12
und entwickeln in r;/r. Wir erhalten
o Ko 3> 77— Ko 3_»—-‘_>FZ’L'F
A= yp d°n J(fl)‘i“ﬂ/d r Jj(n) pe + ... (6.89)

1% 1%

Wir analysieren den ersten Term. Fiir zeitunabhangige Stromverteilung
gilt
V-j=0. (6.90)

Dann schreiben wir
VilFidi) = 6iwdi + 7V i = Ji- (6.91)

Wir konnen jetzt beide Seiten dieser Gleichung iiber den ganzen Raum inte-
grieren. Wir erhalten

/d3F]'k(F) = /d3F]'k(F) = /d#ﬁ,(ﬁj) = 0. (6.92)
%
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Der letzte Schritt folgt, weil wir die totale Ableitung integrieren und es keinen
Strom bei r = oo gibt.

Wir haben gezeigt, dass der erste Term in Gl. (6.89) eine Null ist. Den
zweiten Term kdnnen wir auch umschreiben. Betrachten wir j(7)(7- k) wobei
Kk ein konstanter Vektor ist, und berechnen

—

v, (ﬁ(r)(F- k)> ~ 7K (6.93)

Dann schreiben wir

— —

V5 InE 0] =5OF K+ 5T (6.94)

Falls wir die linke Seite liber das gesamte Volumen integrieren, erhalten wir
eine Null, weil wir die totale Ableitung integrieren. Das bedeutet

/d3F J(F k)= —/d3F 7 (k). (6.95)

Mit Hilfe dieser Formel kdnnen wir schreiben

= . 1 = - - o
/d37(7-k):§/d3f(J(F-k)—m k)
. (6.96)
:/?xi/d3F[7xF]:—/?xn?
wobel )
mzi/d3f FxJ, (6.97)

das magnetische Dipolmoment der Stromverteilung ist.
Gl. (6.96) hat eine (fiir uns) wichtige Konsequenz. Nehmen wir als Vektor
k einen Basis-Vektor €. Dann gilt

/dﬂ 7= & x s (6.98)
Jetzt berechnen wir

5;(,‘/(13/7_7;( F; = /dSFj r= —[é; X fﬁ]kék,'

= —€4pc € pMc0, = —€jicme = 0.

(6.99)
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Wir haben also gezeigt, dass
/d3F Jj-7=0. (6.100)

Wir betrachten den zweiten Term in Gl. (6.89). Wir identifizieren den
Vektor 7/r® mit k in Gl. (6.96) und erhalten

3 -, Fi * F o FX f?7
/d i Jj(rn) ( e ) =5 (6.101)
Demzufolge erhalten wir das Vektorpotential in der Dipolnaherung
- Mo mxr
A(r) = — . 102
(7 =27 (6.102)

Das ist der fiihrende Term des Vektorpotentials in multipoler Entwicklung.

Wir berechnen jetzt den Dipolmoment fiir eine Schleife die aus diinnem
Draht gemacht ist. Der Strom / flieBt durch die Schleife. Die Form der Schleife
ist beliebig. In diesem Fall berechnen wir

m = §/d3F Fxj= —E/drx 7 (6.103)

wobei d/ die Verschiebung entlang des Drahts ist.
Um die obige Formel zu vereinfachen, betrachten wir das Integral

/dT- (F x k), (6.104)

wobei k ein konstanter beliebiger Vektor ist. Wir verwenden den Stokes'sche
Satz und erhalten

(6.105)
:/d§ (¥, 7R) k(¥ -7) :—2/d§ p
Wir schreiben den ersten Term um
/dT- (Fx k) = /?-/dfx 7, (6.106)
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und, weil diese Berechnung fiir beliebigen Vektor K gelten soll, erhalten wir
/de F= —2/d§: -28, (6.107)

wobei S die integrierte Fliche der Schleife ist. Dann gilt fiir das Dipolmomentb
m=1S, (6.108)

und oL
— Ko M X r
A=— .

A 3
Aus diesem Vektorpotential berechnen wir das magnetische Feld eines

Dipols
. o . r(r-m)
B = A=— — i 11
V x pyws (m 3 P ) (6.110)

(6.109)

SchlieBlich mochten wir die Randbedingungen fiir das Amper'sche Gesetz
V x B = o (6.111)

bestimmen. Wir betrachten eine Oberflache mit dem Strom. Wir nehmen die
Gleichung
V-B=0, (6.112)

und integrieren sie liber eine kleine Box
0:/d3fﬁ-.§:/d2§~§:ﬁ~(§1—§2), (6.113)

wobei Blz magnetische Felder liber und unter der Oberflache, und i ein
Normal-Vektor zur Oberflache sind.

Ferner nehmen wir einen Vektor €, welcher entlang des Stroms J ausge-
richtet ist, und schreiben

B = Byi+ By.& + Bj,l& x . (6.114)

Wir konnen jetzt eine infinitesimale viereckige Schleife nehmen, die orthogonal
zu ¢; ist. Wir berechnen das Integral entlang dieser Schleife und erhalten

By.5(1) — Bi1p(2) = woJ. (6.115)
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SchlieBlich, falls wir eine Schleife nehmen, die parallel zu ]’Iéuft, erhalten wir

By.(1) = Byy.a(2) = 0. (6.116)

Als Beispiel berechnen wir das magnetische Feld einer unendlich groBen
Platte, welche bei z = 0 in der (x — y) Ebene liegt. Der Strom an der
Oberflache flieBt in die € Richtung. Den obigen Bedingungen zufolge, finden
wir dann

Bz(l) - 52(2), Bx(l) - Bx(z)v (6117)

und
B,(1) — B,(2) = woJ. (6.118)

Das magnetische Feld kann nur von z abhangig sein. Divergenz-Gleichung
gibt

dB,

= =0 B, = const. (6.119)
Aus V x B, finden wir

dB

d_zy =0, B, = const. (6.120)

dB,

o 0, B, = const. (6.121)
Dann J J

B,(1) = ‘% B,(2) = —‘%. (6.122)

Alle anderen Komponente des B-Felds konnen wir zu Null setzen. Dass es
tatsachlich so ist, konnen wir auch mit Hilfe von Gl. (6.65) argumentieren.
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7 Magnetisches Feld in Materie

Falls wir ein Stiick Material in ein magnetisches Feld platzieren, kann es zwei
mogliche Reaktionen geben. Erstens kann sich das Material so polarisieren,
dass das magnetische Feld im Material reduziert ist; solche Materialen be-
zeichnen wir als diamagnetische. Zweitens kann sich das Material so polari-
sieren, dass das magnetische Feld im Material vergroBt ist; solche Materialen
bezeichnen wir als paramagnetische. Ferner gibt es die Materialien, die magne-
tische Polarisation ohne externes magnetisches Feld haben. Diese Materialen
sind Magneten oder, wie man sagt, ferromagnetische Materialien.

Um ein physikalisches Bild zu haben, stellen wir uns vor, dass alle Materia-
lien aus kleinen magnetischen Dipolen zusammengestellt sind. Zum Beispiel
drehen sich in Atomen und Molekiilen Elektronen um die Kerne; diese Be-
wegung von geladenen Teilchen ist Strom und, wie wir wissen, kann eine
Stromverteilung magnetisches Dipolmoment haben. Falls wir das Material in
magnetisches Feld platzieren, reagieren Dipolmomente auf diese Storung und
erzeugen makroskopische Polarisation.

Um das zu beschreiben, sollen wir verstehen wie ein externes magnetisches
Feld auf ein magnetisches Dipol wirkt. Angenommen, wir haben eine Strom-
verteilung und ein magnetisches Feld mit B. Die Lorentz-Kraft, die auf die
Verteilung wirkt, konnen wir so schreiben

Fo) = [ &5 i) < B+ 7). (7.)

wobei 7 das “Zentrum” des Dipols ist.

Wir interessieren uns fiir die Situation, wo wir ein “kleines” Dipol haben
und ein magnetisches Feld, das sich auf viel groBeren Langenskalen andert.
Das bedeutet, dass wir B(F+ 1) in Gl. (7.1) in r; entwickeln kdnnen. Dann
gilt

B(r+n)~ B(F)+n, 6,5 (7.2)

Die Kraft auf die Stromverteilung ist dann
FR) = -6x [CRIE) - 88 x [CRAIE). (79

In Vorlesung 6 haben wir gesehen, dass
[ i -o (7.4)
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Ferner konnen wir die Diskussion um Gl. (6.96) benutzen, um den zweiten
Term in Gl. (7.3) umzuschreiben. Wir erhalten

/ 4R J(R) i = & x (7.5)

wobei m das magnetische Moment des Systems und €& ein Basisvektor sind.
Dann

—&éx/&ﬁﬁﬂvnz—&éxﬁxﬁﬂ:—&aéwm. (7.6)
Damit sieht die Kraft am magnetischen Dipol so aus
F =V, (B(P) - m). (7.7)

Es ist offensichtlich, dass im konstanten magnetischen Feld keine Kraft
auf den magnetischen Dipol wirkt. Andererseits gibt es in diesem Fall ein
Drehmoment. Um den Drehmoment zu berechnen, schreiben wir

W= [&nrx [j7) < 8] = [ @ [{G0)G - 8) - BG-77))]. 7.9
Mit Hilfe von Gl. (6.96) und GI. (6.100) erhalten wir
N=mxB. (7.9)

Um zu verstehen was dieses Drehmoment macht, betrachten wir die La-
grangefunktion fiir eine Menge Teilchen im konstanten magnetischen Feld.
Die Lagrangefunktion lautet

=2

maVa — =

L= E 3 + E GaVa - A(7). (7.10)
a a

Das Vektorpotential ﬁ(?) fur ein konstantes magnetisches Feld lasst sich
unterschiedlich auswahlen. In diesem Fall ist es glinstig zu schreiben

I
A:§Pxﬂ. (7.11)

Dann erhalten wir
1 . .= 1o - =,
L = Lkin + ;EQQVQ . [B X ra] = Lkin —i—;EB . [I’a X (qava)] = Lkin + B - m,
(7.12)
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wobel m das magnetische Dipolmoment ist

- I . _ 1 B
A=Y B @nl =y [ oL ()
Weil die Lagrangefunktion aus der kinetischen und potentiellen Energie be-
steht, konnen wir sagen, dass

U=—-B-m (7.14)

die potentielle Energie des magnetischen Dipolmoments im magnetischen Feld
ist. Das Gleichgewicht ist dann die Konfiguration wo m und B parallel sind.

Das physikalische Bild besteht darin, dass im magnetischen Feld alle Di-
pole sich entlang des magnetischen Felds orientieren und das Material eine
makroskopische Polarisation erhalt. Wir wollen jetzt diskutieren wie wir die
Materialien mit magnetischer Polarisation beschreiben konnen.

Wie bezeichnen das magnetische Dipolmoment pro Volumeneinheit mit
dem Buchstaben M(F) und nennen es die Magnetisierung. Falls wir die Ma-
gnetisierung kennen, konnen wir das Vektorpotential berechnen

v Mo [ o M(RA) X (F—R)
AN =22 [ d _ 7.1
(7) 47r/ 7 TP (7.15)
Wir schreiben dann!? (F-7) )
r—n =
N 7.1
PP VoAl (710
und erhalten
T o = 1
M@:Z%/yﬁmmngwzzﬂ
Lo - oo (7.17)
_ ko &7 ¥, x ﬁ +&/d3r}vlj< q(n)_
4T |F— 7| 47 \F—n|

Falls wir tber den gesamten Raum integrieren, konnen wir den ersten Term
vernachlassigen. Der zweite Term sieht aus wie das Vektorpotential einer
Stromverteilung

Jo(F) = V x M(F). (7.18)

12\Wir merken, dass @1 bedeutet, dass wir nach 7} ableiten.
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Das ist ein “gebundener” Strom, welcher die Polarisierung M erzeugt.
Als Beispiel berechnen wir das magnetisches Feld einer gleichférmig-magnetisierten
Kugel mit dem Radius R. Die Magnetisierung ist

M(F) = Mob(R —r). (7.19)

Wir berechnen gebundenen Strom

. . Fx M
Jo(7) = ¥ x WA(7) = =6(r = R) =22, (7.20)
Dann,
M0R2 — 1 / dQ2 I:i
A(r) = —M R = Moy x — .
(F) * /d i 8ln = )r1|f—f1| ar 0 - R |7 —n
rl—R
(7.21)

Dieses Integral haben wir schon mal gerechnet, siehe Gl. (6.75,6.76). Dann

finden wir .
o 4R M0><r’ r> R,

N 4 3 r3
A(r) = (7.22)
bo 31 Mo X 7. r<R.

Wir sehen, dass innerhalb der Kugel das magnetische Feld gleichformig ist;
auBerhalb der Kugel gibt es das magnetische Feld eines Dipols mit dem Di-
polmoment M = My(4mR3)/3.

Ahnlich wie bei der elektrischen Polarisierung des Mediums, wo wir zwei
elektrische Felder E und D eingefiihrt haben, konnen wir das Medium mit ei-
ner magnetischen Polarisation beschreiben, indem wir zwei magnetische Felder
einfihren. Wir betrachten die Situation, wo in einem Material mit magneti-
scher Polarisierung auch freier Strom fﬂieBt. Das magnetische Feld erfiillt
die Gleichung

V x B = uo(j +jb), (7.23)

wobei J, der gebundene Strom, welcher fiir die Magnetisierung verantwortlich
ist. Es gilt

x M = (7.24)

<]1
\l

sodass

W

= 1 - -
V x (— M) =J. (7.25)
Ko
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Wir bezeichnen die GroBe in Klammern mit dem Buchstabe H

. 1 = .
H=—B-M (7.26)
Ko
und erhalten dann

VxH=] (7.27)

Wir haben am Ende der Vorlesung 5 erklart, dass die potentiele Energie des
Dipols U = —d-E zu Polarisation P ~ E fiihrt. Einen dhnlichen Mechanismus
gibt es auch fiir die Magnetisierung, weil die potentielle Energie U = — - B
identisch ist. Das bedeutet, dass wir die Situation betrachten sollen, wobei
die Magnetisierung proportional zum externen magnetischen Feld ist.

Obwohl es natiirlicher wire M ~ B zu schreiben, schreibt man aus histo-
rischen Griinden dann

M = xmH. (7.28)

Die einheitslose GroBe x,, nennt man magnetische Suszeptibilitat. Dank der
obigen Gleichung konnen wir das Feld B durch das Feld H ausdriicken. Wir
finden

B = po(1+ xm)H = pH. (7.29)

Die GroBe u = o (1 + Xxm) bezeichnen wir als Permeabilitat des Materials.
Im Vakuum ist x, = 0, sodass u = pg ist. Deswegen nennen wir uq die
Permeabilitat des Vakuums.

Die Randbedingungen fiir die Felder B und H kénnen wir dann aus den
Randbedingungen fiir B im Vakuum konstruieren. Wir betrachten eine Ober-
flache, welche zwei Materialien trennt; an dieser Oberflache flieBt freier Flachenstrom
Jr. Um die Randbedingungen zu beschreiben, fiihren wir lokal drei Vektoren
i, € und & = [ x €] ein, wobei 7 Normal zur Oberflache ist (zeigt in die
Richtung von Gebiet 1) und &]| ist. Dann gilt

A-(B(1) - B(2) =0,
&- (A1)~ A2) =0, (7.30)
&- (H(1) = -H(2)) = Ul

Als Beispiel der Anwendung dieser Randbedingungen betrachten wir fol-
gendes Problem. Es gibt gleichformiges magnetisches Feld B = Byé€,. In
diesem Feld platzieren wir eine Kugel, zusammengestellt aus magnetischem
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Material mit der Permeabilitat u. Wir wollen die Magnetisierung der Kugel
finden.
AuBerhalb der Kugel gibt es keine Strome. Das bedeutet

V x B=0. (7.31)

Ein Vektor dessen Rotation eine Null ist kdnnen wir immer als Gradient einer
Funktion schreiben

B(7) = Vs(F). (7.32)

Weil
V-B=0, (7.33)

erflllt ¢g eine Laplace-artige Gleichung
V2ps = 0. (7.34)

Diese Gleichung ist identisch zur Laplace-Gleichung und alles was wir iiber
Laplace-Gleichung diskutiert haben konnen wir verwenden. Dann entwickeln
wir ¢ in Legendre Polynomen

ds(r) = (A,r’ + %) P/(cos6), (7.35)

=1
berechnen magnetisches Feld

_ B
Br — Z (A//I’I 1_ (/ + 1),’/—_’_/2) ID/(COSG),

/=1

B d
By = Z <A,r’_l + r’_+l2> @P[(COS 6).

I=1

(7.36)

Wir betrachten den Limit r — oo, wo das magnetische Feld B = Byé, sein
soll. Das bedeutet
A = Bodi, (7.37)

und die Koeffizienten B, bleiben in diesem Moment beliebig.
Innerhalb der Kugel haben wir eine Gleichung fiir H

V x H=0. (7.38)
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Das heiBt, dass wir
H = V(7 (7.39)

schreiben kénnen. Weil B ~ H und
V-B=0, (7.40)
finden wir, dass ¢4 auch die Laplace Gleichung erfiillt. Dann

oy = ZC,r’P,(cos@). (7.41)
I

In diesem Fall finden wir das Feld H

H, = Z CiIr'=1P(cos ),

- J (7.42)
Hg = Z C/I’lilﬁlD/(COS 9)
=1

Um die Randbedingungen zu erfiillen, brauchen wir nur Terme mit / =1
in der Entwicklung von ¢g und ¢4 zu beriicksichtigen. Die Randbedingungen
fiir B und H bei r = R lauten

B
B/(1) = B/(2) — Bo—24; = uC,

5 (7.43)
Ho(1) = Hp(2) — Bo+ g3 = HoCi.
Es folgt
3By
¢ = : 7.44
P+ 2u0 (7.44)
sodass 35
H= ° &, r<R. (7.45)
W+ 2o
Die Polarisierung ist dann
pi=B"Hog_ BT Ho 2P0 (7.46)
Mo W+ 210 o
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8 Elektrodynamik: Ohm’sches Gesetz. Elektromotorische
Kraft

In dieser Vorlesung mochten wir diskutieren warum und wie in Leiter kon-
stanter Strom lauft. Wir betrachten folgendes Modell: ein Elektron befindet
sich in einem Leiter im elektrischen Feld E. Das Elektron beschleunigt sich
in diesem Feld bis es zu einem ZusammenstoB mit einem Atom kommt. In
diesem ZusammenstoB verliert das Elektron die gesamte kinetische Energie,
die es im elektrischen Feld gewonnen hat.

Unter diese Annahme, berechnen wir das Verhiltnis zwischen E und dem
Strom. Wir bezeichnen die Zeit zwischen den ZusammenstoBen mit t. Die
gemittelte Drift-Geschwindigkeit v ist dann

_ at
V= (8.1)

Die Beschleunigung & und die Zeit t sind

E A
=5 =2 (8.2)

m %
wobel v+ die thermische Geschwindigkeit und A die freie Weglange des Elek-
trons sind.'® Wir finden das Verhiltnis zwischen dem elektrischen Feld und

der Drift-Geschwindigkeit

ex =
V= E. 8.3
Y 2mvr (8:3)
Der Ausdruck fiir den Strom folgt

- . exn - -

J=nv= 2mvTE =oE. (8.4)
Dieses Verhaltnis zwischen dem Strom und dem elektrischen Feld

j=0E (8.5)

ist experimentell nachgewiesen und ist viel allgemeiner als das Modell, welches
wir diskutiert haben. Den Parameter o nennen wir Leitfahigkeit des Materials
und bezeichnen Eq. (8.5) als Ohm’sches Gesetz.

13Es ist wichtig zu merken, dass die thermische Geschwindigkeit viel groBer ist als die
Drift-Geschwindigkeit; deswegen spielt die Drift-Geschwindigkeit bei der Berechnung von t
keine Rolle.
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Die Leitfahigkeit von verschiedenen Materialen ist sehr unterschiedlich.
Leiter haben sehr groBe Leitfahigkeiten, sodass der Strom ein sehr kleines
elektrisches Feld braucht um flieBen zu konnen. Im idealen Leiter ist 0 = oo
und E = 0. Deswegen konnen wir in elektrischen Stromkreisen Drahte mit
Strom als Aquipotentialflichen betrachten.

Der Kehrwert von o heit spezifischer Widerstand p = 1/o. Der spezifi-
scher Widerstand ist die Eigenschaft des Materials. Zusatzlich fiihrt man eine
andere GroBe, den Widerstand, ein, welcher aber nicht nur das Material, son-
dern auch den Gegenstand charakterisiert. Die Gegenstande mit Widerstand
werden wir auch als Widerstande bezeichnen.

Betrachten wir einen Zylinder mit dem Querschnitt A and der Lange L.
Der Zylinder ist aus einem Material mit der Leitfahigkeit o zusammengestellt.
Die Potentialdifferenz VV zwischen den Enden des Zylinders wurde eingehalten.
Wir wollen den Strom finden, welcher in dem Zylinder flieBt.

Wir nehmen an, dass das elektrische Feld innerhalb des Zylinders gleichformig
ist. Dann schreiben wir E = V/L, benutzen

j=0E (8.6)

und erhalten A
| = jA=0AE = UT V. (8.7)

Diese Gleichung schreiben wir um als
V =RI, (8.8)

wobei R = L/(cA) der Widerstand des Zylinders ist. Gl. (8.8) ist auch als
Ohm’sches Gesetz bekannt.

Es ist interessant, besser zu verstehen, warum in diesem Beispiel das Feld
gleichformig ist. Die Randbedingungen an der Oberflache des Leiters sind
bekannt. In diesem Fall ist es wichtig, dass E-i = 0ist, weil andererseits muss
es eine Ladung an der Oberfliche geben.'* Wir konnen dann das Potential
innerhalb des Zylinders schreiben

%4

p(z) = TZ (8.9)

14\/ektor 7 ist der Normalvektor zur Oberfliche.
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Dieses Potential erfiillt alle Randbedingungen und, wegen der Eindeutigkeit
der Losung der Laplace-Gleichung, ist diese Losung dann auch die richtige.
Obwohl wir liber Zylinder diskutiert haben, ist es einfach zu sehen, dass diese
Diskussion allgemeiner ist, weil fiir dieses Argument kein kreisformiger Quer-
schnitt gebraucht wurde.

Der Grund des Widerstands sind ZusammenstoBe zwischen Elektronen
und Kerne in einem Material. Bei diesen ZusammenstoBen wird die kinetische
Energie der Elektronen in Warme umgewandelt. Wie viel Arbeit wir leisten
missen, um einen bestimmten Strom in einem elektrischen Kreis laufen zu
lassen, ist einfach zu berechnen. Strom [ bedeutet, dass wir wahrend einem
Zeitintervall At die Ladung AQ = 6t von ¢ = 0 zu ¢ = V transportieren.
Dann ist die Arbeit AW = VAQ = VIAt und die Leistung

AW ,
P="r=VI=PR (8.10)

Diese Gleichung heiBt Joule'sches Gesetz. Mit | in Ampere und R in Ohm,
erhalten wir P in Watt.

Um Strom in einem Leiter zu erzeugen, sollen wir auf Elektronen wir-
ken. Es gibt verschiedene Moglichkeiten dies zu tun; wir bezeichnen alle diese
Moglichkeiten mit dem Begriff elektromotorische Kraft (EMK). Z.B. in ei-
nem Stromkreis gibt es iblicherweise die Batterien, die Drahte und die Wi-
derstande. Wie wir diskutiert haben, gibt es in Widerstanden ein elektrisches
Feld, das Elektronen beeinflusst. In der Batterie gibt es zusatzlich eine andere
Kraft, welche die Ladungen zwischen den Batterie-Polen bewegt. Diese Kraft
bezeichnen wir mit f; Dementsprechend schreiben wir fiir einen Stromkreis!®

—

j=of, f=E+f. (8.11)
Wir berechnen jetzt die Potentialdifferenz zwischen den Batterie-Polen. In
einer idealen Batterie ist f = 0; dann gilt
b b
vz—/dT-E:/dT-f;:a (8.12)
a a

Diese GroBe £ beschreibt die Arbeit der externen Krafte, welche bendtigt
wird, um die Ladungen zwischen den Batterie-Polen zu transportieren und

150bwohl wir f als “Kraft” bezeichnen, ist sie die Kraft pro Ladungeinheit.
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Abbildung 14: Ein Beispiel des Stromkreises.

den Strom am Laufen zu halten. Wir merken, dass, weil das elektrische Feld
potentiell ist und weil fs sich nur in der Batterie von einer Null unterscheidet,

gilt
b

g:/dr.g:fdr.f::fdr.f. (8.13)

a

Wir diskutieren jetzt kurz tiber die Stromkreise. Ein Stromkreis kann aus
Widerstanden, Batterien und Kondensatoren zusammengestellt werden. Eine
typische Frage ist fiir solche Kreise, die Strome an allen Widerstanden zu
berechnen. Fiir Stromkreise ohne Kondensatoren gibt es zwei Kirchhoff'sche
Regeln. Erstens, fiir jeden Knoten des Stromkreises mit n Zweige, gilt

Z I, =0, (8.14)
k=1
wobei {/(} einlaufende Zweigstrome sind. Zweitens, fiir jeden Umlauf des

Kreises gilt
> hkRe=>_ & (8.15)
k i

Auf der rechten Seite obiger Gleichung summieren wir (iber alle elektromoto-
rische Krafte &;, welche in diesem Umlauf vorhanden sind.

Um ein Beispiel zu diskutieren, betrachten wir einen Stromkreis mit drei
Widerstanden und zwei Batterien, siehe Bild 14. Wir benutzen die Kirchoff'schen
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Regeln und schreiben drei Gleichungen

/3 - /1 + /2,
iRy + I3R3 = &1, (8.16)
/2R2 + /3R3 = 82.

Es ist einfach, diese Gleichungen zu losen. Wir erhalten, z.B.

_ SRt &R
*7 RiRo+ (Ri+ Ro)Rs

Falls es in dem Stromkreis einen Kondensator gibt, kann man weiter die
Kirchhoff'schen Regeln benutzen. Allerdings gibt es einen wichtigen Unter-
schied zur obigen Diskussion und zwar, dass die Strome im solchen Fall
zeitabhangig sind. Der Strom durch den Kondensator lautet

d@ dv
=—=C—.
dt dt
Um ein Beispiel zu diskutieren, betrachten wir einen Stromkreis mit einer
Batterie mit EMK &, einem Widerstand R und einem Kondensator mit der

Kapazitat C. Zum Zeitpunkt t = 0 ist der Kondensator ungeladen. Die zweite
Kirchhoff'sche Regel lautet

(8.17)

/ (8.18)

9JrR/zS. (8.19)
C
Wir leiten nach der Zeit ab und erhalten
1 d/
—/+R— =0. 2
c + o 0 (8.20)
Die Losung dieser Gleichung ist
| = lget/(RO). (8.21)
Weil Q(t =0) =0 ist und /(t = 0) = Iy ist, erhalten wir aus Gl. (8.19)
&
lo = R (8.22)

Die Ladung an dem Kondensator berechnen wir so

Qﬁjzi/dTKT%:bRC(l—etﬁx)ZSC(l—ewx). (8.23)

0
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Abbildung 15: Eine Schleife in magnetischem Feld.

Die Integrationsgrenzen in Gl. (8.23) sind so ausgewahlt, dass die Bedingung
Q(0) = 0 erfiillt ist.

Eine wichtige Art elektromotorische Kraft zu erzeugen besteht durch die
Bewegung eines Leiters im magnetischen Feld. Betrachten wir eine rechte-
ckige Schleife, zusammengestellt aus vier Drahten. Eine Seite dieser Schlei-
fe befindet sich im magnetischen Feld, welche senkrecht zur Oberflache der
Schleife steht (siehe Bild (18)). Die Schleife bewegt sich mit der Geschwindig-
keit v. Den Elektronen an der Seite der Schleife, welche sich im magnetischen
Feld befinden, wirkt eine “Lorentz-Kraft” f = F, /e = vB an. Diese Kraft
erzwingt die Bewegung der Elektronen und fiihrt dazu, dass der Strom in der
ganzen Schleife flieBt. Die elektromotorische Kraft ist dann

£ = ]f f.dl = vBh, (8.24)

wobei h die Lange der Seite ist, welche sich im magnetischen Feld befindet.

Wir konnen diese Formel auf sehr wichtige Weise umschreiben. Weil v =
dx(t)/dt, bedeutet das, dass

dx(t) _ do

Bh= —Bh -
v dt dt’

(8.25)

wobei ®(t) der Fluss des magnetischen Felds durch die Schleife ist. Es folgt,
dass die elektromotorische Kraft gleich der Ableitung des Flusses nach der
Zelt ist

do

(8.26)
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Wir haben diese Formel fiir rechteckige Schleifen hergeleitet. Es ist aber
einfach zu sehen, dass die Form der Schleife keine Rolle spielt. Betrachten
wir eine beliebig-formige Schleife, und nehmen einen Punkt O, welcher an der
Schleife liegt. Der Ortsvektor dieses Punktes am Zeitpunkt t bezeichnen wir
als 7(t). Der Ortsvektor des gleichen Punktes am t + dt bezeichnen wir als
r(t + dt). Das Verhaltnis zwischen diesen zwei Vektoren lautet

F(t + dt) = F+ V dt, (8.27)

wobei V die Geschwindigkeit des Punktes O ist. Die Differenz zwischen zweli
Fliissen durch die Schleife ist dann

d(t + dt) — d(t) :/§~d5. (8.28)

Wir integrieren iiber die Flache des “Bandes”, welches die Schleifen an den
Zeitpunkten t und t 4 dt verbindet. Wir kdnnen do' so parametrisieren

dé = dl' x V dt, (8.29)

wobei d/ eine Verschiebung entlang der Schleife parametrisiert.

Ein Elektron kann sich nur entlang der Schleife bewegen. Das heiBt, dass,
falls wir die Geschwindigkeit des Elektrons im Ruhesystem der Schleife mit &
bezeichnen, ist i || d/. Die gesamte Geschwindigkeit des Elektrons ist dann
W = vV + & und, weil 7 und d/ parallel sind, kdnnen wir schreiben

dé = dI'x W dt, (8.30)
Dann,
do(t -
d(t)dt:/B-d/dot, (8.31)
sodass 4o (t
d(t ) _ /dT- Wx B = /dT- Finag = £. (8.32)

Wir sehen, dass die elektromotorische Kraft immer durch die Ableitung des
Flusses gegeben ist, egal wie genau sich die Schleife bewegt und welche Form
sie hat.
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Wir haben die obige Formel hergeleitet, indem wir die Bewegung der
Schleife im magnetischen Feld untersucht haben. Andererseits ist zu merken
dass, Definition des Flusses zur Folge

d>:/§~d§, (8.33)
S

kann sich der Fluss andern, falls das magnetische Feld eine Funktion der Zeit
ist. Es ist experimentell nachgewiesen, dass Gl. (8.32) fiir zeitabhingige B(t)
erfiillt bleibt, selbst wenn die Schleife sich nicht andert bzw. bewegt.

Es ist natiirlich unmaglich in diesem Fall die elektromotorische Kraft durch
die Lorentz-Kraft zu erklaren, weil die Schleife sich nicht bewegt. Also sollen
wir annehmen, dass das zeitabhangige magnetische Feld ein elektrisches Feld
erzeugt. Um das Verhaltnis zwischen dem elektrischen und dem magnetischen
Feld zu erstellen, schreiben wir

b B Lo Lo
do(t) _ a—-dsz—gz—j{E-d/:—/vXEds. (8.34)

dt ot

Aus diesem Ergebnis folgt eine neue Differentialgleichung, welche £ und B
miteinander verknipft

X E=——. (8.35)

Fir zeitunabhangige B erhalten wir V x E = 0, wie wir vorher diskutiert
haben. Wir werden spater sehen, dass Gl. (8.35) eine von vier Maxwell'schen
Gleichungen ist, die ausfiihrlich die Elektrodynamik beschreiben.

Wir machen eine Bemerkung zu GI. (8.35) und das induzierte elektrische
Feld. Das elektrische Feld erfiillt zwei Gleichungen

vV E=L 9xE=-2 (8.36)

V-E=0, VxE=—-—. (8.37)

Wir kénnen diese Gleichungen mit den Gleichungen fiir das magnetische Feld
vergleichen
V-B=0, VxB=puqJ. (8.38)



Das bedeutet, dass fiir den Fall p = 0 und das vorhandene magnetische Feld,
wir alles libernehmen konnen, was wir liber das magnetische Feld gelernt
haben. Das elektrische Feld in diesem Fall konnen wir so schreiben

= 18 [ B(tA)x(F-A)
E(r) = 4T Ot /d n 7= 73 :

(8.39)
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0 Induktivitat

Wir betrachten eine Schleife mit dem Strom. Der Strom erzeugt das magne-
tische Feld. Dieses magnetische Feld erzeugt den Fluss durch die Schleife

¢:/§-d§. (9.1)

S

Im allgemeinen Fall ist es schwerig dieses Integral zu berechnen, weil das
Integral von der Geometrie der Schleife abhangt. Allerdings konnen wir sagen,
sogar ohne das Integral zu berechnen, dass ® zu dem Strom in der Schleife
proportional ist, weil B ~ [. Dann schreiben wir

d=1L1 (9.2)

Den Koeffizienten L nennen wir die Induktivitat.
Als Beispiel berechnen wir die Induktivitat einer Spule. Das magnetische
Feld in diesem Fall haben wir schon berechnet, siehe Gl. (6.53),

polN/
h

In Gl. (9.3) sind N die Zahl der Schleifen der Spule und h die Lange der Spule.
Der Fluss durch eine Schleife ist dann

B =

. (9.3)

o NI R?
P

wobei R der Radius der Spule ist. Allerdings, um die elektromotorische Kraft
einer Spule zu berechnen, brauchen wir den Fluss durch alle Schleifen, sodass

o, = BTR? = (9.4)

M0N2WR2
h
Das bedeutet, dass die Induktivitdt einer Spule durch

cDspule - Ncbl = /. (95)

o N?1 R?
LSpuIe: 0 h (96)

gegeben ist.
Ein anderes Beispiel ist die Induktivitat des koaxialen Kabels — zwei un-
endlich (bzw. sehr) lange konzentrische Zylinderleiter mit den Radien a und
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Abbildung 16: Koaxiales Kabel.

b, siehe Bild (16). Der Strom / flieBt in einer Richtung durch den inneren Lei-
ter und in der andere Richtung durch den externen Leiter. Das magnetische
Feld konnen wir sofort mit Hilfe des Amper’schen Gesetzes berechnen. Das
magnetische Feld hat nur &, Komponente, sodass

3 uol

B=— b. 7

27rp6¢, a<p< (9.7)

Wir betrachten einen Querschnitt in der (z—p) Ebene fiir fixe ¢ und berechnen
den Fluss. Die Lange des Kabels in der z-Richtung ist h. Dann

b
5 uoh b
b= [do|Blh=—In—1. 9.8
[ do18In =120 (98)
a

Die Induktivitat in diesem Fall ist dann

h b
_ Kol 2 (9.9)

L =
2T a

Die Induktivitat ist wichtig, weil diese GroBe hilft uns die Leistung der
EMK zu berechnen. Wir schreiben

do d/

dt dt (9.10)
Die EMK bewegt die Ladungen und verrichtet die Arbeit
d/ LI?
dW——é’/dt—LE ldt =d [7} . (9.11)

Wir integrieren diese Gleichung und finden, dass die Energie des magnetischen
Felds der Schleife so aussieht
Lr o2

W=—"-=2-. (9.12)
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Fir die Spule konnen wir diese allgemeine Formel in eine andere Form
umschreiben. Weil das magnetische Feld der Spule konstant ist, schreiben wir
den Fluss als ® = BTR?N. Wir benutzen dann die Formel fiir Lgyue Gl. (9.6)

und erhalten )

B
W = — wR?h. 9.13
o ( )

Weil mR?h das Volumen der Spule ist, kdnnen wir diese Formel als

5. B

W = / d°r — 9.14

e (9.14)
Spule

umschreiben. Wir sehen, dass die Energiedichte des magnetischen Felds der

Spule durch B?/(2ug) gegeben ist.

Es ist moglich zu zeigen, dass die obige Formel im allgemeinen Fall richtig
ist. Wir schreiben

¢:/§-d§:/[ﬁxﬁ]-d§:fﬁ-d§. (9.15)

Wir schreiben dann

2 2

wobei wir benutzt haben, dass in der Schleife d/' = /d€ ist. Wir verallgemeinern
Gl. (9.16) auf dem dreidimensionalen Raum und schreiben

& 1 [~ -
W:—:—j{A-d/, (9.16)

1 =~ = 1 — - —
—Z AT Br=— | A. B] d%r. 1
W 2/ J d°r o [V x B] d°F (9.17)

Dann gilt
A" [ﬁx é] = e,-jkA,-GjBk = 8j (e,-jkA,-Bk)—e,jkBk@-A,- = ﬁ[B’X/Z\]—FB? (918)

Das Integral des ersten Terms iiber den ganzen Raum gibt eine Null und wir
erhalten

W = /d3F B (9.19)
e :

Wir haben liber Stromkreise geredet. Zusatzlich zu Batterien, Widerstanden
und Kondensatoren, konnen wir in einem Stromkreis auch Induktivitdt haben.
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Abbildung 17: Stromkreis aus einem Kondensator und einer Induktivitat.

Um ein Beispiel zu geben, betrachten wir wir einen Kreis mit dem Kondensator
C und der Induktivitat L, siehe Bild (17). Die verallgemeinerte Kirchhoff'sche
zweite Regel lautet

dl Q
L= (9.20)
wobei auf der linken Seite die EMK der Induktivitat steht und auf der rechten
die Potentialdifferenz an dem Kondensator. Wir nehmen an dass bei t =0 in
dem Kreis kein Strom flieBt und die Ladung an dem Kondensator Qg ist.

Wir leiten die beiden Seiten von Gl. (9.20) nach der Zeit ab, benutzen
‘Q =/ und erhalten

LML 0 (9.21)
ae tic=Y |
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist bekannt

I = lysin(wot + @), (9.22)

wobei wy = /1/LC ist. Weil bei t = 0 kein Strom in dem Kreis flieBt, ist
¢ = 0. Um /g zu bestimmen, leiten wir Gl. (9.22) nach der Zeit ab, setzen
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das Ergebnis in die Gl. (9.20) ein und setzen t = 0. Wir erhalten

Qo

Dann ist 0
Jo = ——2 9.24
°= e (9.24)
und 0
| = -2 sin(wyt), 9.25

Wir konnen den Stromkreis komplizierter machen und einen Widerstand
dazu nehmen. Dann sieht das Kirchhoff'sche Gesetz so aus
d/ Q

—L—=RI+ —. 2
L +C (9.26)

Nach der Zeitableitung erhalten wir

d?/ d/
— + 2y —Fwj | = 27
et gt =0 (9.27)
wobei vy = R/(2L) und wg = 1/v/LC sind.
Wir konnen die Losungen dieser Gleichung in komplexer Form suchen. Wir
schreiben ‘
| = Re [Ae™], (9.28)

Wy = Iy £ /wi — 72 (9.29)

Was in dem Stromkreis passiert hangt davon ab ob wg > <y ist oder nicht.
Nehmen wir an, dass wg > -y ist. Dann

und erhalten

| = lpe " sin(y/w? — Y2t + ). (9.30)

Die zwei Konstanten /o und ¢ konnen wir mit Hilfe von zwei Randbedingungen
feststellen. Eine Moglichkeit ist, dass bei t = 0 es in dem Kreis keinen Strom
gibt /(t = 0) = 0 und die Ladung des Kondensators Q(t = 0) = Qg ist. Dann
finden wir

2
| = —wO—QOe_“sin( wi — y2t). (9.31)
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Wir gehen zur Induktivitat zuriick. Wir haben diese GroBe eingefiihrt, in-
dem wir den magnetischen Fluss durch die Schleife mit dem Strom in der
selben Schleife miteinander in Verbindung gesetzt haben. Wir kdnnen aber ei-
ne ahnliche GroBe einfiihren fiir den Fluss, welcher der Strom in einer Schleife
durch die andere Schleife verursacht. Fiir den Fluss durch die Schleife 2 wegen
dem Strom in Schleife 1 schreiben wir

Gy = Logly. (9.32)

Die GroBe L»; heiBt Gegeninduktivitat.
Um L5; zu berechnen, schreiben wir

©n = [ 43, 6(5) = [ 45, [V x A7) = § 46 AR)

- - o 9.33
B = Mo I(r) kol dh -dh (9-33)
=¢d&-— [ d§g —5F = — ——
am | — A 4T | — Al
wobei wir benutzt haben, dass in einer diinnen Schleife
dé, I(A) = 1d& (9.34)

ist. Es folgt, dass der Ausdruck fiir Gegeninduktivitat lautet
db - di
9.35
j{j{ | — Al ( )

L12 - L21, (936)

Aus dieser Formel folgt, dass

und dass die Gegeninduktivitat eine rein geometrische GroBe ist.
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10 Die Maxwell’schen Gleichungen und ihre einfache Losungen

Die Aufgabe der Theorie des Elektromagnetismus ist es, elektrische und ma-

gnetische Felder zu bestimmen. Wir haben bisher gesehen, dass diese Felder
folgende Gleichungen erfiillen

i V-E=L, (i) V. B=

o 5 ) (10.1)

(i) VxB=uqy, (iv) —B+VXE-=

Wir konnen jetzt zeigen, dass diese Gleichungen miteinander nicht kompa-
tibel sind. Der Grund dafiir ist, dass wir in der Herleitung dieser Gleichungen
die Zeitunabhangigkeit der Strome und Ladungsdichten angenommen haben.

Wir nehmen die erste Gleichung in Gl. (10.1) und leiten sie nach der Zeit
ab. Wir erhalten

. 8E 10p 1. -
N i VA 10.2
v ot €0 ot EOV J: ( 0 )
und schreiben diese Gleichung um als
. (6E
=42 ) =0, 10.
o (2 0) 0

Aus dieser Gleichung folgt, dass wir die Summe der Zeitableitungen des elek-
trischen Felds und der Strome als eine Rotation eines Vektorfelds darstellen
konnen, weil die Divergenz einer Rotation eine Null ist. Dann

0E ] o -
T _ 10.4
T + & VvV xU (10.4)
Wir vergleichen die obige Gleichung mit Gleichung (/i) in Gl. (10.1). Es
ist zu sehen, dass, falls wir U als U = B/(uo€o) auswahlen, stellt Gl. (10.4)
dann die Erweiterung der Gleichung (ii7) in Gl. (10.1) dar. Diese Erweiterung

—

- o OE -
V xB-— Hoto g, = Kal- (10.5)

ist nicht die einzige Moglichkeit, aber es folgt aus Experimenten, dass sie rich-
tig ist. Gl. (10.5), zusammen mit den anderen drei Gleichungen (Gl. (eq10.1)
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(i,ii,1v)) sind als Maxwell'sche Gleichungen bekannt und stellen die Grund-
lage der Theorie des Elektromagnetismus bereit.

Die obige Diskussion betrifft Maxwell’'sche Gleichungen im Vakuum; falls
es Materialien gibt, andern sich die Gleichungen. Wie das funktioniert, ha-
ben wir in fritheren Vorlesungen fiir die elektrischen und magnetischen Felder
diskutiert. Die Maxwell’sche Gleichungen in Materialien sehen so aus

V.B=p, V-B-0,

. 8B . . 8D . (10.6)
XE—’_E_O' VXH—E—jf,

<l

wobei ps und Jjr freie Ladungen und Strome beschreibt.
Die Felder D und H haben wir schon gesehen. Zur Erinnerung sind diese
Felder so definiert

D=e¢E+P, H=——M. (10.7)

Die Polarisation P und die Magnetisierung M bestimmen gebundene Ladun-
gen und Strome
opb=—-V-P, jy=VxM. (10.8)

Falls die Polarisierung P zeitabhingig ist, tragt sie auch zum “Polarisationss-
trom” bei, welche auch zur letzten Gleichung in Gl. (10.6) beitragt. Um das
zu sehen, schreiben wir die Kontinuitatsgleichung fiir pp

0y = - = P vau
Es folgt .
- OP
Jp = e (10.10)

Um Maxwell'sche Gleichungen in Materialien zu l6sen, brauchen wir die
Verhaltnisse zwischen D und E, und zwischen B und H. Diese Verhaltnisse
haben wir schon friither gesehen und diskutiert. Fiir lineare Materialien gilt

D=¢E, H==B, (10.11)

wobei € = €9(1 + xe) und u = po(1 + Xm). Die GroBen x. und x,, charakte-
risieren die elektrische und magnetische Polarisierbarkeiten von Materialien.
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Um Differentialgleichungen zu I6sen, brauchen wir die Randbedingungen.
Diese Randbedingungen haben wir vorher auch diskutiert und wir stellen alle
Randbedingungen noch einmal zusammen. Um die Randbedingungen zu be-
schreiben, fiihren wir lokal drei Vektoren 77, € und & = [i7 x €] ein, wobei i
Normal zu der Grenze steht und €& parallel zum freien Flachenstrom ist (&][)).
An der Grenze von zwei Materialien gilt

7-(D1 = Da) =0, o (B = 52) = % :1'” =Ea (10.12)

ej'(Hl—Hz):O, 63'(H1_'H2):ej‘_/f,
wobel o und ff die Flachenladungsdichte und die Flachenstromdichte sind,
und EH =FE — (ﬁE)ﬁ

In vorherigen Vorlesungen haben wir gesagt, dass es giinstig ist, die Felder
mit Hilfe des elektrischen Potentials ¢ und des Vektor-Potentials A darzustel-
len

E=—-Vyo, B=VXxA (10.13)
Allerdings ist es einfach zu sehen, dass diese Formeln mit den vollen Max-
well’schen Gleichungen nicht kompatibel sind. In der Tat ist V x V¢ = 0 und
deswegen konnen wir nicht die Gleichung
. . 0B
VxE+—=0, 10.14
+ 5 ( )
erfiillen. Andererseits kénnen wir das Verhiltnis zwischen B und A behalten,
weil eine Maxwell'sche Gleichung lautet

V-B=0. (10.15)

Wir haben gesehen, dass es nicht moglich ist E als Divergenz darzustellen.
Dann schreiben wir

E=-Vp+K, (10.16)
setzen diesen Ausdruck in Gl. (10.14) ein und erhalten
. . 0B _ 0A
Wir kdnnen dann -
_ 0A
K=-5- (10.18)
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auswahlen. Mit Hilfe dieser Gleichung konnen wir die elektromagnetischen
Felder durch ¢ und A ausdriicken:

_ - A
EeVo-2 B_9xA (10.19)

Diese Gleichungen haben eine interessante Eigenschaft, welche wir jetzt
diskutieren wollen. Nehmen wir an, dass zwei Funktionen ¢ und /Tgegeben
sind. Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen die Felder £ und B berechnet werden.
Es scheint offensichtlich, dass, falls wir statt ¢ und A zwei andere Funktio-
nen 1, A1 benutzen, erhalten wir andere Felder. Interessanterweise ist diese
Aussage nicht ganz richtig, weill, falls ¢q, A, mit © und A so verbunden sind

of - Lo
dann erhalten wir gleiche Felder egal ob wir mit ¢, A} oder mit ¢, A rechnen.
Die Funktion f in Gl. (10.20) ist eine beliebige Funktion von t und 7.
Es ist offensichtlich, dass §1 =B, weill V x Vf = 0. Fiir qu finden wir

. - OA, _ of\ 0A _of -
El——V(pl—ﬁ——V((p—a)—E—VE—E. (1021)
Die Auswahl einer Funktion f erlaubt uns bestimmte Eigenschaften von ¢ und

A zu erforden: wir reden dann iiber Potentiale in bestimmter Eichung.

Wir konnen jetzt die Maxwell’sche Gleichungen fiir Potentiale schreiben.
Die zwei Gleichungen
sind fiir die Potentiale ¢ und A automatisch erfiillt. Die anderen zwei Glei-
chungen sind interessanter. Wir erhalten

. e 2 P — . —
V.E 0- 5V A=L,
. OF  — = o 0 O°A -
VXB_MOEOEZV(V ) — V2A — ligeo (—a @—w> = loJ-



Um diese Gleichungen zu vereinfachen, konnen wir die Eichung auswahlen.
Eine Moglichkeit besteht darin, dass wir die Funktion f so auswahlen, dass

uoeog—erﬁ-A’:o. (10.24)

Diese Gleichung heiBt Lorentz'sche Eichung.
Mit Hilfe von GI. (10.24) kénnen wir Eq. (10.23) so umschreiben

2
Dwz{—a _62190:&

c20t? €0
i (10.25)
> =0l & =
DA_[CZGLQ—V A= o,

[0 heiBt D’Alambert’'scher Operator. Die obige Gleichungen sind die Max-
well'sche Gleichungen in Lorentz'scher Eichung, Gl. (10.24). Ferner haben
wir den Parameter c eingefiihrt

1
\/ €olbo '

Wir merken, dass ¢ die Einheit der Geschwindigkeit haben soll. Wir werden
spater sehen, dass ¢ die Geschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im
Vakuum ist, also die Lichtgeschwindigkeit.

Es gibt auch andere Moglichkeiten die Eichung auszuwahlen. Zum Beispiel
konnen wir einfordern, dass

c= (10.26)

V-A=0. (10.27)
Diese Gleichung heiBt Coulomb’sche Eichung. In diesem Fall gilt

—V?p = o (10.28)

sodass wir diese Gleichung sofort l6sen kdnnen

o(t,7) = — /d3r*p(t’m (10.29)

" 4meg PRl

Die Gleichung fiir das Vektor-Potential ist, anderseits, kompliziert. Allerdings
ist zu bemerken, dass, falls p = 0 ist und es keine externe Oberflache mit
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Randbedingungen gibt, ist ¢ = 0. In diesem Fall gilt OA = Mof als die Glei-
chung fiir A auch in der Coulomb’schen Eichung.

Wir wollen jetzt iiber die Losungen der Gl. (10.25) diskutieren. In friiheren
Vorlesungen haben wir elektrische und magnetische Felder aus Ladungsver-
teilungen und Stromverteilungen hergeleitet; ohne Ladungen und Strome und
ohne Gegenstande mit fixierten Potentiale waren die Felder eine Null. Wir wol-
len jetzt anschauen was mit den Losungen von Gl. (10.25) passiert, falls wir
0 undfnach Null setzen. Wir werden sehen, dass in diesem Fall die Losungen
mit @ # 0 und A # 0 existieren.

Eine sehr wichtige Lsung von Gl. (10.25) mit p = 0, j = 0, ist die Lésung
welche ebene Wellen beschreibt. Um diese Losungen zu konstruieren, stellen
wir uns vor, dass ¢ und A nur von t und einer anderen Koordinate abhangen.
Wir nennen diese Koordinate x.

Die Gleichungen, welche wir dann losen sollen, sehen so aus

2 2
Lza—atz - %] F(t.x) =0, (10.30)
wobei die Funktion f entweder ¢ oder /Txyyvz darstellt.

Gleichung (10.30) konnen wir so 16sen. Wir schreiben den Differenzialope-

rator um o 7 5 5 5 5
[—C28t2 - 37} = [& - &] [E * a] ' (10.31)

und machen eine Variablen-Transformation

E=x+ct, n=x-—ct. (10.32)
Es folgt
o| ol o on| 8| 0 o
ax|  ox| 8¢ ox| on| ~ 8¢ on (10.33)
t ct n ct I3 n 13
Ahnlich finden wir
o) o o
B L e 10.34
cot ¢ on . (10.34)
X Ui

Der Differenzialoperator Gl. (10.31) verwandelt sich in
0? 0? 0?

—— — —| =4 .

LQGtQ 8X2} 0€on

(10.35)

114



Die Differentialgleichung lautet dann

02 f
seam = O (10.36)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

f(x,t) = g1(&§) + g2(n) = g1(x + ct) + go(x — ct), (10.37)

wobel g; und g> zwel beliebige Funktionen sind.

Die Bedeutung dieser Losungen ist klar. Nehmen wir an, dass an dem
Zeitpunkt t = 0 wir zwei Funktionen g;(x) und g»(x) definiert haben. Dann
verschieben sich fiir t > 0 diese Funktionen entweder nach links (g;) oder
nach rechts (g>) mit der Geschwindigkeit ¢ ohne die Form der Funktion zu
andern.

Als Beispiel betrachten wir die Losungen, welche sich in die Richtung x
ausbreiten

o(t,x) = f(x—ct), At x)=a(x—ct). (10.38)

Wegen Gl. (10.24) sind die Funktionen f und & aber nicht unabhangig. Es

muss gelten
of Oay

2ot Bx
Weil f und & nur von n = x — ct abhdngen, konnen wir diese Gleichung so
umschreiben

=0. (10.39)

1df  dax

cdn  dn’

Wir berechnen jetzt elektrische und magnetische Felder der ebenen Welle.
Wir fangen mit dem magnetischen Feld an und erhalten

(10.40)

B _da;  da; _da, da,
B.=0, B =—gf=—g5 Bi=gi=gr (10.41)
Fur das elektrische Feld finden wir
of  0Day df da,
=B~ T e =0 (10.42)
wobei wir die Gl. (10.40) benutzt haben, und
0a da Oa da
E,=—2=c2 E,=—"Z= = 10.4
Y ot ¢ dn’ ot ¢ dn (10.43)
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Aus Gl. (10.41,10.43) konnen wir folgende Eigenschaften elektromagne-
tischer Felder der ebenen Welle herleiten

. B Lo . AxE ., E?
fi-E=0, A-B=0, E-B=o0, B:”C L B=2 (1044

wobei 17 die Richtung der Ausbreitung der Welle ist.
Wir haben gesehen, dass elektrische und magnetische Felder die Energie
haben. Die Energiedichte ist

1 1 -
w(x, t) = 5 (€0E2 + EBz) . (10.45)

Weil E = E(x—ct) und B = B(x—ct), breitet sich auch die Energiedichte des

elektromagnetischen Feldes mit der Geschwindigkeit ¢ aus. Diesen Prozess
konnen wir mit einer anderer GroBe bezeichnen, den Poynting-Vektor

- 1l 1= =
§=-- [E x B] . (10.46)
Wir erhalten

S(t,x) = cii w(t, x). (10.47)

Es ist offensichtlich, dass der Poynting-Vektor S den Fluss der Energie durch
due infinitesimale Flache dS beschreibt

dw .

—=85-dS 10.48

9 ( )
SchlieBlich muss es klar sein, dass eine ebene Welle in beliebige Richtungen
propagieren kann. Falls wir die Richtung mit dem Vektor i bezeichnen, sollen
wir statt der Variable x das Skalarprodukt 7- 7 benutzen. Dann schreiben wir

E=E(ct—A-7), B=B(ct—n-7), (10.49)
u.Ss.w.

Unter allen ebene Wellen spielen monochromatische \Wellen eine sehr wich-
tige Rolle. Die Felder einer monochromatischen Welle haben harmonische
Zeitabhangigkeit, z.B. E ~ cos(wt + ¢). Die Frequenzen w sind in Hertz,
Hz gegeben; wobei 1 Hz = sek™!. Typische Werte von w sind: 10'® fiir
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Rontgenstrahlung, 10*® — 10 fiir sichtbares Licht von Blau bis Rot, 10°
fiir Handys, 108 — 10* fiir Fernseher und Radiowellen.

Weil eine ebene Welle von t und 7 nur in einer Kombination abhangen
kann, muss eine monochromatische Welle auch harmonische Abhangigkeit
von r haben. Um die Berechnungen einfacher zu machen, werden wir die
Losungen in komplexer Form schreiben

E =Re [Eoe’ﬁ_"‘”t] , B=Re [goe’gf_’“t} . (10.50)

Weil diese Felder eine ebene Welle beschreiben, gilt

K=Y7 (10.51)
c
wobei 7 der Ausbereitungsvektor der Welle ist. Den Vektor k nennen wir der

Wellenvektor, den Betrag von k die Wellenzahl und

_27r

A

(10.52)

— die Wellenlange.

Die Vektoren /_Eo und §0 sind komplexe zweidimensionale Vektoren, wel-
che in der Ebene liegen, die orthogonal zum Vektor /7 ist. Diese Vektoren
beschreiben die Polarisation der Welle. Die Vektoren EO und EO erfiillen fol-
gende Gleichungen,

Lo L . AxE
E,-K=0 B,-kK=o0, BOZ”XC 0 (10.53)

Betrachten wir den Vektor an. Wir schreiben qu als die lineare Kombina-
tion von zwei reellen Vektoren € », die orthogonal zu k sind

Eo = Eicie® 4 & e/ /2, (10.54)
Die Konstanten c¢;» und o, sind auch reell. Das elektrische Feld lautet
E=6E +8&E,, (10.55)
wobei

E.(t, 7) = ¢ cos(wt—k-F—a), Ex(t,7) = —csin(wt—k-F—a). (10.56)
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Wir untersuchen spezifische Werte flir a1 . Die einfachste Moglichkeit ist

ap = ap + 7/2. Dann gilt
E = (& + 66) cos(wt — k - F— ay), (10.57)
und der Vektor E; zeigt immer in die gleiche Richtung. In diesem Fall reden

wir Uber lineare Polarisation der Welle.
Die zweite Moglichkelt ist o, = a1 oder ar = a7 + 7. Dann

Ei(t, F) = ¢ cos(wt—k-F—ai), Ex(t,7) = Fosin(wt—k-F—ay), (10.58)

sodass
EX(r) | E3(D) _

> >
G G

1. (10.59)

Das ist die Gleichung fiir eine Ellipse und in diesem Fall reden wir tber ellip-
tische Polarisation. Falls ¢; = ¢, ist, haben wir eine zirkulare Polarisation.
Wir merken, dass wir die zirkulare Polarisation als komplexes Feld so
schreiben konnen )
E. =\2c & el witian (10.60)
wobei L
. (&=xi8)
€ =—T—+
V2
zwel komplexe Basisvektoren sind, die fiir die Beschreibung zirkularpolarisierter
Wellen breit genutzt wurde.
Wir merken dass zwei Basis-Vektoren €. folgende Gleichung erfiillen

(10.61)

i[Ax&]=A\é., (10.62)

wober A = £1 und 77 der Ausbretungsvektor der Welle sind. Der Parameter
X heiBt Helizitat. Fir zirkularpolarisierte Welle kann man Gl. (10.62) benut-
zen um zwischen zwei Polarisationen zu unterscheiden, unabhangig von der
Richtung des Ausbretungsvektors.

Im allgemeinen Fall gilt folgende Gleichung

E3(t) n E2(t)2+2E1(t) Ex(t)

i = cos? 10.63
C12 C22 c c SII’](O[12) Cos (0112), ( )

wobel o = a1 — ap ist. Diese Gleichung konnen wir so umschreiben

E.  E)\° 1 Ei  E)\° 1
(—1+—2> —+(—1——2) - =1 (10.64)

Cy Co 1 —sinags 1 G 14 sinags
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Es ist dann offensichtlich, dass auch im allgemeinen Fall die Polarisation el-
liptisch ist.

Wir betrachten freie Maxwell’'sche Gleichungen in einem linearen Material.
Die Gleichungen sehen so aus

—

V-E=0, V-B=0, ﬁxl::—k%:O, ﬁxé—uea—E:o. (10.65)
ot ot

Der Unterschied zwischen den Maxwell'schen Gleichungen im Vakuum und im
Material ist, dass das Produkt zwischen den materialabhangigen Konstanten
e und w in der letzten Gleichung statt wugeq erscheint. Es ist klar, dass die
Maxwell'sche Gleichungen in Materialien auch ebene Wellen als Losungen
haben, aber diese Wellen bereiten sich mit der Geschwindigkeit ¢, = 1/,/u€
anstatt mit ¢ aus. Das Verhaltnis zwischen ¢ und ¢, bezeichnen wir als n

n=— = 51, (10.66)
Cm Ko€o

und nennen diese GroBe der Brechungsindex. Umgekehrt ist die Lichtge-
schwindigkeit in einem Material mit dem Brechungsindex n kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Ch = % <c. (10.67)

Monochromatische ebene Wellen in einem Material sehen dann so aus

L oo oz . AxEy -
E = Eyeffror, §— - 0ekriut (10.68)

wobei k = w/cy, A ist und Eg - i = 0 ist.
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11 Reflexion und Transmission der elektromagnetischen Wel-
len

In Vorlesung 10 haben wir ebene Wellen diskutiert. Wir werden diese Diskus-
sion in dieser Vorlesung fortsetzen.

Betrachten wir einen Raum, gefiillt mit zwei Materialien. Der Halbraum
z < 0 (Gebiet 1) enthdlt das Material mit dielektrischer Konstante €; und
magnetischer Suszeptibilitat u;. Der Halbraum z > 0 (Gebiet I) enhilt das
Material mit dielektrischer Konstante €, und magnetischer Suszeptibilitat w.,,
siehe Bild (??). Wir wollen eine Lésung der freien Maxwell'schen Gleichungen
finden, welche monochromatische ebene Wellen beschreibt. Die Randbedin-
gungen sind: bei z = —oo gibt es eine einlaufende Welle, die sich in die positive
z-Richtung ausbreitet, und bei z = +o00 gibt es auch eine Welle, die sich in
positive z-Richtung ausbreitet.

Die Interpretation dieser Randbedingungen ist Folgendes: wir schicken ei-

ne gegebene Welle aus z = —oo in Richtung der Grenze. An der Grenze wird
ein Teil der Welle reflektiert (reflektierte Welle) und ein Teil wird durchge-
lassen (transmittierte Welle). Dementsprechend, bei z = —oo gibt es zwei

(einlaufende und auslaufende) Wellen und bei z = 400 — nur die auslaufende.
Wir kontrolieren den Wellenvektor und die Polarization der einlaufenden Welle
bei z = —oo; die Eigenschaften anderen Wellen sollen wir aus Maxwell'schen
Gleichungen bestimmen.

Die Grenze zwischen zwel Gebieten liegt in der x — y Ebene bel z = 0.
Wir konnen allerdings x und y Achsen frei auswahlen. Wir machen es so, dass
der Ausbreitungsvektor der einlaufenden Welle 7 in der (z — x)-Ebene liegt.

E‘))‘('l E’-)F"

Abbildung 18: Der Raum aufgeteilt in zwei Gebiete.

120



Dann gilt
n = cos6,&, +sinf,é,. (11.1)

Den Ausbreitungsvektor der reflektierten Welle schreiben wir so
g = — COSORE; + sin Or COs PrE + sin B sin PrE, . (11.2)

Per Randbedingung sollen wir im Gebiet |l nur die transmittierte Welle
haben; ihren Ausbreitungsvektor schreiben wir

it = cos 01 €, + sin 01 cos ¢ € + sin O7 sin P&, . (11.3)

Als ersten Schritt wollen wir zeigen, dass in obigen Gleichungen ¢r =
¢ = 0, sodass die reflektierte Welle und die transmittierte Welle auch in der
(x — z)-Ebene liegen. Dieses Ergebnis folgt aus den Randbedingungen fiir
verschiedene Komponente von elektrischen und magnetischen Felder an der
Grenze, welche im allgemeinen Fall so aussehen

()ea™ 4 ()pe'a ™ = (pe'a T (11.4)

Der Ortsvektor rg beschreibt Punkte an der Grenze; weil die Grenze bei z =0
liegt, schreiben wir
G = Y€, + x&. (11.5)

Falls ¢ 7 sich von Null unterscheidet, enthalten dann der zweite Term auf der
linken Seite von Gl. (11.4) und der Term auf der rechten Seite von Gl. (11.4)
y-abhangige e-Funktionen. Weil Gl. (11.4) fiir beliebige y gelten soll und
weil der erste Term (einlaufende Welle) keine y-Abhangigkeit hat und auch
keine Null sein kann, muss ¢r = ¢+ = 0 gelten, um die y-Abhangigkeit der
e-Funktionen zu vermeiden. Dann

Nr = — COSORE, + sinORrE,,

~ o . . (11.6)
it = cosBt€&, + sin 61&,.

Was wir iiber die y-Abhangigket in Gl. (11.4) gesagt haben, gilt auch fiir
die x-Abhandigkeit — die x-abhangige Phasen von drei e-Funktionen sollen
gleich sein. Das bedeutet

sinf, sinBr  sin6t

= = 11.7
C1 C1 Co ' ( )
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wobei c; » Lightgeschwindigkeiten in zwei Gebieten sind. Wir schreiben diese
Gleichungen so um
sinbr & m

= =2=2 11.
O =01, sin 9, . N (11.8)

wobei ny , die Brechungsindexe von zwei Materialien sind.

Wir merken, dass drei Ergebnisse, die wir erzielt haben (die drei Wellen
liegen in einer Ebene, der Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel, und
das Brechungsgesetz), drei wichtige Gesetze geometrischer Optik sind.

Wir wollen jetzt die Verhaltnisse zwischen den elektromagnetischen Felder
der drei Wellen finden. Fiir das elektrische Feld schreiben wir

—

E(F,t) = Ejexa™T, (11.9)

S\e‘

wobei a =/, R, T ist und ¢, entweder ¢; oder ¢, ist. Wir parametrisieren die
Felder E, unter der Bedingung, dass E, - fi, = 0 ist. Dann
E, = Ei,[sin6,& — cos6,&] + E, &,
Er = E1 g [sinOgE, + cosOrE] + Es rE,, (11.10)
ET = El,T [sin 97’52 — COS eTéx] + E2’T5y.

Wir benutzen die Randbedingungen fiir das D-Feld und E-Feld GI. (10.12)
und erhalten

€1 (Ey sinf, + E; rsinBr) = €xE1 7sin 61,
Eqcos8, — Ey gcosOr = E; 7 cos O, (11.11)
Es)+ Esr=EaT.

Wir sehen, dass wir die ersten zwei Gleichungen nach E; g und E; 1 l6sen
konnen. Well 8, = 0 ist, finden wir

€>sIN 6
Ei)+Eir= 2> T 1.7
€1 SINn 6/ (11 12)
cos 6+ '
Ei)—Eir= 1.7
cos 9,
Wir fiihren folgende Notationen ein
cos 0+ €SN Or
= , = : , 11.13
cos 6, P €1sin 9, ( )

122



und erhalten
2E1'/ ,B —

1,T—a+5, l’R_a+5
Wir merken, dass fiir den Parameter B eine bessere Schreibweise existiert.

Die Idee ist, B8 durch @i und n; > umzuschreiben, weil in vielen Materialien
@ sehr nah an wg ist. Dann

Ei,. (11.14)

:€2sin97:€2u2&sin972n_§&ﬂ:u1n2N@ (11.15)
€15iN6; €l o SING nT Uy pony Ny '

Wir sollen noch E; g und E, + bestimmen. Eine Gleichung haben wir schon,
siehe letzte Gleichung in Gl. (11.11). Die zweite Gleichung kommt aus den
Randbedingungen fiir die x-Komponente des magnetischen Felds H

. o 1 o
g - ([ﬁ, x E)] + [fin ¥ ER]> = o8 i x Er]. (11.16)

202
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Die individuelle Beitrage zu dieser Gleichung konnen wir einfach berechnen.
Zum Beispiel,

€ - [T % I_ET] = Er- [E x iT] = — cos @ Er - €, = —cosOrEyr. (11.17)

Wir finden dann

1C1 COS 61

Ery—Exr=
WUrCor COS B,

E2,T :,BOLEQ’T. (1118)

Wir benutzen die obige Formel zusammen mit der letzten Gleichung in GI. (11.11)
und erhalten
2 1-op
2T = {5 B b2 F2RT 1o B2

(11.19)

Wir definieren dann die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten als die
Energie per Zeiteinheit, die durch die Grenze iibertragen wurde. Fiir alle Wel-
len berechnen wir diese GroBe mit Hilfe des Poynting-Vektors

W, = = X &, My, (11.20)
mta=1,T,R.
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Wir benutzen die obigen Formeln und erhalten

cosO )
W, = Es + E '
T ma [E% 2]
cosbr [(B—a)® , | (1-Pa) ,
Wgr = — E U =Py -
" H1C {(5 +a)2 T (1+Ba)2 2! (11.21)
cos 6t 4 ) 4 ,
WT o Ce |:(6 + a)Q 1,/ + (1 +6a)2 2,/:|

Wir sollen zwei Polarisationen der einlaufenden Welle separat betrachten.
Dann finden wir fiir £1; # 0, E5; =0,

%1% —a)? W- Aoy

" ’Wf’ - E§+6§2' ' |W7| - (a+[[33)2’ 22

wobei R und T der Reflexions- bzw. der Transmissionkoeffizient ist.

Fiir den Fall £1; =0, E5; # 0 finden wir
1 —Ba)? 4
" El +§5;Z' ' (1+fﬁ)2' -
Fir beide Polarisationen gilt

R+T=1. (11.24)

Es ist interessant spezielle Falle zu diskutieren. Ein wichtiger Fall entspricht
der Situation wo der Ausbreitungsvektor einlaufender Welle orthogonal zur
Grenze ist. In diesem Fall ist 8, = 0. Es folgt, dass

QR:O, 97':0, a=1. (1125)

Mit Hilfe von GI. (11.19) und Gl. (11.14) konnen wir zeigen, dass folgende
Gleichungen gelten

. 1-B- - 2 .

Er = E,, Er = ——E,. 11.26

Fo1+ " 77 146 (11.26)

Das bedeutet, dass in dem Fall wo die Welle senkrecht an der Grenze fallt,
die Polarisation der Welle sich nicht andert.

Um den zweiten Fall zu erklaren, schreiben wir Gl. (11.8) so um

sinfr = %sin@,. (11.27)
2
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Es folgt, dass, falls ny/n, > 1 ist, ein Winkel 6, existiert fiir welchen die rechte
Seite von Gl. (11.27) groBer als Eins ist. Das ist natiirlich ein komisches
Ergebnis, weil die linke Seite dieser Gleichung eine Sinusfunktion sein soll und
eine Sinusfunktion immer kleiner als Eins sein muss.

Wir sollen dann untersuchen was dieses Ergebnis bedeutet. Gl. (11.27)
kommt aus dem Vergleich von Phasen der Wellen an der Grenze. Wir schreiben
die transferierte Welle

E’ _ E’Tef/thri%(cosQT z+sin 67x) (11 28)

Weil wir die Gleichung
cos’ O +sinfr =1 (11.29)
brauchen, um zu behaupten, dass E die Losung der Wellen-Gleichung ist,

muss dann cos 8+ imaginar sein. Wir schreiben

sinfr — cosh(yr) = %sin 0, cosfr — isinh(yr), (11.30)
2

wobel yr ein neuer Parameter ist. Dann fiir z > 0 gilt

E = ETe*iniw% cosh(yr) x—=2 sinh(yr) 7. (11.31)

Dieser Ausdruck zeigt, dass in diesem Fall im Gebiet Il die Losung keine ebene
Welle ist; die Losung zerfallt exponentiell fiir groBe z-Werte. Weil

V-E=0, (11.32)

konnen wir die Parametrisierung des Vektors E7 in Gl. (11.10) benutzen und
cos 01 und sin 7 in dieser Gleichung mit Hilfe von Gl. (11.30) interpretieren.
Ferner konnen wir die ganze Analyse wiederholen und identische Ergebnisse
fur die Felder bekommen. Der einzige Unterschied ist, dass der Parameter
in unserem Fall imaginar ist

o . 2 2
N e
o - Cosfr _ isin (yr) _ vt > _ s (11.33)

cos§,  cosO, nosin 6,

Es ist dann einfach zu sehen, dass
|Evrl® = |Evil? |Eagl? = B2l (11.34)
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Das bedeutet, dass der Reflexionskoeffizient in diesem Fall eine Eins und der
Transmissionkoeffizient eine Null sind.

Es ist auch moglich, dass es liberhaupt keine Reflexion gibt. Betrachten
wir den Fall, wo die Polarisation der einfallenden Welle in der Einfallsebene
liegt (Eo,; = 0). In diesem Fall gilt (siehe GI. (11.14))

Eir~ (a—PB)Er (11.35)
D.h. die Bedingung, dass es keine reflektierte Welle gibt, ist
a=0. (11.36)
Weil B ~ ny/ny, kdnnen wir zwei Gleichungen schreiben

sinfr m cos Ot no

sing,  m ~ cosb, =h= n (11.37)

Diese Gleichungen sind miteinander kompatibel, falls
cosOr =sinf;, sinBr = cosH,. (11.38)

Wenn diese Gleichungen erfiillt sind, finden wir, dass
tan6, = 2. (11.39)

n
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12 Wellen in Leiter

In Leiter gibt es freie Ladungen und Strome. Die Strome sind, wegen des
Ohm’schen Gesetzes, mit dem elektrischen Feld verkniipft. Die Maxwell'schen
Gleichungen, das Ohm’'sche Gesetz und die Kontinuitatsgleichung lauten

R | - o
() V-E=Zpr (i) V-B=0,
. . 0B - - OF =
= = ' — uEe— = 12.1
(iir) VXE+81§ 0, (iv) VxB Hes uoE, ( )
Opr

(v) —+V-jr=0, (vi) jr=0E.
ot
Um diese Gleichungen zu losen, fangen wir an mit folgender Beobachtung.

Wir nehmen Gleichung (vi), berechnen die Divergenz beider Seiten, benutzen
Gleichungen (/) und (v) und erhalten

pr (o}
— + —pr =0. 12.2
ot + P ( )
Die Losung dieser Gleichung ist
pf(t, P) = pe(0, F)e~t/%, (12.3)
wobel c
TR = ;, (124)

die Relaxationszeit ist. Die Leitfahigkeit in einem guten Leiter ist sehr groB;
dementsprechend ist Tg sehr klein. Gl. (12.3) zeigt, dass fir t > Tr die
Ladungsdichte pr verschwindet und nach der Zeit T es keine freie Ladungen
in dem Leiter mehr gibt.

Dementsprechend konnen wir in Gl. (12.1) pr nach Null setzen. Inter-
essanterweise konnen wir fiir pr = 0 aus Gl. (12.1) die Wellengleichungen fiir
E und B herleiten.

Wir nehmen die Gleichung (iv) und leiten nach der Zeit ab. Dann benutzen
wir die Gleichung (iii), um 88/8t zu eliminieren. Wir erhalten

. - -  ®E oF
Dann gilt
V xVxE=-V?E, (12.6)
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weil V - E = 0 ist. Wir erhalten dann

PE o, = 0F

—

wobei ¢2 = 1/(eu) die Lichtgeschwindigkeit in dem Leiter ist. Eine dhnliche
Berechnung gibt

*B .5 0B

Wir suchen nach monochromatischen Wellen und nehmen an, dass die
Welle sich in z-Richtung ausbreitet. Dann schreiben wir

—

E = Eoe_iwt+/;2, (129)

setzen diesen Ausdruck in Gl. (12.7) ein und erhalten
wz ""2 .
= ke + ipow = 0. (12.10)

m

Aus dieser Gleichung erhalten wir

~ w .o w 1
k=—\\/1+i— = —4/14+i—. (12.11)
Cm €W Cm TrW

Es ist klar, dass k eine komplexe GroBe ist. Um reelle und imaginire Teile
dieser GroBe zu extrahieren, schreiben wir

1 _
1+i— = pe”, (12.12)
TRW
sodass 1
=1, ing = ——. 12.13
© COS psin — ( )
Dann gilt
1+ ! = /pe? = \/p cose—f—isine (12.14)
TeW p R 2 2" '

und wir erhalten

Re {\/1 + /T,?Lw} = \/pcos2g = \/p(l;—ﬁcose) = %\/er 1. (12.15)
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Eine ahnliche Berechnung ergibt

o1 50 /p(1—cos0) 1
Im [4+/1+i— :\/S|n2—: =—\/p—1. (12.16
{ TRM] psin” 5 7 VP ( )
SchlieBlich schreiben wir
k=k+ ik, (12.17)
wobei
w 1 w 1
k= —— 1+ ———+1 = — 1 -1 12.18
e toR Tl F= 5 t 2 L (12.18)
und wir benutzt haben dass
=,/1+ L (12.19)
p= TAw? '

ist.

Wir schreiben noch einmal die monochromatische Welle in einem Leiter.
Unserer urspriinglicher Ansatz ist in Gl. (12.9) gegeben. Wir benutzen dann
Gl. (12.17) und erhalten

E’ — E’Oefnzefiwﬂrikz' (1220)

wobei k und k komplizierte Funktionen der Wellenfrequenz sind.
Gl. (12.17) bedeutet, dass die Ausbreitung einer Welle in einem Leiter
raumlich begrenzt ist; die Eindringstiefe ist durch

d=— 12.21
. (12.21)

gegeben.

Es ist interessant zu merken, dass die Eindringstiefe eine starke Funktion
der Wellenfrequenzen ist. Falls Trw > 1 ist, was im Wesentlichen mindestens
sichtbares Licht braucht, finden wir

d =~ 2TrCp, (12.22)
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In einem gutem Leiter kann 7 ~ 1073 sec sein; dann ist d ~ 10~* m. Die
Wellenzahl k ist in diesem Fall durch ein ganz normales Verhaltnis gegeben

k=—. 12.23
2 (1223)

Dann ist das Verhaltnis der Eindringstiefe zur Wellenlange sehr groB

d
§ ~ dk~Trw > 1. (12.24)

Fir wtr < 1, was fiur die meisten Wellen der Fall ist, finden wir, dass

1 1

1+ ——+1~ —. 12.25
+ T2w? TrW ( )
Das bedeutet, dass
w 1
k=K=— , 12.26
& Cm \V 2wWTr ( )

und deswegen

2
d~ A= CnTry/ — (12.27)
TRW

ist. Fiir Handyfrequenzen ist Trw ~ 107° und d ~ 107?m. Es ist zu merken,
dass das Verhiltnis zwischen k und der Frequenz w in diesem Fall,

k o AT~ w/?, (12.28)

ungewohnlich ist.
In einer Welle gibt es nicht nur das elektrische sondern auch das magne-
tische Feld. Wir schreiben

B = Bye iwttikz, (12.29)
benutzen ~
oB - o
— =- E, 12.
T V X (12.30)
und erhalten _
- k .
Bo=~ [ﬁx EO} , (12.31)



wobei 7= &, ist. Weil k komplex ist, gibt es die relative Phase zwischen den
elektrischen und magnetischen Feldern. Diese Phase berechnen wir, indem wir
k so schreiben

k = pee®, (12.32)
wobel
=Yz Yy v tand)—tanQ—Tw 1441
=P =, TAW? ' - TR TAW?
(12.33)
Dann finden wir fiir linear-polarisierte Wellen z.B.
E = Eqe *? cos (wt — kz + ¢g),
. Pk [ =1 (12.34)
B = o [ez X EO] e "“cos(wt — kz+ ¢ — @) .
In einem guten Leiter ist Trw < 1. In diesem Fall ist
w ™
- t =1=¢=—. 12.35
k= an¢ ¢=7 ( )
Das Verhaltnis von Betragen der B- und E-Felder ist
Cm| B 1
= > 1. (12.36)
|E| TRW

D.h. dass im idealen Leiter das magnetische Feld monochromatischer Welle
viel groBer als das elektrische Feld ist.

Als nachsten Schritt untersuchen wir was passiert, falls eine momochro-
matische Welle auf einen Leiter einfallt. Ein dhnliches Problem, aber fiir zwei
Dielektrika, haben wir in der Vorlesung 11 diskutiert. Jetzt nehmen wir an,
dass fiir z < 0 ein Vakuum und fiir z > 0 einen Leiter mit der Leitfahigkeit
o, der dielektrischen Konstante € und der Permeabilitat w gibt. Um dieses
Problem zu beschreiben, gehen wir zuriick zu Gl. (12.7,12.8) und betrachten
monochromatische Welle. Wir schreiben E(t, 7) = E(F)e~™* und erhalten

—wen (1 + 5) E(F) — V?E(F) = 0. (12.37)

Wir konnen diese Gleichung so umschreiben

—w?e(w)u E(F) — V2E(F) =0, (12.38)
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und |
e(w) = e (1 + #) , (12.39)

TRW

als frequenzabhangige komplexe dielektrische Konstante interpretieren. Es ist
dann moglich mit Hilfe dieser dielektrischen Konstante die Analyse der Vor-
lesung 11 zu wiederholen. Eigentlich gelten alle Formeln, welche wir in Vor-
lesung 11 hergeleitet haben auch im jetzigen Fall mit dem Vorbehalt, dass
manche Parameter komplex sind und wir die Ergebnisse dementsprechend
interpretieren miissen.

Die Analyse der Phasen ergibt

0, = Og, (12.40)
fur die Winkeln einfallender und reflektierter Wellen und

sinf; = n(w) sin 07 = c+/ue(w) sin Or. (12.41)

fiir einfallende und transmittierte Wellen. Wir schreiben jetzt den zeitun-
abhangigen Tell der Phase der transmittierten Welle

%n(w)(cos 07z + sinfrx) = %n(w) cosbOrz + % sin@,x. (12.42)

Wir merken, dass n(w)cosf+ komplex ist und der imaginarere Teil dieser
GroBe die Eindringstiefe gibt.

Weitere Berechnungen fiihren wir fiir einen guten Leiter unter der Annah-
me, dass Trw <K 1. In diesem Fall ist

1+ 1
V2 JWTR

wobei n, der Brechungsindex des Leiters ist. Dann,

- 29
cos@T:\/l—sinezzwl—%zl. (12.44)

Fir zwei Fresnel-Parameter o und 3 erhalten wir

n(w) =~ n, > 1, (12.43)

cos Ot 1 n(w)
~ cosf, cosb,’ n

=n(w) > 1. (12.45)
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Es folgt aus GI. (11.14,11.19), dass
Eir=E1, Eir=-Ey), Eir=Ey7=0. (12.46)

Diese Gleichungen bedeuten, dass die Welle von der Oberflache der Leiter
komplett reflektiert wird.
Die Eindringstiefe in diesem Fall lautet
A

c c
d=—7V2WTr L — ~ —

, (12.47)
wno wny n

wobel A die Wellenlange der Welle in dem Vakuum ist.
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13 Gefuhrte Wellen

In dieser Vorlesung betrachten wir die Ausbreitung der elektromagnetischen
Wellen in sogenannten Wellenleitern. Unter einem Wellenleiter verstehen wir
eine hohle Rohre zusammengestellt aus idealem Leiter. Die Wellen befinden
sich in dem Inneren der Rohre.

Um die Diskussion einfach zu halten, wollen wir den rechtwinkligen Wel-
lenleiter diskutieren. Der Querschnitt dieser Leiter ist ein Viereck, welches in
der (x — y)-Ebene liegt. Die Lange der y-Seite des Vierecks ist b und die
Lange der x Seite des Vierecks ist a. Ein Eck des Vierecks befindet sich im
Ursprung der (x — y)-Ebene.

Weil wir mit dem idealen Leiter zu tun haben, sollen folgende Randbedin-
gungen erflllt werden

E|| =0, Bl =0, an den Grenzen des Wellenleiters. (13.1)

Wir schreiben diese Randbedingungen explizit fiir den rechtwinkligen Wel-
lenleiter:

E(y=b)=E,(y=0)=E,(x=a)=E,(x=0)=0,
E(x=a)=E(x=0)=E(y=0)=E(y=b)=0.  (132)
B,(y =b)=B,(y =0)=B(x=a) =B.(x=0)=0.

Wir schreiben dann die Losungen fiir die elektrischen und magnetischen
Felder einer monochromatischen Welle, welche sich in die z-Richtung ausbrei-
tet

E = Eo(x, y)e"# @t B = By(x, y)e'*# it (13.3)

In einer Welle, welche sich im leeren Raum in z-Richtung ausbreitet, liegen
beide Vektoren Eg(x,y) und Bo(x,y) in der (x — y) Ebene. Es ist nicht
offensichtlich, dass diese Aussage auch fiir Wellen im Wellenleiter gilt. Aber
als ersten Schritt versuchen wir eine Losung der Maxwell’schen Gleichungen
zu finden, wo das elektrische Feld der Welle Eo(x, y) in der (x — y)-Ebene
liegt und keine z-Komponenten hat.®

In dem Inneren des Wellenleiters ist der Raum leer; dann sollen die Felder
die Wellengleichungen erfiillen. Fiir das elektrische Feld lautet die Gleichung

C2—6t2 E/—62E,':O, I':X,y. (134)

16Solche Wellen nennen wir TE-Wellen (transverse electric).
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Dank Gl. (13.3), konnen die Ableitungen nach t und z explizit berechnet
werden. Wir erhalten dann

02 8 w?
- (@ + 8_y2> Eoi = (? - k2) Eo.; (13.5)

Um diese Gleichung zu losen, separieren wir die Variablen und schreiben
Eoi(x,y) = Xi(x)Yi(y). (13.6)

Falls wir X; und Y; so auswahlen, dass

2

d 2
@X,-(x) + ai Xi(x) =0,

i ) (13.7)
VY Yi(y) =0,
a2 (V) +67Yily) =0
finden wir, dass a; und G; folgende Gleichung erfiillen sollen
LU2
(o +87) = (; — k2> . (13.8)
Die Losungen der Wellengleichungen sind dann
Eo; = Cisin(ax+ ¢;)sin(By +06;), Ii=x,y. (13.9)
Wir betrachten die Randbedingungen und erhalten
™
EO,x(y = O) = EO,x(y = b) =0 = IBX = T: Qx =0,
Tm (13.10)
Eoyy(X = O) = EO,y(X = a) = 0, = O(y = T, ¢y = O,
wobei n und m positive ganze Zahlen sind. Es folgt
Eox = Cusin(aex + o) sin (%) ,
(13.11)

. mxy .
Eo, = C,sin (%) sin (Byy +6,) .

Fir nicht-triviale Losungen soll mindestens eine von zwei ganzen Zahlen n, m
sich von Null unterscheiden.
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Maxwell'schen Gleichungen zufolge muss die Divergenz des elektrischen
Felds eine Null sein, V - E = 0. Wir berechnen die Divergenz und erhalten

Cxouy cos(oux + ¢y ) sin <7r_gy> + C,B, sin (w—zx) cos(Byy +6,) =0.
(13.12)
Um diese Gleichung fiir alle x und y zu erfillen, brauchen wir
U ™ ™ ™m
¢x——§, 9y__§, 5y_?, Q= ——. (13.13)
Dann,
Eox = —Cx cos(ﬂ;nx) sin <W2y> :
. /TmX Ty (13.14)
Eo, = —C,sin <T> cos <T> ,
und Cy,, sollen folgende Gleichung erfiillen
CX?qLCy% —0. (13.15)

Wir konnen jetzt das magnetische Feld berechnen. Dazu benutzen wir eine
von Maxwell’'schen Gleichungen

V x E:—%—f, (13.16)
und erhalten
IwBy,; = OxEoy — Oy Eo x
- (CX% — Q?) cos(ﬂmx) cos <7rgy) (13.17)

Um die Ergebnisse zu vereinfachen, “losen” wir Gl. (13.15) mit Hifle von
Gl. (13.8) und schreiben

mn iw m™m iw

CX:?uﬂ/c?—/@Bo' Cr=- a w2/c? — k2

Bo. (13.18)

wobel Bjy ein Parameter ist. Fiir magnetisches Feld erhalten wir dann

Bo.- = Bo cos(;rjx) cos <7r_2y> : (13.19)
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Wir sehen, dass in dem TE-Fall (E, = 0), die z-Komponente des magne-
tischen Felds B, keine Null ist; By ist die Amplitude dieser Komponente. Alle
andere Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder konnen wir
durch die Amplitude der z-Komponente des B-Felds ausdriicken.

Die Ausbreitung einer TE-Welle in dem Leiter ist durch die Wellenzahl k

bestimmt
w w?
k=—4/1-—- -2 13.20
-\ 2 ( )

In dieser Gleichung haben wir die GroBe

2 m2

Wy = T (% - ?) (13.21)

eingefiihrt. Es folgt aus Gl. (13.20), dass eine Welle sich in dem Wellenleiter
nur dann ausbreiten kann, falls k reell ist; das ist nur moglich, falls

W > W . (13.22)

Aus Gl. (13.21) folgt, dass w;, , ein Minimum hat,

> e mi [W W} (13.23)
Wmp>TCemin|—, —|. }
’ a b
Das bedeutet, dass Wellen mit
T T
< in|—, — 13.24
w < Tc min [a b} ( )

sich in dem Wellenleiter nicht ausbreiten.

Wir haben gezeigt, dass in dem Wellenleiter die Losung mit £, = 0 und
B, # 0 existiert. Wir kdnnen versuchen eine "symmetrische” Losung zu fin-
den, in der B, = 0 und E, # 0 ist.!” Die Berechnung ist fast identisch zu
unserern obigen Diskussion. Wir erhalten dann

E,=Eq sin(ﬂr:X)sin <7T—Zy> : (13.25)

und alle andere Komponente von E und B kdénnen wir mit Hilfe von Max-
well’schen Gleichungen finden und durch Eq ausdrucken.

17Solche Wellen heiBen TM-Wellen (transverse magnetic).
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Statt es fiir unser Beispiel zu machen, betrachten wir den allgemeinen
Fall. Wir fangen mit den Maxwell’schen Gleichungen an,

(i) V-E= (i) VxE= —%—B,

t (13.26)
(i) ¥-B=0 (v) vxB=_-9
I = v = 25

und benutzen den Ansatz fiir £ und B Felder Gl. (13.3). Aus der x-Komponente
Gl. (13.26(iii)) und der y-Komponente Gl. (13.26(iv)), erhalten wir

iwB, + ikE, = 8,E,,

—i%Ey — ikBy = —8,Bs.

(13.27)

Aus diesen zwei Gleichungen konnen wir B, und E, ausdriicken. Wir erhalten
z.B. )
B I
- (w/e) =k

Ahnlich kénnen wir alle anderen Felder berechnen und finden

B, [k@XBZ - %ay/fz} . (13.28)

I w
B, = =7 (k0B + .

/
EX == (UJ/C>—2_k2 [kaXEZ —'l_ W8yBZ] I} (1329)

J
——— |[kO, E, — wOB,] .
(wjcy — 2 (OrF = woB)

Weil E, und B, die Wellengleichungen erfiillen, kdnnen wir direkt fiir E,
und B, den Ansatz durch cos(ax + ¢)sin(By + 0) schreiben, andere Kompo-
nenten von B und E mit Hilfe von obigen Gleichungen berechnen und dann
a, B etc. so auswahlen, dass die Randbedingungen erfiillt sind.

E, =

Die Wellen im Vakuum, welche sich in z-Richtung ausbreiten, haben kel-
ne E, und B, Komponenten. Solche Wellen heiBen TEM-Wellen (transverse
electromagnetic). Es ist interessant zu bemerken, dass es Wellenleiter gibt,
wo sich auch TEM-Wellen ausbreiten konnen. Um ein Beispiel zu zeigen,
diskutieren wir die Wellen in einem koaxialen Kabel, welches aus zwel ideal-
leitenden Zylindern mit Radien a und b zusammengestellt ist. Die z-Achse ist
entlang der Symmetrieachse des Zylinders ausgerichtet.
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Wir wollen rausfinden, ob wir in diesem Fall die Maxwell'schen Gleichungen
und die Randbedingungen mit einer TEM-Welle erfiillen konnen. Wir schreiben
dann

E’ — E’Oeisziwt, é’ _ é’oeisziwt, (1330)

und nehmen an, dass Eo und 1§0 keine z-Komponenten haben.
Wir benutzen zylindrische Koordinaten, um dieses System zu beschreiben.
Die Randbedingungen sind

Ej=B,=0, p=ab (13.31)
In zylindrischen Koordinaten bedeutet es, dass
Es=0, B,=0, p=a,b (13.32)
Wir fangen an mit zwei Gleichungen V - E=0und V-8B =0. Dann, z.B.

1 1
~05(0Eo0,) + Bp(Fop) = 0. (13.33)

Wir nehmen an, dass es keine ¢-Abhangigkeit gibt und finden dann

C
Eop=—, (13.34)
Joj
wobei C; eine Konstante ist. Ahnlich finden wir
C
Bo, = ?2. (13.35)

Allerdings, weil By, fur p = a und p = b eine Null sein soll, finden wir, dass
C, = 0. Dann

—

C L
E— (fép—i— fE(p)§¢> e/kz—/wt'

(13.36)
é’ — fB(p)§¢e'kZ_""t.
Aus zwei weiteren Maxwell'schen Gleichungen
. 0= = = o -
E=-—B B = E 13.37
V x 5.5 V X T (13.37)

139



finden wir, dass fg(p) = 0 ist und

Ci k w
5(0) 0w c ( )
Dann C.& C.e
E— 1€ plw/cz—iwt B _ 1% glw/cz—iwt (13.39)
o cp

Diese Welle ist offensichtlich eine TEM-Welle (E- e, =0, B - e, = 0), die
sich dem Wellenleiter entlang ausbreitet.
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14 Felder der bewegenden Ladungen

Wir haben gesehen, dass elektrisches Potential ¢ und der Vektor-Potential A
folgende Gleichungen erfiillen

8o oo p(t7)
CzatZ_V(p_ €

P o e o
C2at2A_v2A:u’0J(t'r)v

(14.1)

wobei p(t, F) und j(t, F) die Ladungsverteilung und die Stromdichte sind. Wir
wollen diese Gleichungen fiir beliebige p(t, 7) und j(t, r) 16sen.

Wir fangen an mit den Gleichungen fiir das Potential ¢o. Wir schreiben die
rechte Seite dieser Gleichung so um

o(t,7) = / &R p(t. 1) 6(F— 7). (14.2)

Dann, statt Gl. (14.1) direkt zu losen, betrachten wir folgende Gleichung

R
c20t2

. t. n
—Vpr = @6@(?— 7). (14.3)
0

Die rechte Seite Gl. (14.3) beschreibt die zeitabhdngige Ladungsdichte der
Punktladung, welche sich an dem Punkt r; befindet.

Es ist wichtig, dass, falls wir die Losung von Gl. (14.3) kennen, wir die
Losung von Gl. (14.1) durch einfache Integration erhalten konnen

o(t.1) = [ & o (e, (14.4)

Um Gl. (14.3) zu l6sen, fiihren wir eine neue Koordinate ein, R=r— n,
und suchen die Losungen der Gl. (14.3) mit spharischer Symmetrie. Fiir R # 0
haben wir eine homogene Gleichung

on o
—C28t2 - V%(,Ofl =0. (14-5)
Falls wir ¢ als
t,R
o (8, R) = XU R (14.6)
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schreiben, erhalten wir die Gleichung fiir x(t, R)
Ox O
c20t?2  OR?

Das ist die Wellengleichung, welche wir in Vorlesung 10 diskutiert haben. Die
Losung ist

=0. (14.7)

x =f(t—=R/c)+9(t+ R/c), (14.8)

wobei f und g zwei beliebige Funktionen sind. Wir schreiben die Lésung als'®
f(t—R

or = LRI, (14.9)

Um die Funktion f zu bestimmen, betrachten wir das R — 0 Limit; in diesem
Limit spielt die Ableitung von 1/R die dominante Rolle. Dann, well

- 1
V2 ——— =476(F— 1) (14.10)
|r— |
ist, finden wir ( )
_p(t,n
f(t) = yrom (14.11)
Es folgt
p(t — R/c. h)
f(t—R = . 14.12
(t-R/e)= Pt (14.12)
Dann,

_plt—|F-Al/c.R)
" dmeglF — |
Mit Hilfe von Gl. (14.4) konnen wir das Potential ¢(t, r) berechnen. Wir

(14.13)

finden ( Rl )
L L p(t—|r—nj/c,n

t,F) = d3 . 14.14

o(t.7) 4eg / " |F— A ( )

Ahnlicherweise berechnen wir das Vektor-Potential A und erhalten

- po [ 5. J(t—I|F—Al/c.R)

At = — d ) 14.15

0= [ =7l (1419

Die Losungen in Gl. (14.14,14.15) haben eine interessante Zeitabhangigkeit.
Das Potential zum Zeitpunkt t ist durch die Ladungsdichte zum friiheren

B\Warum wir die zweite mdgliche Lésung nicht beriicksichtigen, erkliren wir spater.
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Zeitpunkt T =t —|F— r1|/c bestimmt. Wir interpretieren dieses Ergebnis als
einen Effekt der Verzogerung, welche wegen der endlichen Geschwindigkeit
des Lichts zu erwarten ist. Diese Bemerkung erklart, warum wir in Gl. (14.8)
die Losung mit dem Argument t+ R/c nicht beriicksichtigt haben. Hatten wir
in der Tat diese Losung wahrgenommen, hatten wir das Potential erhalten,
welches zum Zeitpunkt t durch die Ladungsdichte zum spateren Zeitpunkt
bestimmt worden ware. Wegen die Kausalitat ist das natirlich nicht akzepta-
bel.

Als Beispiel berechnen wir das Vektorpotential eines unendlichen Drahts
mit dem Stromdichte j(t, 7) = I&, 6 (p)(t), sodass bei t = 0 wir den Strom
einschalten. Der Draht ist entlang der z-Achse ausgerichtet. Wir schreiben
das Vektor-Potential

-, I . . oL
Ae. 1) =2 [ ndms@ (e (¢ - 7= l/c) x

— 14.16
|r — ( )

wober i1 = z1€,+ p7 ist. Der Betrag des Vektors r—r; lasst sich vereinfachen.
Wir finden

F=Al= V(-2 +[0-aP = V(z-2z)+ 02 (14.17)
weil p1 = 0 sein soll. Es folgt
~ ct— £ +p )
Alt, “0 g , (14.18)
£2+ 2

wobei wir die neue Variable £ = z;—z eingefiihrt haben. Wegen der 6-Funktion
ist das Integrationsgebiet iiber € begrenzt. Wir brauchen

P>+ 2 = ¢ <y/(ct)? - p2 (14.19)
Diese Losung existiert natiirlich nur fiir ct > p. Dann finden wir
v/ (ct)2—p?
ol d

A(t,7) = —ez O(ct — p) _ &

VE + 02
-/ (ct)?=p? (14.20)

2

Wol _, ct ct
=_—8, —o)in| — — ] -1
27re 6(ct —p)In p+ (p)
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Wir sehen, dass die Wellenfront sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet.
Nach langer Zeit, ct > p, finden wir

T Wol

A(t, 1) =~ o & O(ct —p)(In2¢ct —Inp). (14.21)
Weil B = V x A'ist, tragt In(2ct) zur Berechnung von B in dem Limit ct > p
nicht bei. Der Term — In p zusammen mit dem Rest in obiger Formel stimmt
mit dem Vektor-Potential A unendliches Drahts mit dem zeitunabhangigen
Strom |/ Ulberein, siehe Gl. (6.72).

Wir gehen zuriick zur allgemeinen Lésung fiir ¢ und A, Gl. (14.14,14.15).
Unser Ziel ist es, die Felder zu berechnen. Die Formeln sehen so aus

. . 0A
E:—V(P—E.

oV

=V x A (14.22)

Wir fangen an mit der Berechnung von E. Wir werden t — |F—nl/c als
T bezeichnen,

ror_r=Al (14.23)
c
Der erste Term in dem Ausdruck fiir elektrisches Feld in Gl. (14.22) ist
. 1 - o(t—|F—Fl/c, A
4Treqg | — | (14.24)
1 [ [T R)F-R) | OR(TR) & |
= d n = = + V‘/’— I’1’ .
4Treq |r—nl3 coT
Well o
r-rl= =0 (14.25)
7= nl
erhalten wir
- 1 . (F—hR) . Op(t.n),. .
_ — d3 — |- : 14.2
Ve 47reo/ n n—r]3 {p(T' i)+ coT 7= Al ( 5)

Die Zeitableitung des Vektor-Potentials berechnen wir auf ahnliche Weise

0A 1/d3F aj(r.”) 1

ot 4me c2or |r—nl

(14.27)

144



Um das Ergebnis zu schreiben, fiihren wir den Vektor ¥ — i = R ein. Dann

-1 [ [RT . 0p(rA)]  18)(r.A)
E_47reo/d n {R3 {p(T, n)+ e R  cor . (14.28)

Ahnlich kénnen wir das magnetische Feld berechnen. Wir erhalten

jr.R) | oi(r, a)] |

5 o (14.29)

Wir wollen jetzt das elektromagnetische Feld eines geladenen Teilchens
berechnen, welches sich entlang einer gegebenen Bahn bewegt. Die ¢ und A
Potentiale in diesem Fall heiBen Lienard-Wiechert -Potentiale. Wir fangen an
mit dem Potential ¢. Die Ladungsdichte ist

p(t,R) = ad(A — R(t)), (14.30)

wobei g die Ladung des Teilchens und R(t) die Bahn des Teilchens sind.
Dann,

CNFP _R(t—I|F—7
q /d3,:i 0 (rl R(t |r I’1|/C))- (1431)

T 7l
Wir sollen jetzt dieses Integral berechnen. Das Integral enthalt eine 9-Funktion,
sodass die Integration einfach sein soll. Allerdings ist diese §-Funktion eine
komplizierte Funktion von der Integrationsvariable r; und das macht die Inte-
gration schwierig.

Um zu verstehen, wie solche Integrale berechnet werden sollen, betrachten
wir eindimensionales Integral

o0

| = /dx O(f(x) — a). (14.32)

—0o0

Wir nehmen an, dass
f(x*) =a, (14.33)

und es keine weitere Losungen der Gleichung f(x) = a gibt.
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Um das Integral in Gl. (14.32) zu berechnen, merken wir, dass der Inte-
grand fiir x # x* eine Null ist. Dann, um das Integral zu berechnen, konnen
wir den Integrand in der Nahe von x* beschreiben. Wir schreiben x = x* + £
und erhalten

[e.e] (e}

/:/d&é(f(x*+£)—a):/d&é(f(x*)+n£—a)
- - (14.34)
:/dié(mg):%,

wobei kK = df(x)/dx|x=x ist. Um das Integral in Gl. (14.31) zu berechnen,
sollen wir das Gleiche machen wie in dem obigen Beispiel.
Dieser Diskussion zufolge nehmen wir an, dass

F—R(t—|F—F/c)) =0. (14.35)

Wir wollen dann 7 — R(t —|F—F|/c) in der Nahe von 74 = 7 entwickeln. Um
das zu machen, brauchen wir die Entwicklung von R(t — |F— r1|/c). Dann

i (r=7)

I . (
r—n|~|r—r]— o7 (14.36)
und
— N N — aR*ﬁ(F_Fik)
R(t—|r— ~ R, — 14.37
( ’I” I’1|/C) + ot C|r_,:ik| ( 3 )
wobei R, = R(t — |F— F|/c) und T = t — |F — F|/c sind. Es folgt
L= L Y o o= ORM-(r—1f
n—R(t—|Fr—nl/c)~rK+17—R] — o c\(r—F'*ll)
! (14.38)

- q
t,7) =
<p( r) 4eg

3 B o (7

7= =1
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Um liber d3% zu integrieren, sollen wir §®)-Funktion in irgendeinem Koor-
dinatensystem als ein Produkt von drei 6-Funktionen darstellen, z.B. 6 (7) =
0(x)0(y)d(z). Um ein giinstiges Koordinatensystem zu definieren, bezeichnen
wir den Vektor (F— ry)/|r— rf| als i und wahlen ein zylindrisches Koordina-
tensystem mit 77 als die z-Achse aus. Dann schreiben wir

=zi+ 7., (14.40)
bezeichnen ~
OR. ~
=V, 14.41
oT ( )
und entwickeln
Vi=M.-mn+ V... (14.42)
Dann
= q &> ) <~ v (V. - )
tF) = _ _ ~Vouz)o|z-
o(t.7) 47r60/v—?’f—77| O\~ Veaz) 0 2 c °
(14.43)
Die Integration in obiger Formel ist trivial. Wir erhalten
. q 1
t,r)= — = . 14.44
o(t.7) drmeo|F — 1| (1 =V, - ii/c) ( )
Eine ahnliche Berechnung gibt fiir das Vektor-Potential
- toqV. 1 V.
A(t,r) = = = = — (t,r). 14.45
e A|r = T[(1 - V. - fi/c) z ¥ (14.45)

Als Beispiel betrachten wir die Potentiale ¢, A eines Teilchens, welches sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Dann, R(t) = vVt. Um die Potentiale
explizit zu schreiben, sollen wir 7} aus folgender Gleichung bestimmen

?{—V(t—’r_crl')zo. (14.46)
Wir schreiben W = 7 — 7, sodass
q w
W+ v (t — ?) =7 (14.47)



wobei W der Betrag des Vektors W ist. Wir multiplizieren beide Seiten Gl. (14.47)
mit V und erhalten

. %
W v+ 2 (t——):\7~F. (14.48)

Um elektrisches Potential zu berechnen, brauchen wir

__4q 1 . q 1

YT dmeoW — 7 W/c  4meW + Z(t—W/c)— 7-7lc

- : 14.49
47reoW(1—Z—§)+v2t/c—\7-F/c (14.49)
q 1

CAmeoW (1-%) -7 X/c
wobei X = F— V't ist. Es folgt, dass wir den Betrag von W brauchen, um das

Potential zu bestimmen.
Um W zu berechnen, schreiben wir Gl. (14.47) um als

W = (7 — Vt)+%W=)?+£W (14.50)

und quadrieren beide Seiten. Wir erhalten

v-X

2
W? :)?2+é\/\/2+2 W. (14.51)

Wir losen diese Gleichung fur W und finden

v-Xfc+ 7K/ + Ro(1—v2/e?)

W= 1 v2/c)

(14.52)

Dann,

W(1—v?/c®) — V- X/c = \/(v->?)2/c2 +X2(1—v2/c?),  (14.53)

sodass
q 1

~are \/(v- X)2/c2 + X2(1 - v2/c)

(14.54)
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Eine bessere Schreibweise entsteht darin, dass wir r relativ zur Geschwin-
digkeit entwickeln

. Voo
F=1n v +rL. (14.55)
Dann gilt
=(n—vt)?+ 7, X-7=v(n—vt), (14.56)
und wir erhalten
1
o=-12 (14.57)

ATeg \/(I’H —vt)24+ (1 - V2/C2)Fi.

Wir gehen zuriick zur Diskussion der allgemeinen Bahn eines Teilchens.
Nachdem wir die Potentiale hergeleitet haben, wollen wir elektromagnetische
Felder bestimmen. Wir benutzen GI. (14.28) und merken, dass wir die Zeita-
bleitungen nach der Integration berechnen konnen. Dann erhalten wir

E= 4 [/d3ﬁ L L S(R - R(t— [F—Al/0)

4dmeqg |r—nl
('9 - (F rl)

+E/d3rl o0 = R(t— P~ Rl/<) (14.58)
9 &ero o

=TT - mV(t— |r—nl/c)é(n — R(t—|rF— r1|/c))].

Uber 7 konnen wir genauso integrieren wie bei der Berechnung von den Po-
tentialen ¢ und A. Wir erhalten dann

- q | W o W o B
E= ames |WAK T cor W2k~ cot WK | (14.59)
wobei
K=1-8-7 (14.60)

B =V*/cund A=W/W sind.
Um weiter zu kommen, sollen wir die Zeitableitungen nach t fiir fixen r
berechnen. Zur Erinnerung:

—

W =r—R(t—W/c), (14.61)
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sodass die ganze Zeitabhangigkeit ensteht durch die Abhangigkeit an
T=t—-W/c. (14.62)

Um zu zeigen wie solche Ableitungen berechnet werden sollen, betrachten
wir die Ableitung 071/0t. Wir erhalten

oT W AW
a_1_@_1—,7.;. (14.63)

Die Ableitung von W nach t kénnen wir aus Gl. (14.61) berechnen

ow -0

= Vo (14.64)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Zeitableitung von % entlang Ve ausge-
richtet ist. Wir schreiben

— =kV" 14.
T kV (14.65)

Wir benutzen Gl. (14.63) in Gl. (14.64) zusammen mit dem obigen Aus-
druck und erhalten

k=—(1—ki-B), (14.66)
sodass
&——;——i (14.67)
1-6-7 K '
Dann gilt 5
T L= 1 1
w g ow  B-d
ot K ot K (14.69)
und o7 )
n = 2 =
= [5— G- 7 n] . (14.70)

Die letzte Formel, welche gebraucht wird, ist die Zeitableitung von K. Wir
erhalten

Q)

oK AR (V)2
_ 14.71
ot @K T T Wk (14.71)
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wobei &= 8\7*/87’ die Beschleunigung ist.

Wir berechnen die Ableitungen, stellen alle Beitrdage zusammen und erhal-
ten

= g |(T=-p)(1-p)  dix(A-f)x7

E(t, 7)) = ames [ 2R3 + VK3 . (14.72)
Die Berechnung von B ergibt
= . Mogc [[Bxm(1-p%) axid  Bxi(a-n
BN = [ Weki  awk: T awke (1473)

Es ist zu bemerken, dass die magnetischen und elektrischen Felder miteinander
verbunden sind. Es gilt

B(t,7) =

Ol

|7 x E(t.7)]. (14.74)

Wir konnen jetzt formell die £ und B Felder untersuchen. Aus Gl. (14.72)
sehen wir, dass es zwei Beitrage zum elektrischen Feld gibt: ein Beitrag, wel-
cher fiir groBe W mit 1/\/T/2 gegen Null geht, und ein zweiter, welcher fiir
W — oo als 1/W gegen Null anstrebt. Der zweite Term ist proportional zur
Beschleunigung. Dank dem Verhaltnis zwischen den B und E Feldern gibt
der zweite Term ein Poynting Vektor, welcher bei r = oo nur als 1/r? gegen
Null geht und deswegen einen Energiefluss in Richtung Unendlichkeit bedeu-
tet. Solchen Energiefluss bezeichnen wir als die Abstrahlung; die Abstrahlung
erzeugt elektromagnetische Wellen, die wir schon diskutiert haben.

Zum Schluss diskutieren wir die nicht-relativistische Naherung. Formell
bedeutet nicht-relativistische Naherung ¢ — oco. In diesem Limit ist g =0,
W =F, #=F/r und .
q 0

E(t' F) ~ 47'('60 E

(14.75)

Das ist das elektrische Feld eines Teilchens im Ruhezustand.
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15 Die Dipolstrahlung
Wir betrachten eine dipolartige zeitabhangige Ladugnsverteilung
p(t,F) = gcos(wt) [6®)(F— d&,) — 6¥(P)] . (15.1)

Wir nehmen an dass die Ladungen an Punkten z = 0 und z = d mit einem
z-Achse entlang ausgerichtetem Draht verbundet sind. Der Strom in diesem
Draht verursacht die Zeitabhangigkeit der Ladungen.

Als erster Schritt berechnen wir diesen Strom mit Hilfe von der Konti-

nuitatsgleichung

Op
T +V-J (15.2)

Der Strém muss entlang die z-Achse flieBen. We schreiben (im Zylindrischen
Koordinaten)
J=&,f(2)qusin(wt)§@(p). (15.3)

Dann, weil
[6O(F — d&) — 60(7)] = 6)(p) [6(z — o) — 5(2), (15.4)
erhalten wir folgende Gleichung fiir f(z)

df

0(z) — 6(z—d)+— =0. (15.5)
Die Losung dieser Gleichung ist
0, z>d,
f(z)=0(z—d)—6(z)=¢ -1, 0<z<d, (15.6)
0, z < 0.

Wir kénnen jetzt elektrisches Potential ¢ und das Vektor-Potential A be-
rechnen. Fiir ¢ finden wir

1 t—|r—nl/c,n
/d3Fip( | l’/ 1)

4Teg | — |

(p:

(15.7)

q cos(w(t— =) ) ~ cos (w(t—19))

-

 4me 17— d| r
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Wir sehen dass das Potential eine komplezierte Funktion von t, r und
d ist. Allerdings, wir interessieren uns fiir sehr kleinen Abstand zwischen die
Ladungen, sodass d < r ist. Dann konnen wir in d/r entwickeln. Wir benutzen

- d-i
F—d|~r (1——n>, (15.8)

r

wobei /i = F/r ist, bezeichnen t — r/c als T und w/cd - F/r als 6,

r=t—L s=%qd.7 (15.9)

C

und erhalten

d-i
(coswT cosd — sinwTsind) (1 + Tn) — cosz] . (15.10)

Aeqgr

Die GroBenordnung des Parameters § kdnnen wir so abschatzen

d w
~kd~—, k=— 15.11
B X — (15.11)

wobel, als wir eventuell sehen werden, X\ die Wellenlange der abgestralten

Wellen ist. In dem Limit d/X < 1, konnen wir Gl. (15.27) weiter vereinfachen.

Wir erhalten

gcoswtT d-F qdsinwT
= — i 15.12
v 4mteg 13 4megr ( )

Wir interessieren uns fiir den FluB der Energie bei r — oo. In diesem Limit
(eignetlich, nur die Bedingung r > X wird gebraucht), ist der zweite Term in
obiger Gleichung viel groBer als der erste Term. Dann

. quwsin(wT) d-i

15.13
dmceg r ( )

Um Felder berechnen zu konnen, brauchen wir das Vektor-Potential. Um
das Vektor-Potential zu berechnen, benutzen wir den Ausdruck fiir den Strom
welcher wir am Anfang dieser Vorlesung hergeleitet haben. Wir erhalten

- Ko _,
A= ——
4

d
/d21 qusin(it |7 = il/c)), (15.14)
/ 7= Al
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wobei r; = z;€, ist. Weil wir uns fiir r > d interessieren und weil 0 < z; < d
ist, kdnnen wir A sofort berechnen in dem wir in dem Integrand r; nach Null
setzen. Das Integral iiber z; gibt dann der Faktor d. Wir erhalten

A’:

Wod€, qw sin(wT)

15.1
41 r (5 5)

Wir wollen das elektrische Feld und das magnetische Feld berechnen. Wir
interessieren uns besonders fiir das Limit r — oo. Wir fangen mit dem E an
und schreiben

E=-Vo— . 15.16
© = 5 ( )

Es ist einfach die Zeitableitung zu berechnen. Wir erhalten

OA  poqw?d cos(wT)

~57 =4 . (15.17)

wobei wir d = d&, eingefiihrt haben. In dem Limit r — oo, nimmt dA/t als
1/r ab. In der Berechnung von Gradient ¢ sollen wir auch Terme identifizieren
welche sich als 1/r bei r — oo benehmen. Weil ¢ ~ 1/r ist, es ist nur moglich
solche Terme zu bekommen falls wir den Sinus sin(wT) nach r ableiten. Wir
erhalten dann

- qw d- i quw? d-7

Vo~ pr—— Vsin(wT) = “incie, 12 cos(wT) 7, (15.18)
WO wir ~
ﬁfzﬁ(t—r/c):—g, (15.19)

benutzt haben.

Wir setzen Gl. (15.17,15.18) zusammen und berechnen das elektrische
Feld £ in dem Limit 7 — oco. Das Feld lautet
1 w?

—coswT (p—(p-

E =
4megr c?

Sy

)A) | (15.20)

wobei wir das Dipolmoment des Systems 5 = qd eingefiihrt haben.
Mit Hilfe von ahnlicher Argumentation konnen wir das magnetische Feld
B berechnen. Wir erhalten

1 w? L. [AxE]
— COSWT AX p= .

B~
4megcr c2 C

(15.21)
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Die £ und B Felder in Gl. (15.20,15.21) nennen wir die Radiation-Felder.
Der EnergiefluB bei r — oo konnen wir mit Hilfe des Poynting-Vektors
finden. Wir berechnen den Poynting-Vektor und finden

. [ExB E?
S:[ ]:Fz—.
Mo KoC

(15.22)

Weil E ~ 1/rist, ist S ~ 1/r? und in Richtung A = 7/r ausgerichtet. Der
Fliss die Energie pro Zeiteinheit durch eine Flache dS welche sich bei 7 — oo
befindet ist
dpP = r“l?og' dS. (15.23)
Wir benutzen spharische Koordinaten, schreiben dS = 7r2dQ wobei dQ
das Differenzial des Raumwinkels ist, und erhalten

Ho

dP = 3o

%4(2 cos(wT)?) (B° — (F- A)?) d2. (15.24)

Weil, generel, r und t sehr gross sind, andert sich cos(wT) sehr stark falls wir
statt einen (unendlich) groBen r einen anderen (unendlich) groBen r benutzen.
Um verniinftiges Ergebniss zu bekommen sollen wir 2 cos?(wT) mitteln. Wir
erhalten dann 2 cos?(w7) — 1. Dann, falls wir die z-Achse entlang Dipolmo-
ment p ausrichten, finden wir die Winkelverteilung der abgestarlen Leistung
dP po wh 5 .,
— == 0. 15.2
aQ  3m2c P ( 5)
Die Winkelverteilung ist nicht ganz trivial; z.B. es gibt keine Strahlung in die
Richtung des Dipols (6 = 0) oder in die gegenseitige Richtung (6 = 7). Es
ist auch zu bemerken, dass die Leistung zum vierten Potenz der Frequenz w
proportional ist.
Die gesamte Leistung der Abstrahlung erhalten wir in dem wir liber den
Raumwinkel integrieren. Wir erhalten
Ko UJ4 2

Alle Formeln, die wir bis diesem Punkt diskutiert haben, beschreiben die
Abstrahlung des elektrischen Dipols. Es gibt naturlich andere Moglichkeiten.
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Allerdings, bevor wir diese Moglichkeiten diskutieren, versuchen wir die obige
Diskussion allgemeiner zu gestalten.

Dementsprechend, betrachten wir eine (raumlich) endliche Verteilung von
Ladungen und versuchen das Strahlungsfeld zu finden. Das wichtigste bei
dieser Analyse ist, dass wir uns nur fiir die fiihrende Asymptotic in dem Limit
r — oo Interessieren.

Wir fangen mit der Berechnung von elektrischem Potential an. Das Inte-

gral lautet
Lp(n, t—|r—nl/c
/d3r1 (A |F’_Fi| 1l/6) (15.27)

t 7)) =
(t.7) 4meq

Wir integrierent lber endliches Raumgebeit und wir wollen ¢ in dem Limit
r — oo untersuchen. Dann, ist r;/r < 1 und wir kdnnen |F'— | in ri/r
entwickeln. Wir erhalten

F—nl=r—n-n (15.28)

wobei 7= F/r ist.
In Gl. (15.27) sollen wir nur solche Terme betrachten welche zum ¢ ~ 1/r
fiilhren. Das bedeutet dass wir 1/|F— 71| mit 1/r ersatzen kdnnen weil

1 1 rn
~ — — . 15.2
A - +0(33) (15.29)
Dann ) oL
B 3o . ror-n
~ R ) 15.
(p(t,l’) 47r€0r/d rl,o(rl,t C+ c ) ( 530)

Wir wollen jetz diese Formel weiter entwickeln. Wir bezeichnen t — r/c als T

und schreiben
1 n-n
t,r) ~ d37 n,
o(t, ) 47r60r/ rm(n T+ — )

1 3o . op(r, 7).
~ 47[’60r /d rn |:)O(I’1, 'T) + Ca—'Trl - n (1531)
_ _ 0p(7)
 Amegr {Q(T) T ey ] '
wobei Q(7) die Ladung und
p(T) =/d3F1 Ap(A, ) (15.32)
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das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung ist.
Wir setzen mit der Berechnung des Vektor-Potentials fort. Das Vektor-
Potential Lautet

Alt, F):ﬂ/d%m't_'rf”'/c). (15.33)

V¥ |r— n|

Wir entwickeln diese Formel auf gleiche Weise wir voher, betrachten den
ersten Term dieser Entwicklung und erhalten

A(t, P) ~ &/(Pflj(ﬁ.’r). (15.34)

Dieses Integral haben wir in Vorlesung 6 diskutiert. Wir folgen die Berech-
nung in Vorlesung 6, benutzen die Kontinuitatsgleichung und erhalten

- [ 0
[erian = [ n @ J6m) =55 (15.35)
wobe [ das elektrische Dipolmoment ist. Es folgt
~ 1 0op
At 7) ~ P (15.36)

4megr c20T

Wir sollen jetzt elektisches Feld und magnetisches Feld berechnen. Um
elektrisches Feld zu finden, brauchen wir den Gradient des ¢ und die Zeita-
bleitung von A. Wir interessieren uns nur fiir Beitrage welche als 1/r bei
r — oo abnemmen; dass bedeutet das in der Berechnung von Ableitung nur
die r-Abhangigkeit von T betrachten werden soll.

Wir werden auch annehmen dass die gesamte Ladung zeitunabhangig ist,

Q(T) = Qq. Dann

B} - L [Qo 1. 0p(T) 1 o [. 8p(r)
Ve(t.r) = 47reov[r +rn coT - 47r€orv 4 coT
1 [, 8%p(1) = 1 [, &°p(7)

 4eor [n- cOT? VT} = dmeor” {n- C287'2] '

(15.37)
Die Zeitableitung von A lautet
OA 1 8%

TBt ~  dmeyr 2012 (15.38)

157



Dann finden wir . .

= p— i(p- )

F=——— 15.39
4megrc? ( )

wobei p= 82p/072 ist.
Das magnetische Feld berechnen wir auf ahnlicher Weise. Wir erhalten
-

B = Z xVr=———_px#. 15.40
4meqr 3 4meqrc3 d ( )

Es folgt B
. [AxE
gl t I (15.41)

Diese Formel verallgemeinen die Formel fiir E und B Felder welche wir fiir
spezifische Ladungsverteilung in Gl. (15.1) hergeleitet haben. Die Leistung
der Abstrahlung konnen wir mit Hilfe des Poyntings-Vektors berechnen.

Die obigen Ergebnisse zeigen dass elektrisches Dipolmoment der Ladungs-
verteilung fiir die Abstrahlung verantwortlich ist. Aber, es gibt Ladungsver-
teilungen welche kein elektrisches Dipolmoment haben. Um zu sehen was in
solchen Falle passiert, konnen wir die obige Berechnung wiederholen aber
etwas weiter nach r; entwickeln.

Wir fangen an mit elektrischem Potential ¢. Wie merken dass wir Gl. (15.27)
als die valide Ausgangspunkt benutzen kann weil alle weitere Terme werden
dann nur unterdriickte Beitrage O(ri/r) generieren. Dementsprechend, fan-
gen wir mit Gl. (15.27) an, entwickeln p nach i’- 74 bis zum dritten Term und

erhalten
1 rn-n
d*hp (A,
47!'60I’/ e (rl T C )

1 Op(71, 7) 6%p(7i., 7) 2
~ d3—> — 2 "7 2 = .
47reor/ n {p(rl, )+ cor " + 2c?0T1? (7 -7)

o(t,r) ~
(15.42)

Zwel erste Terme haben wir schon diskutiert. Der dritte Term ist neu. Dessen
Beitrag schreiben wir als

1 1
4megc? 2

Pa(t,7) = /d3rz B(R.T) (R ). (15.43)
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Ahnlich, berechnen wir zusatzlichen Beitrag zum Vektor-Potential Aj den
schreiben wir als

= W N o
A, = 47r(;c /d3r1 J(A, 1) (7). (15.44)

Wir wollen diese Ausdriicke vereinfachen und wir fangen mit A, an. In
diesem Fall sollen wir das Integral

0 - L
5 [ERTED G0 (15.45)

umschreiben. Wir es geht haben wir in Vorlesung 6 gesehen, wo wir allerdings
angenommen haben dass p zeitunabhangig ist. Wir wiederholen die Berech-
nung ohne diese Annahme. Fur einen beliebigen Vektor k schreiben wir

Vi |57 R)| =57 K) + 5G - K) + 5(F- ) (V- ). (15.46)
Dann

3o 7o L 3z (K- T
@7 (k-F)j=5 [ &7 [(K-AT+(K-P]]
1 — — —_ — — = —

=5 [ & [(k-?)j—r“ K~ F(F )v-j} (15.47)
- 1

:—k><n71+§/d3FF(ﬁ ) p

wobei m = 1/2 [d3F [7 % j] das magnetische Dipolmoment des Systems
ist. Ferne, haben wir auch benutzt dass das Integral der totalen Ableitung
tber den ganzen Raum eine Null ist und dass Kontinuitatgleichung gilt. Wir
erhalten

o . 1

 Amcr

Das letzte Integral konnen wir iiber das elektrische Quadrupolmoment des
Systems umschreiben. Wir fiihren einen Vektor ein

D; = Qjnj, (15.49)
wobei

Q) = / &7 o) (3R — 6,72) (15.50)
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das Quadrupolmoment des Systems ist. We schreiben dann

1= 1
/d3ﬁﬁ(ﬁ'ﬁ)ﬁ=§D+§ﬁ/dﬁpﬁz. (15.51)
Wir erhalten
- . 1/ =
A2=4ﬁ‘;r [—ﬁx m+6(D+ﬁ/dapF3.)]. (15.52)
Ahnlich schreiben wir ¢, um und erhalten
1 Lo L
(Pzzm n-D+ [dnpr|. (15.53)

Die Berechnung von Radiation-Felder ist einfach. Weil die Felder sich
asymptotisch als 1/r verhalten sollen, sollen wir nur die Ableitung von T nach
r berechnen. Wir erhalten dann

= oo Mo oo o (':_ﬁi'#>
Eg(t,r)—47rrcn><m Y P D —n(n-D)),

. > y (15.54)
Bo(t, 7) = -0 ﬁx[ﬁxm]—24“° ixD.

Wir vorher, sehen wir dass magnetisches Feld folgende Gleichung erfiillt
T
BQ = E [HQ X EQ] . (1555)

Wir merken dass qu, E§2 die Beitrage des magnetisches Dipolmoment und
elektrisches Quadrupolmoment enthalten. Dementsprechend, reden wir iber
magnetische Dipoleabstrahlung und elektrische Quadrupoleabstrahlung.

Betrachten wir ein System welches elektrishes Dipolmoment, elektrisches
Quadrupolmoment und magnetisches Dipolmoment hat. Wir wollen die abegstrahl-
te Leistung berechnen. Das elektrisches Feld lautet

Prooo o Moo s Ho o Ko ( ~*>
E(t.r) = 4rr (=P + i7ip)) + arrc” T Damrc 1 D(
Weil B = [ x E]/c ist, lautet der Poynting-Vektor
I
R— e (15.57)
HoC
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Die abgestrahlte Lesitung ist dann

dP = — dQ. (15.58)

Um die gesamte Leistung zu berechnen, sollen wir iiber d€2, also liber
die Richtungen des Vektors i, integrieren. Um diese Integration zu Verein-
fachen, es ist nutzlich zu zeigen dass die Beitrage von elektrishem Dipolmo-
ment, elektrischem Quadrupolmoment und magnetischem Dipolmoment mit
einander nicht interferieren. Als Beispiel, betrachten wir die Interferenz des
elektrischen Dipolmoment und des magnetischen Dipolmoment. Dann

/dQ (—=p+ (7Ap)) - [ x m] = [p'x mi] - /dQ =0 (15.59)

weil das letzte Integral eine Null ist.
Als zweites Beispiel betrachten wir die Interferenz des QuadrupolMoments
und magnetisches Moments. Wir schreiben

/dQ( D — (- D> [7 % rﬁ]:/de (7 % ]

(15.60)
= Elijiamk/dQ nan; = E/ij/amk?Q = geiainamk =0,
well €5, absolut antisymmetrisch und @, symmetrisch ist.
Die gesamte Leistung ist dann die Summe von drei Terme
P=P,+ Pn+Po. (15.61)

Wir berechnen diese drei Terme separat. Zuerst, die Abstrahlung des elek-
trischen Dipols

Mo o, o
PP 167 1E0 - /dQ( (pn)2) Tom 2 pl J/dQ(élj nfnj)

15.62
16 16m2c"’ J3 v 6mc”
Dann
Ko o2 o o 5 o
= ———— | dQ2 =——— [ dQ — .
P 167['2C3/ [” X m] 167T2C3/ (m (m - ) ) (15.63)
_ Mo I'.)_}72 .
6med
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SchlieBlich 2
o A
Po = —576W2C3/d§2 (D (n D) ) (15.64)

Um das obige Integral richtig zu berechnen, sollen wir nicht vergessen dass
D auch von i anhangt, siehe Gl. (15.49). Um diese Integrale zu berechnen
schreieben wir

/dQ D = QijQik/dQ njnk:?QijQikéjk:?QijQij- (15.65)
und

/dQ (5 . n)2 = Q,Jka/dQ niniNgNm
(15.66)

=1 Qij Q km (0ij0km + 0im0kj + 0ikdjm) = 1—5QUQU‘-

In dem letzten Schritt wir benutzt haben dass Qj; ein symmetrische, spur-
lose Tensor ist. Wir setezen die Ausrucke in Gl. (15.65) und Gl. (15.66) in
Gl. (15.64) ein und erhalten

Pq = QR,Q, (15.67)

720 C3
Die gesamte Leistung der Abstrahlung ist dann

= B + sl +

Q,JQ,J (15.68)

770

Aus obiger Formel konnen wir erfahren wie viel jedes Multipol zur Ab-
strahlung beitragt. We nehmen an dass das AuBmas des Ladungsverteilung
d ist und die Zeitabhandigkeit der Ladungsverteilung mit dem Parameter T
charakterisiert werden kann. Dann

. qd . qd . qd?
sodass )

Weil T ~ 1/w ist, ist A ~ Tc die Wellenlange der Strahlung. Das bedeutet
dass die Multipol-Entwicklung konvergiert falls d < X ist.
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16 Die Abstrahlung einer Punktladung

In Vorlesung 14 haben wir elektrisches und magnetischs Felder eines Teil-
chens berechnet welches sich entlang gegebene Trajektorie R(t) bewegt. Dir
Formeln sehen so aus

= g |(A-B)(1-p%)  #Ax(i-f)x3a
E —
1= e [ W2Ks | awks |
Bx il (1-p7) 3 % i (3 7) to-y
= . . MogcC xn)(l—p0 axn Bxn(a-nm
B(t.1) == [ W2Ks L aWKZ T WKe
wobel
. . .V _ 0B8R
W=r-R(r), T=t-W/c, f== V= a(T)’
o7 (1) \/T/C t (16.2)
> — T e — _*. n _‘: _—
a= o K=1-8-n, n 7
Die E und B Felder erfiillen folgende Gleichung
R
B(t.7) == [n x E(t, r)} . (16.3)

Wir interessieren uns flir die Abstrahlung. Unter diesem Begriff verstehen
wir den FluB der Energie bei |F] = co. Wir haben in Vorlesung 14 erwahnt dass
nur Beitrige zu E und B Felder welche als 1/W ~ 1/r bei r — oo abnehmen,
bei der Berechnung von Abstrahlung eine Rolle spielen. Aus GI. (16.1) es ist
klar zu sehen dass nur Terme mit der Beschleunigung relevant sind.

Wir fangen an mit der Diskussion der nicht-relativistischen Naherung. Die-
ser Fall entspricht ¢ — oo, sodass alle Retardation-Effekte nicht relevant sind.
Dann gilt

T=t, W=r—FR(), K=1 [g|<1. (16.4)
Well wir uns fiir ¥ — oo interessieren, kdnnen wir schreiben
Ew=—1 fxixi=——J0 (7-(7F 7). (16.5)
Amregrc? 4meqrc?

Magnetisches Feld erhalten wir aus Gl. (16.3).
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Der Poynting-Vektor bei r — oo lautet

.1 - - =
S= _[Erad X Brad] =n—. (166)
Ko HoC
Die Energie welche das Teilchen per Zeiteinheit abstrahlt ist

q2

dP =8 dS = T

(8% — (7 n)?) dS. (16.7)
Nach der Winkelintegration erhalten wir die Energieverlust des Teilchens pro
Zeiteinheit
_ Mogla’
- 6mc
Die Leistung der Abstrahlung ist proportional zur Beschleunigung; ohne Be-
schleunigung strahlt das Teilchen nicht ab.

(16.8)

Wir werden jetz diskutieren was im relativischen Fall passiert. Wie wir
es schon gesagt haben, sollen wir nur solche Terme in dem Ausdruck fiir
elektrisches Feld betrachten welche die Beschleunigung enthalten. In dem
Limit r — oo, finden wir dass die Energie AT, welche in Raumwinkel df2
wahrend der Zeit At abgestrahlt wurde, lautet

E’z
d[AT] = =24 At dQ. (16.9)
HoC
Falls wir uns fiir den Energieverlust des Teilchens pro Zeiteinheit interes-

sieren, sollen wir
dAT

dP = — 16.10
P AT ( )
berechnen weil die Energie AT an dem Zeitpunkt 7 und wahrend der Zeit AT

abgesrtahlt wurde. Dann finden wir
=2 ot
dp = -4 =~ dQ. 16.11
P WoC OT ( )

Die Ableitung 07/0t haben wir in Vorlesung 14 berechnet. Es gilt

or

5=k (16.12)
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Dann erhalten wir die Formel fiir den Energieverlust des geladenen Teilchens
pro Zeiteinheit

q2

Woc(4meg)? c* K>

dpP = |7 x [(7F—B) x 3] d. (16.13)

Um den gesamten Energieverlust zu berechnen, sollen wir iiber den Raum-
winkel in Gl. (16.13) integrieren. Wir fangen an mit der Berechnung von
|7 x [(7—B) x a]|?. Als erster Schritt, schreiben wir

—. —. —.

ix[(A—B)xd=((A-F)(A-3)—a1—aB)=(i—B)(A-a)—aK. (16.14)
Dann,
A [(A—B) x a?> = (A—B)*(i-3)*>+ K> —2K(A-3)(d-3—F-3) (16.15)

Wir wollen diesen Ausdruck umschreiben indem wir alle Skalarprodukte -G
durch K ersetzen, B-n=1— K. Wir erhalten

A [(A—B) x 3> = —(A-3)%(1 —B°) + K> +2(3-B)(7- K. (16.16)

Es folgt dass um die Leistung zu berechnen, brauchen wir drei Integrale

2
el
K (1-3- )3

Cf @K [da (72
/2_/d§2 A o (16.17)
- (7-3)2 [ dQ (73
w= o0l - [ g

Das erste Integral ist elementar. Wir richten die z-Achse entlang des Vek-
tors B aus, und erhalten

1
[ dcos6 do _5 dcos6 47 (16.18)
"7 ) 1—-pBcos)’ T (1—-Bcosh)® (1-p2 '
~1

Das zweite Integral ist komplezierter. Wir schreiben zuerst

/2 :5'I2, (1619)



wobei

" dQ i
L= [ ——=——, (16.20)
(1-6-m*
Der Vektor E muss in die Richtung von Ezeigen well es keinen anderen Vektor
in /> gibt. Dann schreiben wir

I, =X 0, (16.21)
multiplizieren beide Seiten obiger Gleichung mit B und erhalten
1. . 1 (dQ B-7 1 1 1
Xlzjﬁlzzj/#zj/dg[ = - =
6] B>) (1-8-m* B (1-8-mM* (1-B-n3
(16.22)

Wir berechnen das Integral
1 4r 3+3°
dQ ———— = — —— . 16.23
/ 1-6-m+ 3 (1-p?)3 ( )
Das zweite Integral in Eq. (16.22) ist uns bekannt, siehe Gl. (16.18). Wir
setzen die Integrale zusammen und erhalten

167 1
X1 = ———. 16.24
1 3 (1 _ﬁ2)3 ( 6 )
Dann ~
16m(B - a) 1
I, = . 16.25
2 3 (1 _ﬁ2)3 ( )
Es bleibt /3 zu berechnen. Wir schreiben
—>. 2
Iy = /dQ(nK? = a3l (16.26)
und parametrisieren die “Matrize” /;; auf dieser Weise
nin;
lij= [ dQ yaln X0 + X36i06;- (16.27)

Um die Koeffizienten X, 3 zu berechnen, kontrahieren wir beide Seiten
obiger Gleichung mit entweder §;; oder 3;8;. Dann

1
Is =6l = /dQ 15 =3Xa + X562,
(16.28)

- n
/5 = ,B,‘,BJ'/,‘J' = /dQ PE = X2ﬁ2 + X3'64.



Falls wir die Integrale /s und /g kennen, stellen obige Gleichungen lineare
Gleichungssystem dar, welches wir fiir X5 3 16sen kann. Wir erhalten

1 1 1
Xlz 5 </5—E /5) y XQZE(/S—3X1) (1629)

Die zwei Integrale /5 g ist einfach zu berechnen. Wir finden

B 1 4n(14p7)
o= [ = T

/B:/dQ(B'ﬁ)zz/de:ﬂw. (16.30)
K5 K5 50—
Aus Gl. (16.29) erhalten wir
" ﬁ' o (lf%)‘" (16.31)
sodass . ) ) N
h=30—pp? T a—pgy P (16.32)

Den Energieverlust pro Zeiteinheit P in Gl. (16.13) kénnen wir jetz durch
Integrale /153 ausdrucken

73:/E dQ:q—2[éQ/ +2(5-B)! —(1—52)/] (16.33)
dQ 16m2pgeacs 17 2 )l '
Wir setzen die Ergebnisse fiir drei Integrale ein und erhalten
2 2. 3)2
q - (@-0)
= — . 16.34
P = Sresci(1 -2y {a e (16:34

Im nicht-relativischen Limit 8 < 1, bekommen wir die Gl. (16.8) zuruck. Im
ulta-relativistischen Fall, ist 3 ~ 1, und die Leistung ist verstarkt

¢*(a- B)?

ap ~ 6mepc3(1 — B2)3

(16.35)

Die Winkelverteilung der Abstrahlung im ultra-relativistischen Fall ist auch
interessant. Um diese Verteilung zu untersuchen, gehen wir zuruck zur Gl. (16.13).
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We merken dass dP ~ 1/K? ist. Weil K = 1—(-A und im ultrarelativistischen
Fall |E| ~ 1 ist, ist die Abstrahlung meistens entlang Eausgerichtet. Um das
zu quantifizieren, wahlen wir Koordinatensystem mit der z-Achse parallel zur
Geschwindigkeit 8. Dann B = Bé, und

n=cosbée, + i, (16.36)

wobei 7| - €, = 0. Dann

—

K=1-8-f=1-Bcosf=(1-0)+B(1—cosh) %%(52+92),(16.37)

wobei wir cos@ fiir kleine 8 entwickelt haben und 1 — 32 als §° bezeichnet
haben.

Der Zshler in Gl. (16.13) sollen wir auch in dem Limit 8 — 1 und |8
analyzieren. Wir benutzen Eq. (16.36) und schreiben

ii—B = (cosf—B)& + .. (16.38)

Weil 6 klein ist und A% = 1 ist, ist ;| = 6. Das bedeutet dass in obiger
Gleichung wir (cos8 — 3)€&, vernachlassigen kann. Dann

[7x (7—B) x a> ~ [ x i x a]>~ 6%(B3). (16.39)
Die Winkelverteilung der Abstrahlung ist dann

dP ¢ (3-B)* 326%  2uq*(d-B)? &
dQ  poc(4mey)? (62 +62)5 m2C (52 + 62)°

dQ.  (16.40)

While dQ2 = sinf df dy, und es keine Abhangigkeit von Azimuthalwinkel ¢
vorhanden ist, integrieren wir iiber ¢ und erhalten fiir kleinen 6
4 peg(d-B)? 6°de

M (82462

dP (16.41)

Diese Verteilung hat ein Maximum bei 8 = 6* = V/36 und fallt nach diesem
Maximum sehr stark ab; d.h. dass relativistisches Teilchen die Energie in die
Richtung der Geschwindigkeit abstrahlt; die Breite der Winkelverteilung ist
A9 ~ § ~ 1 — % < 1. Nach einer Integration iiber @ erhalten wir das
Ergebniss in Gl. (16.36).
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17 Relativitatstheorie

Wir betrachten ein Teilchen mit der Masse m. Die Lagrangefunktion dieses

Teilchen lautet
mv?

2

In dieser Formel ist vV = dr/dt die Geschwindigkeit des Teilchens und U(F)
— das Potential. Die Bewegungsgleichung folgt aus dieser Lagrangefunktion
und lautet

L= — U(P). (17.1)

d’r ou(r)
m-— = —————.
dt? or
Wir wahlen dann ein anderen Koordinantensystem aus, welches sich rela-
tive zum urspriinglichen (K)-System mit der Geschwindigkeit V' bewegt. Wir
werden dieses Koordinatensystem als K;-System bezeichnen. Der Ortsvektor
des Teilchens in K1-System schreiben wir als r;. Dann gilt

(17.2)

F=F+Vt. (17.3)

Das ist die Relation von Koordinaten in zwei Inertialsysteme. Wir setzen den
Ausdruck Gl. (17.3) in die Lagrangfunktion Gl. (17.1) ein und erhalten

m(\71 + \7)2

L= >

— U(R + V). (17.4)
Diese Formel beschreibt die Lagrangefunktion des Teilchens in dem neuen
Koordinatensystem. Wir konnen diese Formel vereinfachen und Gl. (17.4)
wieder als die Differenz von kinetischer und potentieller Energien schreiben.
In der Tat, es gilt

m(a +V)2  mi2 Lo omV?2 mi2 d /. -\ mV
— WV = — ( . V)
5 5 —I—mv1 + 5 5 +mdt n + >

—

2

. (17.5)

und weil wir Konstanten und totale Zeitableitungen zur Lagrangefunktion ad-
dieren kann ohne Bewegungsgleichungen zu beeinfluBen, es ist moglich zwei
letzte Terme in Gl. (17.5) vernachlassignen und statt Gl. (17.4) folgene La-
grangefunktion benutzen um das Teilchen in K;-System zu beschreiben

mv?

L=—F- (7 + V). (17.6)
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Wir betrachten jetzt die Lagrangefunktion eines geladenen Teilchens (die
Ladung q) im elektrischen Feld eines anderen Teilchens (die Ladung Q) wel-
ches sich im Ruhe in Ursprung des K-Systems befindet. Die Lagrangefunktion
des Teilchens mit der Ladung g in K-System ist dann

mv@  qQ
L= — . 17.7
2 dmeqr ( )
Als wir gesehen haben, die Lagrangfunktion im K;-System lautet
=2
mv
_ma 4@ (17.8)

2 Ameo|n + V|

Allerdings, im K7 System, bewegt sich in K-System ruhendes Teilchen mit
der Ladung Q mit der Geschwindigkeit —V. In Vorlesung 14 haben wir elektri-
sches Potential enes Teilchens, welches sich mit konstanter Geschwindigkeit
(—V) bewegt, gerechnet. Das Ergebniss lautet

Q

_v(t,r) = , 17.9
p-v(t.7) dregr/(n + V)2 + (1 —V2/c?)r? (17.9)
wobei r; und 7| die Entwicklung des Vektors 7 beschreiben
I
l’:I’HV—FrJ_, V.r.=0. (1710)

Wir kénnten dann erwarten dass wir, statt Gl. (17.8), folgende Lagrangefunk-
tion brauchen um dieses physikalischen System zu beschreiben

72
mv;

2

Der Unterschied zwischen Gl. (17.8) und Gl. (17.11) ist bemerkungswert
weil wir die Lagrangefunktion Gl. (17.8) heregeleitet haben in dem wir von
einer Inertialkoordinatensystem zur anderen Inertialsystem gewechselt haben;
nach Gallilei’'schem Prinzip erwarten wir dass solche transformation die Phy-
sik nicht beinfliiBen kann. Wir sehen auch dass Gl. (17.8) und Gl. (17.11) in
nicht-relativistischem Fall V/c < 1 identisch sind. Wir vermuten dass Galli-
lei'sche Transformation Gl. (17.3) nur nicht-relativistishes Limit ( V/c < 1)

[ =

— qp-v(t, 7). (17.11)
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einer “richtige” Transformation beschreiben. Unser Ziel ist die Erweiterung
Gallileischer Transformation fiir relativistischen Fall zu finden.

Wir versuchen jetz die Koordinatentransformation zu finden welche uns
das “richtigen” Potential gibt. Demzufolge, schreiben wir GIl. (17.9) so um

)
—3 (ry ) +Vt)? 5
dmeg/1 —V?2/c?y\ ) = Ty il

Nehmen wir an dass der Geschwindigkeitsvektor V entlang der x-Achse aus-
gerichtet ist sodass 1y = x und r{ = y?+ z2. Wir wollen jetz fordern dass die
Abhangigkeit des Potentials ¢_y von x, y, z und t das Ergebniss der “richti-
gen” Version des Galilei'schen Transformation sein soll. Eine Maglichkeit ist
folgende Transformation zu betrachten

= (17.12)

__Vu_ X y=w, z=z 17.13
Vg Ji-e T T (749

wobei B = V/c. Wir sehen dass es nicht moglich ist in ein System zu gehen
welches sich mit der Geschwindigkeit V' > ¢ bewegt. In diesem Fall ist 3 > 1
und alle obige Formeln inklusive die Losungen von Maxwell'schen Gleichungen
machen keinen Sinn mehr.

Wir werden jetz die Transformation Eq. (17.13) auf einer speziellen Weise
schreiben und das Konzept des Viervektors einfiihren. Dementsprechend, pa-
cken wir ¢t und r'in einen Vektor zusammen und schreiben die Transformations-
Regel dieses Vektor wie folgt

ct ? 7 ? ? Ct]_
X b L_ 00 X1
_ Vi-B2  4/1-p2 (17.14)
y 0 0 10 3%t
4 0 0 01 21

Die Fragezeichen unterstreichen dass es auch die Zeit-Transformationen ge-
ben kann. Eine Maglichkeit ware diesen Fragezeichenvektor einfach mit dem
Vektor (1,0, 0, 0) zu ersetzen so dass, wie bei Galilei'schen Transformationen,
die Zeit sich nicht andert t; = t.

Es gibt auch eine andere Moglichkeit. Nehmen wir an dass ct und x eini-
germaBen ahnlich sind. Dann weil die Trasformation von x die Zeit involviert,
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konnen wir uns vorstellen dass die Zeittransformation auch x-abhangig sein
kann. Dann, sollen wir den “Fragezeichenvektor” als (a, b, 0, 0) schreiben. Um
die Idee iiber a und b zu bekommen, merken wir dass, falls wir 1/4/1 — 32 so

bezeichnen
1/+/1—B? = coshn, (17.15)
gilt
bk = sinhn. (17.16)
1-p32
Wir erhalten
ct a b 00 cty
X | sinhm coshm 0 O X1
Y = 0 0 10 v (17.17)
4 0 0 01 Z7

und falls wir coshm und sinhp mit Cosinus oder Sinus ersetzen, sieht mindes-
tenst x-Transformation als eine Art von Drehung in ct und x Ebene aus. Um
diese Analogie komplett zu machen, sollen wir a mit coshn und b mit sinhn
ersetzen. Wir erhalten

ct coshn sinhn 0 O cty
X - sinhn coshm 0 O X1
y = 0 0 1 o v (17.18)
V4 0 0 01 4l

Die Transformation in Gl. (17.18) beschreibt das Verhaltnis zwischen Koordi-
naten und Zeit in K1-System und Koordinaten und Zeit in K-System welches
sich relative zu K; mit Geschwindigkeit —V bewegt.

Die Form dieser Transformation und das Konzept des Viervektors welcher
die Zeit und die Raumkoordinaten enthilt unterstreicht die Ahnlichkeit von
Zeit und Raum. Die (Lorentz'sche) Transformationen beschreiben eine “Dre-
hung” in dem Raum der Viervektoren. Physikalische Gesetze mussen unter
solchen Drehungen invariant sein.

Wir reden jetz liber geometrische Interpretation von Lorentz’'schen Trans-
formationen. Betrachten wir folgende Grosse (das Intervall)

st=ct Xt -yl — 7. (17.19)
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Das Intervall sient wie der Betrag des Vektors /2 = x2 + x5 + ... aus aber
Vorzeichen vor ct; und xq, y1 u.s.w. sind unkonventionell. Es ist bekannt das
die Lange des Vektors im Ortsraum linter Drehungen invariant ist. Wir zeigen
dass das Intervall tinter Lorentz’sche Transformationen invariant ist. Dement-
sprechend, berechnen wir das Intervall im K-System

2 2

2 =%t —x —y2—z

= (coshn ct; +sinhn x;)? — (sinhm ct; + coshn x,)? — y? — z2 (17.20)

= (cosh?n — sinh?n)(ct? — x2) — y? — z2 = 52,

weil cosh? n—sinh?n = 1 ist. Wir sehen dass das Intervall unter Lorentz'schen
Transformationen invariant ist.

Lorentz'sche transformationen haben Konsequenzen welche nicht intui-
tiv sind. Zum Beispiel betrachten wir zwei Ereignisse in K;-System welche
gleichzeitig passieren. Die Viervektoren diese Ereignisse sind (ct, x;,0,0) und
(ct, x2,0,0). In K-System sind die Zeitpunkten diese Ereignisse durch t; =
coshnt+sinhmn x;/c und t, = coshmt +sinhm x»/c gegeben. Es ist klar dass

1
ti —th = E sinhn (Xl — XQ) # O, (1721)

und die gleiche zwel Ereignisse in K-System nicht gleichzeitig stattfinden.

Wir wollen das Intervall als eine Art von Skalaprodukt von Viervektoren
aufstellen. Dementsprechend, fiihren wir einen Metriktensor ein. Der Tensor
lautet

1 0 0
Gy = 8 _01 _01 o | =diag(l, —1,-1,-1). (17.22)
0O 0 0 -1
Es gibt weitere Metriktensoren
g"¥ =diag(1,-1,-1,-1), ¢4 =g, =diag(1,1,1,1), (17.23)

welche sich unterscheiden in dem manche Indexes oben und manche unten
stehen; die Differenz zwischen dem werden wir bald diskutieren.
Der Viervektor welcher die Zeit und Ortsraumkoordinaten enthalt schrei-
ben wir als
xt = (x°, xt x% x*) = (ct,x, vy, 2). (17.24)
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Dann ist das Interval durch solche Formel gegeben
$? = gux*x’ = goox°x° + guxtxt + ... = (ct)®? — x* — ... (17.25)
Wir konnen diese Formel so umschreiben
s? = x, x4, (17.26)

wobei
X, = gux’ = (ct,—x, -y, —2). (17.27)

Wir bezeichen Viervektoren mit obigen Indexes als kovariante Vektoren
und Viervektoren mit unteren Indexes als kontravariante Vektoren. Wir konnen
immer aus einem kovarianten Vektor (A*) einen kontravarianten Vektor (A,)
machen in dem wir A* mit dem Metriktensor kontrahieren

AL = guA”. (17.28)

Generell, konnen wir nur obige Indexes mit unteren Indexes kontrahieren; die
Ausdrucke wir z.B.
xHxH, (17.29)

sind sinnloss und sollen in Formeln nicht erscheinen. Falls wir zwei Viervektoren
haben, berechnen wir das Skalarprodukt von Viervektoren wie folgt

Guuxty”. (17.30)

Der Linearraum von Viervektoren mit dem Skalarprodukt wie in Gl. (17.30)
bezeichnen wir als Minkowski'scher Raum.

Wir wissen dass im Ortsraum viele “normale” Vektoren gibt, wie z.B.
Ortsvektor 7, Geschwindigkeitsvektor V, Beschleunigungsvektor a, die Kraft
F u.s.w. Es ist interessant zu diskutieren was mit diesen Vektoren im Min-
kowski'schen Raum passiert.

Als Beispiel betrachten wir den Geschwindigkeitsvektor. Wir nehmen an
dass ein Teilchen in K-System zur Zeit t sich mit der Geschwindigkeit Vv
bewegt. Das K;-System bewegt sich mit der Geschwindigkeit V/; der Vektor
V richtet sich entlang der x-Achse aus. Die Relation zwischen Xt und x*
lautet

xp =N XY, (17.31)
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wobei

coshm —sinhm 0 O
A = _S'gh” Cozh” (1)8 (17.32)
1

0 0

o

Um die Geschwindigkeit zu berechnen, schreiben wir

_dx;  coshmndx —sinhn cdt

"X = dt; ~ coshn dt — sinhn dx/c
_coshn vy —sinhme v —V
~ coshn—sinhnv/c 1Y%
oW dy /1o (17.33)
"7 dt,  coshmdt—sinhmdx/c  1— Y
y _le_VZ\/1—62
1,Z—dtl - 1_% .

Die Transformation der Geschwindigkeit in Gl. (17.33) sieht anders als die
Transformation einen Viervektor x#. Um ein Objekt zu konstruieren welches
“geschwindigkeit-artig” ist und sich ahnlich zum x* transformiert, sollen wir
das Intervall benutzen. Wir wissen dass Intervall invariant ist. In dem Ruhe-
system des Teilchens ist infinitesimales Intervall

ds? = c?dr? (17.34)

Das gleiche Intervall im Koordinatensystem wo sich das Teilchen mit der Ge-
schwindigkeit V bewegt, sieht dann so aus

ds? = cdt(1 — v?/c?). (17.35)

Es folgt,
ds = cdT = cdt\/1 — v?/c2. (17.36)

Wir konnen jetz einen Viervektor konstruieren welches sich wie die Geschwin-
digkeit fiir kleine v/c benimmt. Wir schreiben

B dx*

b= 17.
u e (17.37)

175



Der Viervektor u* ist der Viervektor der Geschwindigkeit; wir sagen dass das
ein Viervektor ist weil u* sich ahnlich zum x* transformiert

U= A (17.38)

Wir schreiben u* explizit. Wir finden

b L v (17.39)
v V1=v2/c2 c\/1—v2/c2 | '

Eine interessante Eigenschaft dieses Viervektors ist

utu, = 1. (17.40)

Das hat Konsequenzen fiir die Beschleunigungs-Viervektor

dut
b 17.41
wh = ( )
In der Tat, nach der Ableitung von Gl. (17.40), erhalten wir
wy,ut = 0. (17.42)

Es ist wichtig einzumerken dass die Geschwindigkeit des Teilchens v die
Lichtgeschwindigkeit ¢ nicht iiberschreiten darf; falls, z.B. sich ein Teilchen
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt, dann es ist nicht moglich ein Koordina-
tensystem zu finden in dem die Geschwindigkeit des Teilchens grosse als ¢
Ist.

Ein Weiteres sehr wichtige Viervektor konnen wir einfiihren in dem wir u*
mit eine Konstante mc multiplizieren. Wir erhalten

P = T mv (17.43)
V1i—ve/c2 \J1—v2/c2 | '
Bei kleinen Geschwindigkeiten v/c < 1 erhalten wir
mC2 _|_ m_V2
pH =~ (—C 2 mv|. (17.44)
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Falls m die Masse des Teilchens ist, kénnen wir mv?/2 mit kinetischer Energie
und mv mit dem Impuls des Teilchens assoziieren. Mit dieser Motivation,
konnen wir sagen dass Vektor p* der Vierumpulsvektor ist. Wir schreiben

i — <§,3) | (17.45)

wobei ~
[ (17.46)

V1-p62
sind. E ist die Energie und p ist der Impuls relativistisches Teilchens. Weil
p* = mcu* und u*u, = 1 sind, erhalten wir

pup* = m*c?. (17.47)

Wir merken dass die Energie des ruhendes Teilchen £ = mc? ist.

177



18 Relativitatstheorie Il

Wir haben gesehen dass es viele Objekte gibt die sich ahnlich zum Viervek-
tor x* unter Lorentz'schen Transformation transformieren. Um den Begriff
“Viervektor" vollstandig definieren zu konnen, sagen wir dass alle Objekte
welche sich ahnlich zum x* transformeiren

Al = \- A, (18.1)

(kovariante) Viervektoren sind. Ein kontravarianter Vektor transformiert sich
auf ahnliche (aber nicht gleiche) Weise

A, = NA,. (18.2)

Wir haben schon gesehen dass das Interval sich uberhaupt nicht andert
(d.h. bleibt invariant). Auch invariant bleiben Skalarprodukte von Viervekto-
ren. Betrachten wir zwei Vektoren A und B. Wir schreiben das Skalarprodukt
als

SAB = gu,,A“B”. (183)

Im anderen Koordiantensystem finden wir
S1.48 = GuAYBY = gu N\, N, A B (18.4)
Aus der Invarianz des Intervals, wissen wir dass
GuNU Ny = G, (18.5)
und das bedeutet dass Skalarprodukten von Viervektoren invariant sind
A B™ = A,B*. (18.6)

Es gibt auch Objekten mit vielen Indexes. Falls solche Objekte sich als
direkt Produkt von Viervektoren transformieren, nennen wir diese Objekte
Tensoren. Z.B. wir schreiben

TH = AFBY, (18.7)

wobei A and B Viervektoren sind. Nach Lorentz'sche Transformation erhalten

WIr
T = ALBY = N, N, AMBY = N, N, T (18.8)
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Das ist die Transformationsregel von rank-zwei Tensors.

Wir haben g,, als “Metriktensor” bezeichnet. Falls g,, ein Tensor ist,
soll er sich auch transformieren. Wir haben schon eine Transformation in
Gl. (18.5). Wir werden die Transformation von g, noch einmal diskutiren
nachdem wir die Matrize der inverse Lorentz'sche Transformation beschrei-
ben.

Betrachten wir eine Lorentz'sche Transformation aus K-System zum K-
System. Die Lorentz'sche Transformation lautet

Xt =N xY, (18.9)
wobei
coshm —sinhm 0 O
—sinh h
A = S'g N CO; N (1) 8 (18.10)
0 0 01

Wir wollen die Matrize der inverse Transformation konstruieren, also eine
Matrize A¥, welche folgende Gleichung erfiillt

X = NE XY (18.11)
Aus dieser Formel, finden wir die Gleichung welche /N\“,, erfillen soll
NN, = gh . (18.12)
Falls, GI. (18.5) zufolge, wir A wie folgt schreiben
A = NP, (18.13)
erhalten wir Gl. (18.12) erfiillt. Dann
N, = gaN5gP". (18.14)

Es ist jetz einfach zu sehen dass die Matrize A dhnlich zur Gl. (18.10) aussieht
aber mit dem Ersatz n — —m, was auch physikalisch Sinn macht. Explizit

coshm sinhm 0 O

5y sinhm coshm 0 O
N, = 0 0 10 (18.15)

0 0 01
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Weil A auch eine Lorentz’sche Transformation darstellt, gilt fiir A GI. (18.5)
auch

gMUAMle\Uul = g[J.ll/l- (1816)
Wir benutzen jetz Gl. (18.13) und erhalten

glJ.ll/l — /\/_LI;L /\ulllg/.uj- (1817)
Es folgt

gMul — /\M;i /\U},g“u. (18.18)

Auf der rechte Seite steht die Lorentz'sche Transformation eines Tensors, auf
der rechte Seite das Ergebniss — der Tensor in einem anderen Koordinaten-
system. Gl. (18.18) bedeutet dass Metriktensoren in allen Systemen gleich
sind.

Weil Tensoren sich wir direkt Produkten von Vektoren unter Lorentz'schen
Transformationen benemmen, muss es klar sein das z.B. der Spur eines Ten-
sors T} = TH gyun, oder generell ein Produkt von zwei Tensoren T, W
u.s.w. invariant unter Lorentz'schen Transformationen sind.

Wir gehen zuruck zu Gl. (??) fiir das Potential des Teilchens mit der
Geschwindigkeit —V. Wir schreiben diese Formel als

@_v(x*) = cosh(n) py=oo(A%ux"), (18.19)

wobei ¢y = Q/(4meqr) das Potential im Ruhesystem des Teilchens ist. Zusatslicher
Faktor coshm konnen wir erklaren in dem wir elektrisches Potential als die
Zeitkomponente eines Viervektors betrachten. Das Vektor enthalt elektrisches
Potential ¢ und das Vektorpotential A

A = (p/c, A) (18.20)

Wir bezeichnen dieses Vektor auch als Vektorpotential.
Weil A* Viervektor ist, gelten fir A* die gleiche Transformationsregeln

wie fiir andere Viervektoren auch
At (xi) = N A”(x),

18.21
xt= N2 XM ( )

Wir versuchen jetz die Gleichungen der Elektrodynamik im relativistische
Form zu schreiben. Als erster Schritt schreiben wir Differenzialoperatoren um.

180



Ahnlich zum Gradientoperator V konnen wir vierdimensionalen Gradientope-
rator einfiihren. Wir schreiben dann

0 o -

Wir wollen finden wie 8, sich nach Lorentz-Transformationen transfor-
miert. Nehmen wir ein dass nach einer Lorentztransformation erhalten wir

Xt =N XM (18.23)
Dann 5 oy’ 8 5
_ Xl _ AV T
OxH — OxHOxY A Hoxy (18.24)

Wir kontrahieren beide Seiten mit A} und erhalten

0 0 0 0
Ao = NN 2y = a7y = A
* Oxv «Hroxy Ja ox{  Oxf

(18.25)

Das bedeutet dass 9, sich als kontravarianter Vektor transformiert. Es ist
dann offensichtlich dass

oH = a% = (C%t, —ﬁ) , (18.26)
w

sich als kovarianter Vektor transformiert.
Wir konstruieren jetz einen rank-2 Tensor

FH = orAY — 0¥ AX. (18.27)
Die Definition zufolge, ist F*¥ antisymmetrisch
FR = —F"#, (18.28)
Das bedeutet z.B. dass
F® = > =F"=F*=0. (18.29)

Insgesamt, gibt sechs unabhangige Elemente des Tensors F*¥. Es ist zu mer-
ken dass 6 = 3+ 3 ist und um einen Drei-Vektor zu beschreiben, brauchen wir
genau drei Komponenten. D.h. dass wir mit Hilfe von F*¥ zwei Drei-Vektoren
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beschreiben konnen und wir wollen finden was fiir Vektoren das sind. Wir
schreiben

0 o ., 0

FO — 304 _ 50— _Z Al _5ip0 = 9 Al 9 40
0'A' —d'A catA 0'A C@tA +8X’A
c YT 5 ¢
Ahnlich schreiben wir
y o OA DA
[V A _ = -
F O'A — A £V + M (18.31)
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, schreiben wir
1 . oA - -
§€k/j/:u = ~Ckigg ~ —[V x Alx = —Bx. (18.32)
Wir sehen dass .
T - (18.33)
c’ 2k ' '

Aus diesen Gleichungen, erfahren wir dass F# elektrisches und magnetisches
Felder beschreibt.
Es ist praktisch FY! durch B auszudrucken. Wir schreiben

1 ,

Eemnkek/jFU = —€mnk Bk. (1834)
Well

Emnk€kij = 5mi5nj - 6mj6ni, (1835)

und FY = —FJ" ist, finden wir
Fmn = _GmnkBk- (1836)
Wir wollen sehen wie wir Maxwell'sche Gleichungen mit Hilfe von relati-

vistischen Notation schreiben kann. Als erster Schritt, schreiben wir die Lor-
entz'sche Eichung, siehe Gl. (10.24)

— —

w+V-A=0 (18.37)

c20t
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um. Es gilt
O, A* =0, (18.38)

wobei A¥ und 9, in GI. (18.20) und Gl. (18.23) gegeben sind.

Wir haben gesehen dass die Gleichungen fiir ¢ und A in Lorentz'sche
Eichung so aussehen

Op=72,
. fo (18.39)
OA= o
wobei
0° =5 i
0= 2o V< =9,0", (18.40)
ist.

Wir schreiben die Gleichungen in GI. (18.39) zusammen
OA* = poJ*, (18.41)

wobei
= (cp,f) | (18.42)

Ist.
Weil 00 = 9,0 invariant unter Lorentz'schen Transformation ist und A*
Viervektor ist, muss auch J* ein Viervektor sein.

Um Gl. (18.41) zu erhalten, konnen wir F** nach 0, ableiten. Wir erhalten
o.F" = 9,0"A” — 9,0 A" =0A” — 8“9, A" =AY = J¥, (18.43)

weil in Lorentz'scher Eichung §,A* =0 ist.
Die Gleichung
O F* = g J”. (18.44)

ist daquivalent zu zwei Maxwell’sche Gleichungen. Um das zu sehen, setzen
wir v — 0 in der obigen Gleichung. Dann, weil F° = E;/c ist, finden wir

V.E=ppctp="2 (18.45)
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Die zweite Moglichkeit ist v nach i = 1,2, 3 zu setzen. Dann

aFOi Fki

wi = _— = il
G,LF ot + Bxk Ko J - (1846)
Weil FO = —E'/c ist und FX' = —¢,;»,B", kdnnen wir diese Gleichung als
9E . -
—C26t+Vx B = o) (18.47)

schreiben. Das ist auch eine Maxwell'sche Gleichung.

Wir brauchen noch zwei Gleichungen

V-B=0, ﬁxE—l—E:O. (18.48)

Diese zwei Gleichungen erhalten wir aus folgender Gleichung

OHFF + P FH* + 5*FP+ = 0. (18.49)

Zum Schluss diskutieren wir warum J¥ = (cp,f) eigentlich ein Viervektor
ist. Um zu erklaren warum es so ist, sollen wir finden wie sich die Ladungdichte
o unter Lorentz'sche Transformationen benimmt. Die Ladungdichte ist als
Verhaltnis von Ladung AQ und das Volumen AV definiert ist,

_ AR
p = AV
Die Ladung AQ ist, in wessentlichen, die Zahl von Teilchen; diese Zahl kann
sich nicht andern. Es geht dann um die Transformation des Volumens.
Um die Transformation dieser Grosse zu verstehen, betrachten wir das Ru-
hesystem des Teilchens (Ky-System). In diesem System ist die Ladungdichte
Po-

(18.50)

AQ

= —— 18.51
dXO dyo dZO ( 8.5 )

Po

In anderem (K)-System, wo das Teilchen sich mit der Geschwindigkeit v
entlang x-Achse bewegt, definieren wir die Ladungdichte

AQ

= 18.52
dx dy dz (18.52)

o
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Hier Berechnen wir dxdydz fiir fixe Zeit in K-System. Weil die Lorentz-

Transformation nur x und t beeinfliisst, gilt
dde = d_yodZo.
Dann
. dXO .
dt = coshn dty + sinhn " dx = sinhm cdty + coshn dxg.

Wir wollen in K-System dt = 0 haben. Dann finden wir

sinhn dxg

dty = —
0 coshm ¢’
und
. dXO
~ coshn’
Wir erhalten
AQ AQ Po

P~ ix dy dz B COShndxo dyo dzo B V1-p62

(18.53)

(18.54)

(18.55)

(18.56)

(18.57)

Weil py unter Lorentz-Transformationen invariant ist (es gibt nur ein Ru-
hesystem des Teilchens und in diesem System ist die Ladungsdichte pg), sehen
wir dass p sich als 1/1/1 — B2 transformiert. Und das ist genau was J* braucht
um ein Viervektor zu sein. Um diese Aussage explizit zu machen, kénnen wir

J* so schreiben
I = (cp, Vp) = pocu*.

(18.58)

Well pg invariant ist und u* ein Viervektor ist, ist J* auch ein Viervektor.
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