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Literatur

1) J. D. Jackson, Classical Electrodynamics
(auch auf Deutsch)

2) D.]. Griffiths, Introduction to Electrodynamics

3) Landau & Lifschitz, B.2 & B. 8
(Deutsch oder Englisch)




Elektrostatik

® Statische (nicht bewegende) Ladungen und
Felder

® Krafte zwischen Ladungen erfunden von
Charle August de Coulomb (1736-1806)
und Henry Cavendysh (1731-1810)

® Mathematischer Formalismus: George
Green (1793 - 1841) und Karl Friedrich

GauB (1777-1855)




Coulomb’sches Gesetz

; i — 7
F = £kq1q2

7 — )

Kraft auf Ladung ¢; im Punkt 77 erzeugt von Ladung g im Punkt 75

Elektrisches Feld im Punkt » erzeugt von Ladung ¢; im Punkt r;




Einheitensysteme

Gaul¥’sches System (cm,g,s) und £=1

Die Wahl von k bestimmt die Einheit der Ladung durch das Coulomb’sches
Gesetz

1 — T2

F=qq PN F =qE

1
SI (m, kg,s) und k= €0 ~ 8.854 x 10712

B 47’(’60 Nm2

Einheit der Ladung (Coulomb) wird durch die Stromeinheit (Ampere)
bestimmt: Coulomb = Ampere x Sekunde

- Q1q2 T1 — T
F =

47’(’60 ’771 — 7?2‘3




Gaul3’sches System

Viele Ladungen




Delta-Funktion

O

5(z #0) =0 /d:cé(x):l

— O

Definition:

fiir beliebige (kontinuierliche) Funktion g(x) gilt [ dz g(x)d(z—x0) = g(zo)

In 3D

6 (7) = 6(2)3(y)d(2)




Gaul¥’sches System

Gaul3’sches Gesetz
Fluss des E-Feldes durch die Oberflache




Gaul3’sches System

q outside S
q inside S

v f q inside S
vf q outside S




Gaul3’sches System

Gauf’sches Gesetz

F % / do (V-n) = / av (V - ¥)
e A S V(S)
\

.

Gaul3’sche Formel (allgemein mathematisch)

mit v = E und /da(f)-ﬁ’):47r/ dV p
S V(S)

ﬁ-ﬁzélwp

Gaul¥’sches Gesetz (Eine der Maxwell Gl.)




Gaul3’sches System

Anwendungen

o(x)
Oberflache-Ladungsdichte

— —

(EQ_El)’ﬁ:47TU




Gaul3’sches System

Noch eine Gleichung

x E =0




Gaul3’sches System

Skalarpotential

Die Arbeit die man machen muss um die Ladung q von A zu B zu bewegen

B B
W:q/ ﬁ@-dl:q/ dP = q(Op — P 4)
A A

Potenzielle Energie




Gaul3’sches System

Stokes’sche Formel

ﬁxf):()

—

E - konservatives Feld

Potenzielle Energie - gut definiert




Gaul3’sches System

Anwendungen

o(x)
Oberflache-Ladungsdichte

Side 1

/E-dT:O —) By = Eg B
C

Auch (fruher gezeigt)
/da(ﬁ-ﬁ)zllw/ de»(EQ—El)-ﬁ
S

V(S)




Randbedingungen, Zusammenfassung

S
P Fireon

% .‘f‘J
——— :’_”F__-— A o
3 Nt
_i_“ - — - - i =

.f_-
-~
o

£ ©

b

/E ' dT: b, — b, » (I)a,bove — (I)below

a Kontinuierlich




Gaul3’sches System

Elektrostatische Energie

Wy, = qn/ V&, 1-dl =g, ®n_1(7) Pp_1(00) =0

Die Arbeit die man machen muss um die n-te Ladung von unendlich zu
bringen wenn es schon (n-1) Ladungen gibt

Potential erzeugt von allen anderen Ladungen




Gaul3’sches System

Elektrostatische Energie fur kontinuierlich
verteilte Ladung

E= Vo wd V.E=drp =9 V® = —47p

1
= —— [ &r(V?D)D
ST

1 S
— —/dBT\E\Q
ST




Problem der unendlichen Selbstenergie

1 -
Wkont - /dST ‘E‘z > () Immer positive

1 |
WdISkr =3 Z |_,qnqz_, Kann positive oder negative sein

n_ri|

B 3 (771 B dndqi
/ / ST Z\r

1_T2‘ n_Tz

Das ist die Energie die man braucht um eine Punktladung zu erzeugen. Kein Problem
bei der “verschmierten” Ladungen.
Wenn die Punktladungen gegeben sind - eine unendliche Konstante - kein Problem.
Doch ein Problem das auch in der Quantenelektrodynamik gibt.




Gaul3’sches System

Poisson-Gleichung und Laplace-Gleichung

— —

E=-V® und V-E=47mp = Vd = —47p

Poisson-Gleichung

p=0 = V=0

Laplace-Gleichung




Gaul3’sches System

Fur gegebene Ladungsdichte die Losung der Poisson-
Gleichung lautet

o) = [ drop(ii)

\

1

|77_77a‘

Vid = —4mp

1
V: ( ) = —An§(F — 7)

‘7?_77&|

Problem: die Ladungsdichte ist nicht immer gegeben




Elektrische Leiter (Metalle)

Im Innen des Metalls gilt
F=_Vd =0 ® = const.

Induzierte Ladungen auf der Oberflache

Dirichlet Randbedingung  &(,) fiir 7, € S gegeben




Dirichlet Randbedingung  &(,) fiir 7, € S gegeben

Neumann Randbedingung a%&) fiir 7, € S gegeben

a

Cauchy Randbedingung 22(%) y,q (7, fiir 7, € S gegeben

0




Green’sche ldentitaten

Lda(v-ﬁ):/V(S)dV(ﬁ-v)

—

V-V =Vao Vi + oV
| -ste Green’sche ldentitat

/ do (1) - i) = / AV (Vo - Vb + pV2)
S V(S)

0y

/da¢g—w: AV (Vo - Vip + ¢V2) 5
S n V(S) n

:ﬁw-ﬁ



| -ste Green’sche ldentitat

/dagba—‘” — [ v (96T + oV
S

8% B V(S)

2-te Green’sche ldentitat ¢ — ¢

oy 96 S
do — | = aVv —
[ar (o5 v 50) = [ v (@ - uv)




Green’sche Funktion

auch
VfGG(fF, o) = —4mo (7 — 7y)

V2G (T, 7)) = —4nd(F — 7))
Zum Beispiel

)
G(7, 7)) = V2 (| ! ) 4P — )

a ‘77_7?&‘ F_Fa‘

Aber auch

1
G(r,7,) =

7 — T

wenn Vo F(7,7,) =0




Gaul3’sches System

Losung mit Dirichlet Randbedingung

oY 9J0 5 5
do R V (Y YAV,
/S <¢ on ¥ 8n> /V(S) d (¢ Y- @

L, OG(T,Tq)
()
/Sdaa < (7%) o

1 oG
AV, G(7. 7,) p(F, +—/daa <<1> 7,
| WG + g [ o (@) TG0

Fur Dirichlet Randbedingung wir wollen G(F, Fa) =0turr, €5
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Randwert-Probleme

der Elektrostatik




Gaul3’sches System

Poisson-Gleichung und Laplace-Gleichung

— 47Tp Poisson-Gleichung

O Laplace-Gleichung
p=10




Gaul3’sches System

Fur (im ganzen Raum) gegebene Ladungsdichte die
Losung der Poisson-Gleichung lautet

V2P = —47p

1

|7?_7?a|

O(F) = [ d°ryp(7,)

fiir p(r — o0) — 0 gilt & — 0

Dirichlet-Randbedingung auf der “unendlichen Oberflache”

Problem: die Ladungsdichte ist nicht immer gegeben




Elektrische Leiter (Metalle)

Im Innen des Metalls gilt

— Conductor

E = —6@ = ® = const. E=0

Induzierte Ladungen auf der Oberflache

Die Oberflache-Ladungsdichte nicht bekannt,
muss bestimmt werden




+
+

+
+
+

——
—
——
—_—
—_—

Conductor
o _,3‘
e

Dirichlet Randbedingung
(I)(’Fa) — (I)() fur 77@ cS
®( 1st bekannt

Zwei Falle

Dirichlet Randbedingung
d(7,) = Py fiir v, € S
®( ist unbekannt, aber
Q= Jqo(ra)ds ist gegeben

Algorithmus:

a) Lose mit beliebigen &,
b) Finde o|®y],
c) Lose Q = [ o[Po]ds




Matrix der Kapazitaten

;

C wird bestimmt durch Losung
Z] des Randwert-Problems




Matrix der Kapazitaten

J

<> I

Elektrostatische Energie
1 ,
Wy = 5 Zn:an)(rn) —

Ws = %ZQ’I:(I)’I: = %ZC}?Qng‘
i )]



Green’sche Funktion

o . . auch
V%G(T, ’/’a) — —4775(T — Ta) vf@G(F, o) = —4wd (T — 7)

Zum Beispiel

1 1
V2 ( | ) — AnS(F— 7,)

‘77_7?&‘ F_Fa‘

Aber auch

1
G(r,7,) =

7 — T

wenn Vo F(7,7,) =0

Spezifische Green-Funktionen werden durch Randbedingungen bestimmt




Gaul3’sches System

Losung mit Dirichlet Randbedingung

2-te Green’sche ldentitat

oY 0P 5 5
/S > (gb on ¥ 8n> /V(S) (gb Y- qb)

Wir wahlen

gb(f)a) — (I)(Fa)

L, OG(7,7q)
ds, | ©(7,
/S ’ < (Fa) ong

1
AV, G(7,7,)p(Ty +—/dsa <<I> Ty
| WG ) + g [ asa (00 T

Fur Dirichlet Randbedingung wir wollen G(F, 77&) =0turr, €5




.. . . Gaul¥’sches System
Losung des Dirichlet-Problems

1

d(7) :/ dVy G(T,74) p(T) - /dsa d(7,)
V(S) A Js

OG(7,7y,)
on,

re) =0 fur r, € S

Spezieller Fall

5() = [ drap(ra) —

‘7?_77&‘

— oo
G(r,74) = 0 fir r, — o
Dirichlet-Randbedingung auf der “unendlichen Oberflache”




Losung des Dirichlet-Problems ist
eindeutlich

V20 = —Amp
d(r,) gegeben fir r, € S

Nehmen wir an, dass es zwel Losungen gibt: ®; und @,

Fur U = (Dl — @2 gllt
VU =0
U(r,) =0 firr, € S




VU =0
U(r,) =0 firr, € S

| -ste Green’sche ldentitat

/ ds o {;” AV (V6 -+ 6V2)  mit

n V(S)

/dsUa—U:/ AV (VU - VU + UV?U) e
S on V(S)

U = const. = (
b, = P,

Ahnlich fir Neumann-Randbedingung

¢
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Methode der Bildladungen: Green’sche Funktion

7
é
7
/
.
.
%
?
/
7

r1 > 0 and zo > 0 r=(z,y,2)

G(Fl,FQ) — 0 fur L1 — (0 oder L9 =0

Losung

G(71,72) =




Methode der Bildladungen

Punktladung und metallische Kugel




Punktladung und metallische Kugel mit & = (
e

_ q , _
- VRZ ¥ a2 —2Racos0 | VR? 4+ b2 —2Rbcos 6
q I q' .
)2+1—2(R/a)cosd Ry/1+ (b/R)2 —2(b/R) cos?
RZ

a

0

b




Punktladung und isolierte metallische Kugel mit Ladung Q




Punktladung und metallische Kugel mit & £ (




Separation der Variablen

Laplace-Gleichung

Vie=0 "




Separation der Variablen

Ansatz

O(z,y,2) = A(z)B(y)C(2)

VQCI) — O » aZA(x)B(y)C’(z) + aQB(y)A(:L’)C’(z) +

Ox? 0y?

Teilen durch ® = ABC
1 0%A(x) 1 9%B(y) 1 0°C(z)

A(x) Ox? +B(y) 0y? +C’(z) 0z?

1 9%A(x)
A(x) Ox?

=

L °Bly) _ und o’ + B4+~ =0

B(y) 0y?

C(z) 922




Separation der Variablen

und a2+ﬂ2—|—*y2:()

Alx) = e  B(y) = et C(z) = e™?

Alx=0)=0— A(x) x e — e~  sinh(ax)
B(y =0) =0 — B(y) x ¥ — e™PY  sinh(By)
Clz=0))=0—C(2) xe’* —e 7% x sinh(vz)

» A(z) o sin (n_w x)

a




Separation der Variablen

Allgemeine Losung

S~ 2
¢ = E Dy m sin ( nﬁ) sin (y?) sinh (ZW\/nz
a a

n,m=1

Noch eine Randbedingung

0 2 2
— E D,, ,, sin (xn—W) sin (ym) sinh | cm n_ + m
’ a b b2

n,m=1

2-D Fourier

a b

niw

S N—

mi

ab sinh




Generell: Entwicklung in Basis der
orthonormalen Funktionen

= Di®i(z,y,2)

/dST(I)Z'(I)j — 57;]'
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Randwert-Probleme
der Elektrostatik

Kugel-Koordinaten




Gaul3’sches System

Poisson-Gleichung und Laplace-Gleichung

— 47Tp Poisson-Gleichung

O Laplace-Gleichung
p=10




Kugel-Koordinaten

x = rsinfcos
y = rsin @ sin ¢ O(x,y,2) — O(r,0,p)

2z = rcosb

In Kugel-Koordinaten Lautet der Laplace-Operator

1 0 0D 1 9 0D 1 0%0
‘D = ‘— | A inf— )
v r2 Or (T (97“) rsinf 00 (sm@ 89) r2sin® @ 0p>?




Laplace-Operator in Kugel-Koordinaten

200\ 1 0 sinHa—q) | 1 O d
"or ) T 1250 a0 00 ) r2sin? 0 02

Ansatz (Separation der Variablen)

U(r)

T

d = P(0) Q)

1 d?U U 1 d dP U
‘=" PQ+ — in 6 — — P
v rdr? @+ r ° r2sinf df (Sm d@) " r

r3 sin? 6

UPQ

Multiplizieren mit

r2 sin’ 0

sin 0 — 0

U dr? + P r2sin@ do df

1d°U 1 1 d( dP)] 1 d?Q

Qg T




Separation der Variablen
, 14U 1 1 d dP'IleQ:O
| Q dy?

nur ¢ abhangig

. 9 | .
r<sin 0 B ErY T sin 6 —

U dr? do

1 d?Q
Q dp?

_ _m2 ) Q _ ezlzimgo

Fur Eindeutlichkeit muss m € N

r? sin’ 0 sin 0 — —m? =0

do

U dr? P r?sinf df

1 dPU 1 1 d( dP>'

=
sin? 0

r d?U 1 d , de m?
| Sin 6 —
U dr? Psinf do do

nur 7 abhangig nur ¢ abhangig




Separation der Variablen

r? d2U 1 d - dP m?
| : sin 6 — —— =0
U dr? Psinf db do sin“ @

nur r abhangig nur ¢ abhangig




d*U Il +1)
dr? r? V=0

1 d (. dP i m?*
i (51n9@> + (I 4+ 1) 20 P=0

T = cost P(6) %_P(ZL‘) = P(cos6)

d*U  I(Il+1)

dr? r2

g
(1 = 72
i |0

U=0

dP | i m?
[([+1
iz _( + 1)

1 — a2

U= Ar'™ + Br~t  allgemeine Losung




Erst m = 0 (Q(p) = 1, ® ist ¢ unabhingig)

dP
dx |

(1 - o?)

Fl(l+1)P =0

Po(z) =1

Legendre-Polynome Pi(z) =
_ 2 _
_ 1 d’ (22— 1) Py(z) = 5 (327 — 1)
20! daf P3(z) = = (52° — 3)
[=0,1,2,3... Rodriguez-Formel

Pl (LE)

Py(x) = =(35z* — 302 + 3)
1

/dCIZPl(CU)Pl/( ):

—1

2

50
oN+1




Allgemein m # 0

_(1 ) ﬁ)dp_

da

_|_

10+ 1)

m?2

1 —a?

Zugeordnete Legendre-Polynome




Kugelfunktionen

\/zz

Yi,-m(0,0) = (=1)" Y, (0, ¢)

Kugelfunktionen bilden eine vollstandige orthonormale Basis

/ df) le,m(ea Sp)yvl;k,m’ (‘97 90) — 5l,l’5m,m’

TT 27T

/Slﬂ@d&/dgp }/l,m(@,gﬁ)yl;k’m/(@,gp) — 5l,l’5m,m’
0 0




Kugel-Funktionen

sin@e*®

— sin 6 cos fe'®

35
477 sin’ e

105
sin’6 cos fe*?
277

21
—= [~ sin 6 (5cos*8 — 1)e™®
47

— (2 cos®0 — 3 cos 6)

3icp




Allgemeine Losung der Laplace Gleichung

2
d U ’ U _ Arl—l—l _I_Br—l

[

(r,0, ) = Z Z (Alm r' + By, - T_(Z_H)) Yim (0, ©)

[=0 m=—1




Randwert-Problem: Beispiel

O(R,0,0) =V(0,0)

o0 [
(r,0,0)=> (Azm-rleBzm-r_(l“)) Yim (0, ¢)
=]

o
[=0 m

Koeffizienten A und B konnen bestimmt werden mit Hilfe

/dQYl,m(Ha gp)YlT,m/(é’, p) = 01,1/ Om,m’




Multipol Entwicklung




Gaul3’sches System

Fur (im ganzen Raum) gegebene Ladungsdichte die
Losung der Poisson-Gleichung lautet

V20 = —47p

o) = [ drop(ii)

1

|7?_7?a|




In kartesischen Koordinaten

1

‘77_7?&‘

o) = [ drap(

2 -
Qi) = /d?’”'“ap(f'“a)(3"°a,7:"°a,j — 730i;)

Quadrupol




- - +

o C @ -— +
Monopole Dipole Quadrupole Octopole
(V~ 1/r) (V~1/r?) (V ~1/r3) (V~1/r%







Kugel-Multipol-Entwicklung

Additionstheorem

l

Ir—ra\ Z Z 2z+1 rl“ Yim(Gar 9a)1m (0, 0)

[=0 m=-—I

r~ = max(|r], |Ta|) r<« = min(|r], [7a|)




Gaul3’sches System

1 4 r. .
=T B Z Z 2 1 pltl °Ylam(9a’gpa)Yl’m(9’¢)

T — Ty [ +

[=0 m=-—1

[

00 [
. . ~ ~— 4=« r., .
°() = [ Prapre) 3o 3 5T it Vil oo Yim(0.6)

[=0 m=—I




Gaul3’sches System

Kugel-Multipol-Entwicklung




Relation zwischen Kugel- und kartesischen

Multipol Entwicklungen

doo = \/__fp(x)d3 '_\/1—‘]

qn =~ o~ f(x — y)p(x') dx’ = / —(p — ip))
i

_ B ! ! Dl | s =5

G10 /47J z'p(x’) d /477pz J

1 15 / > IX2 ' ’ 1 ]‘5 : )

- /2—7;f (x" —iy')Ypx') d’x" = 2 2n (O — 2i01; — O2)
15 et o N bs i 1 /15 :

= - [2 | 26 - i) @ - -3 o (@ - i)

_1 _S_j 12 12 / 31_1 5
=3 /477 (3z r'p(x') d°x =3 /47703,

Pi = Q(l) /dgrap(Fa)ra,i

_ / Brap(7) (Brara — 126:)
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Magnetostatik

® Stationare Strome und Felder

® Oersted in 1819: Elektrische Strome
beeinflussen Magnete

® Krafte zwischen Strome beschrieben von
Biot und Savart in 1820 und
Ampere in 1820-1825




Strom, Stromdichte

dQ
[=—2
Strom o
it
Stromdichte j,, = Tk g

Kontinuitatsgleichung (Erhaltung der Ladung)




Krafte zwischen Strome




Krafte zwischen Strome

dl_;[ X (dl_é X (7?1—772»

f‘lg 0.¢ [1[2 |77 77 ’3
1 — 12

Ampere

Kraft auf Element dl_i mit Strom I; im Punkt 7
erzeugt von Element dl; mit Strom Iy im Punkt 75

Magnetische Induktion
(nicht Magnetfeld, aber ....)

F‘12 X ]1(0”_1 X ]§12)




Magnetische Induktion

, dly x (7 — 7 ot
Magnetfeld B, o I 2 - ( 1_) 2) Biot
(Induktion) 7] — 753 Savart

Magnetische Induktion im Punkt 77 erzeugt von Element dl;
mit Strom I> im Punkt 75




H,

(a) Electrostatic field (b) Magnetostatic field
of a point charge of a long wire
Current

ﬁ

>> 1 I

Magnetic field

|=% V

Wire 1 Wire 2




Gaul¥’sches System

Lorentz-Kraft

Kraft auf bewegendes geladenes Teilchen

— — 1 ]§
F:q<E+W )
C

Wire 1 Wire 2




Krafte und Felder

Krafte zwischen Strome

dl_i X (dl_é X (771 —772))

7] — 7|3

F‘lg 0.¢ 11[2

Ampere

Kraft auf Element dfl mit Strom /; im Punkt 73
erzeugt von Element dly mit Strom I im Punkt 75

Flg X Il(dl_i X ]§12) .
dlg X (771 — 772) Biot-
7] — 753 Savart

Magnetfeld: ]§12 x 1o

Magnetfeld im Punkt 77 erzeugt von Element dls
mit Strom I im Punkt 75




Einheitensysteme

Gaufl’sches System (cm, g, s)

1 dly x (dly x (7 — 7 _, 1 - =
Fio=—= Il - (42_ Eré 72) Fio = —Ii(dly x B12)
c 71 — 7o C
. 1 dly x (Fy — 7 3 _ B
By,=-1,—— ( - 2) MH_fk]jB-
¢ n-nP e
SI (m, kg, s) =4r-1077 (N/A? _ 0
y g’ S Ho = =T - ( / ) €0 = A2

Stromeinheit (Ampere) bestimmt durch Kraft

,uo 11[2 dl_i X (Cll; X (771—772))

F
. 7 — 3

= I, (dl; x Byy)

I;I:E/Mo

Magnetfeld im
Vakuum




Sl

Definition des Amperes

Y Ta
Loy Ia
O 7 W —>
/ £z dla\\
< \\\ R
\ I
o S
7
— dla r— —’a —
B(f):ﬂ]a/ f(t Sr):_@]aez/dxa R -
A |7 — 74| A (R + (2 — 24)2]Y
P R R P
— 47TIaezR/d9 sin @ = 47TIanR
0
F(P)=I(dlxB#)=1-1,-¢ o2
Y 47 R

Mit I =1, =1A, R=1m, und dx = 1m gilt F =2-10"'N




Gaul¥’sches System

Biot-Savart-Gesetz

B(7) = l/d?’ra;(ﬁ'“) X (7" —Ta)

c AR

vergleichen mit:

B(7) = [ drap(ri)

F_Faj

AR




Gaul¥’sches System

Eigenschaften des Magnetfeldes

B(7) = E/dBTQE(Fa) X (I —Tq)

c 77,2

r—7 - 1
mit — —»ag - _v?“ — —
77— 77| 77— T




Gaul¥’sches System

Eigenschaften des Magnetfeldes

S 1 - (7 S L
B(F):—er/d?’ra‘z( ) G, % A7)

C

— — — — — — — — 4 -
VxB=V(V. A)- VA=V A)—|—%j
o BN > o 4w
Fur stationaren Fall Vj:—a—fzo — v X B = —




Zusammenfassung
V-B=J0

v X B — —j Ampere-Gesetz
C




Integralform des Ampere-Gesetzes

Stokes’sche Formel

4 > = 4
_ T jdS = il N
¢ Jsvm €
dS = ndS

Surface f)/
L, - der Gesamtstrom

der durch ~ fliesst




Vektor-Potential

Auch fur A7) = 1/d37~a ’5(7?“2 +Vx gt B=V x A

C Ta‘

—

x(7) ist beliebig - Eichungsfreiheit




Vektor-Potential, Coulomb-Eichung

— — —

B=VxA

1 / d>r, ‘z (7a) +Vy x(7) ist beliebig - Fichungsfreiheit
c

T — Ty

A(7)

Man kann x(7) immer so wihlen, dass V - A = 0 (Coulomb-Eichung)

Beweis: nehmen wir an, dass 1&0 gegeben ist und V- 1&0 = 0.
Wir wihlen A = Ay + V - x(7) so, dass

V2X: —6'1&0

Das ist die Poi_s)son—Gleichung. Man kann y immer bestimmen.
Dann gilt V- A = 0.




Randbedingungen

K
Oberflache-Stromdichte

Babove,J_ — Bbelow,J_




Randbedingungen




Randbedingungen

B-VxA =P / df:/(ﬁxﬁ)db?:/ﬁdg_)o
v(S) S S

Flache verschwindet

—

A A Aabove — -‘&below
Aabove,J_ — Abelow,J_ »

Kontinuierlich




Randbedingungen, Zusammenfassung

AT, =
Babove,J_ — BbeIOW,L Babove,H - Bbelow,” - ?(K X n)
dTr -
Babove — Bbelow — 7(K X n)
In der Coulomb-Eichung Aapove = Abelow

Kontinuierlich




Multipol Entwicklung
fur Vektor-Potential




Gaul¥’sches System

In kartesischen Koordinaten

5
~ T
= P
rrrva/
S 1 T
A(7) = _/d%a i)
c 77— T
L ST > AW =AO A0y
7= 7 i 3
- (0 1 o
A( )(’F’) = C_T /d?’”r‘aj(f’a) Monopol-Beitrag

—

~ (1) 1 >,
A () = W—gzri/d3ra](ra)ra,i Dipol-Beitrag




Monopol-Beitrag

fd3r(ff-§g+gj-ﬁf) :Ofﬁrﬁ-fzo

1) Wir nehmen g = r; und f = 1, dann gilt deTjZ‘ = 0,
dh., [d*rj=0

S (0 1
A( )(77) = /d?’?“a](f’a) =0 Keine magnetische Monopole




Dipol-Beitrag
[d3r(fj-Vg+gj-Vf)=0firV-57=0

2) Wir nehmen g = r; und f = r;, dann gilt
J &r(rijj +r;5:) =0
1 o
3 Zri /d3ra 75 (Fa)Ta.i
1 . o
— 20r3 ZT¢/d3ra (]j(ra)ra,z' —Ji(ra)ra,j) )

ajbi — aibj = Z ek;ji(c_i X b)k;

1 3 — 2 k
o W);Ejzkrz/d Ta [’I“a Xj(?“a)}k

— _2clr3 [f’x /d3ra [Fa xf(fF’a)H |

J

(1) (=
AT




Dipol-Beitrag, Magnetisches Moment

R 1
A(l)

X / &r, {fa x j’(fﬁa)}

Wir definieren m = 2% [ d&r, [f’a X f(f’a)} Magnetisches Moment

GES

1),

Dann gilt A" (7) = T
B = 0 x An ¥ x A0 = S0 il 7

o




Magnetisches Moment einer
Stromschleife

1 = I .
rﬁ:2—/d3fra [Faxj(q?a)} :Q—C/Faxdla

Einfacher Fall: Schleife in einer Ebene

N\ dl
I .
/ rﬁ:—/fFaxdlazgﬁ
k/ :
I




Magnetisches Moment eines
Teilchensystems

(7 — Zqzﬁz(S(F
7

1
— L dga,[a,>< a}: ) @X 7
2(3 T T ]7“ QCZQ T ’U

1 di s qi 7
= 5 — Iy X Pi| = i
2c ; m; i X Pl — 2cmy;

1




Q

Kraft auf magnetisches Moment im
externen Magnetfeld

C
m *




ajbz-

/ m F" ~ 1 / d
4 c

Kraft auf magnetisches Moment im
externen Magnetfeld

r§(7) x Y riViB(0)

[ vy 4 73 = 0

_ Z/d T €ximIiTi ViBm 26 Z/d T €klm ]l'rz jzrl)v B (0)

ilm ilm

— az-bj = Zekﬂ(ﬁ X g)k
k

Q

1 -
— d37“ eklmepz-l(?x j)pViBm(O)
2¢ tlmp Z €kimEpil = 5k15mp - 5kp5mz
l
3o 3 [ iy — By (X VB (0
zmp

e [ [ % D VuBu) = (7 6V B 0)]




Kraft auf Magnetisches Moment im
externen Magnetfeld

B
"4
,,;'f{//?/ . V-B=0
| B = 27:%: / Pr (7% D ViBu(0) — (F x DV B 0)]
m = %C/d&ra {ra X ;(ra)}
Frp = Y muViBn(0) =) Vimu,Bn(0)
5 "
F=V(m- B)
POtenZie”e Energie (allgemein keine Gesamtenergie)

—

F=_-VU U=-m-B




Magnetisches Moment im externen
Magnetfeld, das Drehmoment

— — — 1 — —
B dN =7 X dF und F:—/d?’?“[ij
c

1 *

Ol Ol Olk

|
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Zusammenfassung
dp

Elektrostatik 3 = 0
6 ' E — 47T,0 GauB3-Gesetz
VxE =
E=-V¢ V2 = —dmp
Poisson-Gleichung
I‘iagnitostatik V.-5=0 (ﬁﬂ%:o und
V-B=
ﬁ x B = 4—W; Ampere-Gesetz
B_VxA

dp
5 =0

)




Faradey-Gesetz der
Induktion

® /um ersten mal: zeitabhangiges Phanomen

® Faraday in 1831: Strome erzeugt von
zeitabhangigen Magnetfeldern




Faraday-Gesetz

1 d -
et .
14
e dt

E z/ di-E EMK (Elektromotorische Kraft)
v(S)

@z/dﬁ-ﬁ Magnetischer Fluss
S

fiur Sklarpotential bitte benutzen ¢ statt @




Faraday-Gesetz




Neue Situation

Vo4 =0
V-E= Amp GauB-Gesetz
V x E+ %%_]? = 0 Faradey-Gesetz
V-B=0
VxB= 4%5 Ampere-Gesetz

Noch Anderungen? (Ja, in Ampere-Gesetz, aber spéiter)




Selbstinduktivitaten und
Gegeninduktivitaten

71
ﬂ 1 i(7,
A(7) = —/d?’ra i) IlQ
c |7 — T4
Magnetischer Fluss 3
(I)z/dg-E:/dg-(ﬁxﬁ):/df-K
S S Y

Fur mehreren Schleifen

n I dl;
A== :
=27 L 77
Lo I,
O = [ dlj- A(r}) :Z;
Y 7 Y

/ dl; - di;
|7y — 7

Mogliche Divergenz fur i=j (OK wegen Dicke des Drahtes)

J J




Selbstinduktivitaten und
Gegeninduktivitaten

/ di; - di;
Vi FJ—F@‘

I;
@:Z;L

J

b, = CZM]-Z-L; Linearitat
L fdid -
ime )
M;; = L;

Selbstinduktivitaten




Magnetische Energie

Magnetische Energie ist die Arbeit die
man leisten muss um die gegebene
Stromverteilung zu erzeugen, z.B.:

|) Die Strome in den Schleifen die weit von
einanderen sind erzeugen und dann die
Stromschleifen zusammenbringen so, dass die
Strome in jeder Schleife erhalten bleiben;

2) Die Schleifen erst in ihren endgultigen
Positionen zu bringen und dann die Strome
erzeugen;




Magnetische Energie, Ubliche Herleitung (kurz)

Iy
1
I3 Wnagn = Zlécb E/ V(j-6A)
V x ﬁ:%j statisch
1 e 1
Wonagn = 1= /dV(B . 6B) = 8—7T§/dV(B 'B)




Arbeit gegen EMK

Um den Strom in einer Schleife konstant zu behalten als der
magnetische Fluss durch die Schleife (erzeugt von anderen
Stromen) sich andert muss man Arbeit gegen EMK leisten

—

¥ AW =F - d7 = (F - 0) dt
F=-—gE Kraft gegen EMK

= S (Fi5) = = S (B ai) =~ [V(E)

fur Stromschleife

dW = B - = 1do




Magnetische Energie

Arbeit gegen EMK in dem Gesamtsystem

Q O (auch in der Schleife in der der Strom geandert wird)
dWEMK

:—215

dWEMK d
I3 ®; = CZ ZI@@ (Mi;1;)
0]
Noch mechanlsche Arbeit (Bewegung der Schleifen)
dWmech _9
a

Die Gesamtmagnetische Energie:

dWmagn . dWEMK dWmech dWmech
a  dt ZI (Mis1;) dt




Magnetische Energie

dWmagn d dWmech
=N"L = (M
]1Q O dt ; dt ( J J) + dt
I |

O I3 |) Die Induktivitaten sind konstant (die Schleifen bewegen sich nicht)

AW nech AW naen dl;
mech _ und 28 _ N agp—
dt X dt Z 0 dt

i,J

magn — ZM’LJI I 9 leq)z
magn— ZL 12‘|—ZM1311

1<




Magnetische Energie

dWmagn dWmech
I (M1
I1Q O dt Z vqr M) + =
Iy Z

I3 2) Die Strome sind konstant (d|e Schleifen bewegen sich)

dW, g dM dWw, ech dWma n dWmech
magn _ I zg I m — 9 g
7 Z + +

dt dt dt

dWmeCh . dWmagn

dt dt




Magnetische Energie

dWmagn d dWmech
=N"L = (M
]1Q O dt ; dt ( J J) + dt
I |

I3 3) Die Flusse sind konstant (supraleitende Schleifen)

1 1 1 .
Winagn = 5 ZMZ-J-IZ-IJ- =5 ZIZ-CI%- =53 ZCI)iMZ.j D
1) { 1)

O;=cy Myl L= %ZMZ,;MDJ-
j j

dWmech . dWmagn

dt dt




Magnetische Energie




Magnetische Energie

IlQ O
I | o
O Winagn = - /dV(j - A)
I3

471 -

V x B = ?j statisch
1 - o 1 S S ~
Winagn = 5 /dV(A N=g [ V(A (VxB))




Magnetische Energie, Ubliche Herleitung

dWmech

magn
O ZI (Mi 1) + —
I : )
1 L % B. ohne mechanlschen Arbeit (feste Schleifen)

Winagn = ZI(S(I) / AV (j - 6A)

L /dv<1§.5]§>:8ia/dv<1§.1§>
v
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Maxwell Gleichungen

® | .C.Maxwell in 1865 hat das Ampere-
Gesetz geandert und dadurch haben wir
Radio, ......., Relativitatstheorie u.s.w.




Die Situation vor Maxwell

V-E =A4mp GauB-Gesetz
. . 1B

E+- = :
V X E+ -y Faradey-Gesetz
V-B=0
— — 47'('—,»
VxB=—j Ampere-Gesetz

C

= = = 4T = - = 2
V- (V xB) V:-7=0 aber V-.j

C

Widerspruch




Die Idee

VxB= — Ampere-Gesetz

Lo L © 41 - O

V- (VxXxB)= —V 7=0  aber VjJra'Z 0

Widerspruch
Es gilt aber il o B V. B = drp
V- (VxB)= - <V g E) =0 GauB-Gesetz
= 47 0 1 - =

. - o~ - [47- 10E S v

V-(VXB)V-<:]—|—68t> Y CVE

Die ldee: Ampere-Gesetz soll wie folgt geandert werden

ir-  (4n- 1 0E - - 47, 1 0E
S ; L+ v — . -

¢’ (c]+cf9t> VB C]—i_c ot




Die Situation nach Maxwell
> Op

V-E=47mp GauB-Gesetz
. - 10B
VXE—FEE:O Faradey-Gesetz
V-B=0
.
V X B=.—j Ampere-Gesetz
C -
— — 18E 41 - - — 41 [ - 1 8E
_ 22 20T od L T
VX By = ) ot VB C(ﬁ‘” (%)

Verschiebungsstrom




Maxwell-Gleichungen

V-E=4mp
. - 10B
V X E-+ —a— =0 . P
¢ ot V-j+ 2L =0

B = Z

. Kontinuitatsgleichung
. S 1 OE 47 - folgt aus den M.-G.
V X =




Oder




Vektor- und Skalarpotential




Vektor- und Skalarpotential

. . 10B - = -
VXEIE({;:O B=VXxA
L > Y
V-B =0 B—_ve_ 194
Aquivalent c Ot

Mit der Darstellung durch die Vektor- und
Skalarpotential sind die zwei homogene Maxwell-

Gleichungen immer erfuhlt




Vektor- und Skalarpotential

V-E= A1 p B=VXxA
— 1 @E 41 - — — 1 84&
c Ot c c Ot
Die zwei nicht homogene Maxwell-Gleichungen ergeben
\/

G E=-vi%- L9V A)=dr

B c Ot -

1 92A 1 d¢




Eichungsfreiheit

B-VxA By A
| 81& aber auch | @A’
—»:_—» 1L oA E:—_) ;) +
E Vo c Ot Vo c Ot
—/ — —
A =A+Vy

ergeben die selben
1 Oy B und E

=0




Heufig genutzte Eichungen

. — — gut fur
Coulomb-Eichung V- A =0 Strahlungsprobleme

10 :
Cb _ 0 gut fur

C (‘)t Relativistische Invarianz

Lorenz-Eichung v .A 4+ =

nach LudvigV. Lorenz aus Danemark
nicht Hendrik A. Lorentz aus Holland

Fur beliebigen Skalar- und Vektorpotential man kann die Eichungstransformation finden so,
dass entweder Coulomb- oder Lorenz-Eichungskonditionen erfuhlt sind

Beide Eichungskonditionen eliminieren die
Eichungsfreiheit nicht ganz




Fur beliebigen Skalar- und Vektorpotential man kann die
Eichungstransformation finden so, dass entweder Coulomb- oder
Lorenz-Eichungskonditionen erfuhlt sind

z.B. Lorenz-Eichung v. A 4+ = ? —0
C

Nehmen wir an, dass es A’ und ¢’ gegeben sind
und V- A’ + iw £ 0

Wir fihren eine Eichungstransformation durch:

A A = _ 10
A=A"+Vyund ¢ =¢ — -5+

— —/ / — — 2
Dann gilt V- A —|—%8£ :V.A+%%_V2X+L5_X

UmV-A + i 9¢ _ () zu erfiihlen

2 1 9°x _ VA e el
brauchenvverx—c—gW——(v‘A + 3 at)

Wir werden spater zeigen, dass diese Gleichung immer gelost werden kann




Beide Eichungskonditionen eliminieren die
Eichungsfreiheit nicht ganz

Ai/:l&JrﬁX

1 Ox
/_ —_— — —
b =9 c Ot

Coulomb-Eichung v .A =90

—/

wenn V2y = 0 dann gilt auch V- A =0

10
Lorenz-Eichung V- A + = 9 =0
c Ot
wenn VZy — C% %g = 0 dann gilt auch V- A + %%ﬁ/ =0




Nicht homogene M.-G,,
Coulomb-Eichung

10 = -
_v2¢—za(V-A):4’np
28 1 PA = (= ~ 10¢ 4o
VA GG (VAR ) =T

— —

Coulomb-Eichung V. A =0
v2¢ — —47'(-[0 Poisson-Gleichung

N 1 821&). 47T — — 1 a¢
°x _ : |
VA 7 ; V ( )




Coulomb-Eichung:
Querstrom & Langsstrom

— —

Coulomb-Eichung V. A =0

2 . — - 3 p(Faat)
V ¢ — —47‘(,0 Losung  @(7,1) = /d Ta 77,
L1 92A Ar> = (1 0d AT
VA — = ——j+ V|- ) =——]
c? Ot? c]—l_ (c 075) L
]’(F) — 1(77) +f||(77) so, dass Y ' Jf(r) =0
Die Teilung bis zu einer Konstante V X ]H (’I?) =0

eindeutlich

- (10 A1 - 8
V- (E 8—?) =7 Ubung




Nicht homogene M.-G,,
Lorenz-Eichung

Lorenz-Eichung V- A + 5 =0
1 0%¢
VQ __
¢ c2 Ot —4mp

= 1 §2A 47 S
28 _ AT
ViA c2 Ot? c J




Energie-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

. [. - 19B L |- - 10E 4drn-
B. |[VxE+-"2=0 ' E. |VxB—--"—="22;
¢ ot minus ¢ Ot c]]
1= 0B 1- OE AT > = o = 2\ = o o
lg. B g 0B _ dm- g § (VXE)+E (VXB)
C t C t C
\V/ ng)zg <§><6)—5L (ﬁxg
l- 6B 1- OE AT > = = =
B g T —V-(ExB)
C t C ot C
E-E+B-B L L oL o L4 o
0 T =~ BE- V- (ExB)=-j-E-V-8§
ot Y




Energie-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

. E+B-B L 4 o o
——7.-E—-V-S
m( 3 ) ] BN
— C — —
S = in (E X B) Poynting-Vektor \
0 E-E+B-B - <
—/dV 1l :—/dV(j-E)—/ ds- §
i) =) qits(F —7)
’L—.) . _)_’ ~ d
/dV(]'E): qZUzE(ri)—EWEM
v

Wewm - Arbeit geleistet vom e.-m. Feld auf geladenen Teilchen

ds &
\k\A




Energie-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

d d o=
G Uraa(V) = =5 Won (V) — [ 3-8
S(V) -
ds -

S=_ (ExB)  Poynting-Vekt 4 é

= - oynting-Vektor -3

2 3 PN d \
av(j-E)= > quE(;)= %WEM
v i

Wewa - Arbeit geleistet vom e.-m. Feld auf geladenen Teilchen

Urera(V') = [, dV (%) - Energie des e.-m. Feldes im Volumen V

S - Fluss der Energie des Feldes




Impuls-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

Lorentz-Kraft auf bewegendes geladenes Teilchen

dp = . §xB
T =F=g¢q|E
dt q( + C >

dPtellchen . Z dpz ZF‘Z _ Zqz (E(’I:;) 4+ 17% X f(ﬁ))

AP%citchen _ / dv ( S B) p(7) =D ad(F—7)  j(F) =) alid(F—7i)
C ‘ v

dt

— — — — 18E_47T—»

mit V-E =4wp und VXB—-—r=—j

_’eicen e A = — = 1 E =
@ feitchen _ 1 /dV(E(V-E) B x (V x B)—a—xB>

dt Am




Impuls-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

di 10B t
— xB=—(ExB)—-E = ExB E E
55 < (975( x B) X = 8t( x B) 4+ cE x (V x E)

dt +dt

dﬁeicen d E ]§ 1 e — = — - —
tetleh /dV( . ):—/dV(E(V-E)—Bx(VxB)—Ex(VxE))

A7e 47

df_):ceilchen d (EX[D;) . 1 / - = = — - — —
o +E/dv el 4 (E(V E)-E x (VX E)+ B(




Impuls-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

dﬁeicen d E E 1 — - — — — — - = — — — —
toilchen. | 4, (B X ):—/dV(E(V-E)—Ex(V><E)+B(V-B)—B><(V><B))

]_ ) — — — — 3
Tij — E [EiEj i Bz‘Bj _ —(E " E+B- B)] Maxwell‘scher

Spannungstensor




Impuls-Bilanz des
elektromagnetischen Feldes

5@" — — — — ¢
Tij = — [EEJ +B;B;j— 2(E-E+B- B)] Maxwell'scher

Spannungstensor

dPeicen d E B
toilchen, | 4 [y, (B X B) :/dVZ(viTij)

GauB-Formel

dﬁceilchen d / (E X ]§) /
dV ds; T
dt + dt 47’(’6 ' S(V) Z v J

ds;T;
/S(V)Z S; 1 ;

Impulsdichte des Feldes

e
@,
Q.
I
—
Q.
<
W El
X
El
|
—
Q.
<
0 [=]]
o
-
O,
0 [=]]
]
S
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Elektromagnetische Wellen

® H.Hertz hat die elektromagnetische Wellen
entdeckt (in 1887 in Karlsruhe)




Maxwell-Gleichungen

V-E=4mp
. - 10B
V X E-+ —a— =0 . P
¢ ot V-j+ 2L =0

B = Z

. Kontinuitatsgleichung
. S 1 OE 47 - folgt aus den M.-G.
V X =




Vektor- und Skalarpotential

. . 1B S S
VxEl—a =0 B=VxA
c Ot ~
V-B=0 E:_ﬁgb_la_A
. c Ot
Aquivalent




Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

— ]_(9E 41 - — — 1 84&
VxB--"“"=="j] E=-V¢— - ——
c Ot c’ b c Ot
Die zwei nicht homogene Maxwell-Gleichungen ergeben
\/
1 0,2 =
20+ = = (V-A) = —4
V ¢+C§t(v ) TP
oy LA o (o o 109\ 4m-
via c? Ot? V<VA c@t>_ ¢’




Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

—

Coulomb-Eichung v .A =0
v2¢ — _47TIO Poisson-Gleichung

.1 A 4w 1 ¢
28 _ Tz
ViA c? Ot? c T+ (c (%)
. . = 19¢
Lorenz-Eichung V.A+_8_ 0
C
1 0%¢
2 _
VIO 5 e T A
L1 9%A 41 -
2A_ _ _ "
v c? Ot? ¢’




Maxwell-Gleichungen im freien Raum
(ohne Ladungen und Strome)

— —

Coulomb-Eichung V. A =0

Vig=0
. 1A -~ (104
2
A — — N R
v c? Ot? v (c (%)
Gebliebene Eichungsfreiheit
S o , . 10x

wenn V2y = 0 dann gilt auch V- A = 0

Wir wahlen y(7,t) = cft dr ¢(7,7) so, dass ¢’ =0 und V?y =0

Wir durten ¢ = 0 nehmen




Maxwell-Gleichungen im freien Raum
(ohne Ladungen und Strome)

— —

Coulomb-Eichung v . A =0

1 924
‘A, — = =0
v c?  Ot?
L1 92A 1 024
2 L 2 y
VA—CQ 7 —0 P> VAy—C2 e —0
1 924
2 z
VAZ—CQ e —0

1 O4f
fZVQf_CZ O0t? =0

d'Alembert-Gleichung (Wellen-Gleichung)




Wellen-Gleichung

1 O%f
Of=V?f—— == =0
/ c? Ot?
Nehmen wir an, dass f nur von einer Koordinate abhangt f = f(x,t)
R
or? ¢ Ot?

o 1a\[(d 108\,
(%*5&)(%‘5@)”
f=rh(x—ct)+ f2(x + ct)

Rechts und links ausbreitende Losungen
f1 und f5 beliebige Funktionen




Wellen-Gleichung (1D)

fl (:L') — / — fl(k)emw da fi(x) ist reell, es gilt fl(k) = fi(—k)

27

fi(x) = /% {[Refl(k)} cos(kx) — [Imfl(k:)] Sin(kzx)}

— /% {a1(k) cos(kx) + b1 (k) sin(kx)}

dk -

Flat) = [ 5o Fimere o [ 52 foih)

ezk(:c—I—ct)

~




Wellen-Gleichung (1D)

s — O f(CL’,t) :/gfl(k)eik(x—ct) +/2_f2(k)eik(m—|—ct)

w J— Ck f(:l?,t) :/%fl(k)ei(kxwt)_'_/%J%(k)ei(kx—i—wt)

Harmonische Losungen

flz,t) = e'ke=wi) = +ck

Am Ende muss man nur den Realteil nehmen

Es reicht dann nur die folgende Losungen zu nehmen:

f(z,t) = eitke=wi) W = C‘k‘ > ()

dann, entspricht k£ > 0 der Rechtsausbreitung und £ < 0 der Linksausbreitung




Wellen-Gleichung (3D)

1 O%f
2 .
Vil G gz =Y

Harmonische Losungen

fFt) = ETet = k| > 0




Elektromagnetische Wellen im freien Raum

L1 92A
2A .
v c? Ot?

=0

Harmonische Losungen

—

A7 t) = @elkmwb w = clk]|
aber Coulomb-Eichung fordert V.A =0

V-A=i@ k)e®Twt G E=0

Elektromagnetische Wellen sind Querwellen




Elektromagnetische Wellen im freien Raum

S 1 92A
VZ _
A_c2 Ot? =0

Harmonische Losungen

—

A(’I?, t) — (a1€1 —+ age_’g)ei(];"'?_wt) W = c‘]a

Elektromagnetische Wellen sind Querwellen
Allgemeine Losung
4 A3k o
— _ = =\ ik T—wt)
A(7,t) = / (ay 5615 T 056 )€

fur Realitat a - =a™* -
J7_k ..77k




Lineare Polarization

zum Beispiel Ay - reell Tz

A(F 1) = Agépet*z=wt) Loy Ao cos(kz — wt)

. . w=rck >0
. S 1 OA 1 OA
F = — _ - - _ -
Vo c Ot c Ot
= iw Ao e eilkz—wt) Ko LA, sin(kz — wt)




Lineare Polarization

A(7,t) = Apé, cos(kz — wt)
Wellenlange

E = — Aoké, sin(kz — wt) 0
B = —Apkéy sin(kz — wt) A= k
B-"2F 5 B

g -
~ __,f"'ff i ~




Lineare Polarization, Poynting Vektor

A(7,t) = Ayé, cos(kz — wt) " JJHU,

E = —Agké, sin(kz — wt) I Hu‘ P T
- I
B = —Apke), sin(kz — wt) y J[J g lm
F x B A
]§ = >i = ﬁk X E IZK ];
K|
S=" (ExB i i
= I ( X ) Poynting-Vektor: Fluss der Energie
. S , - AZck?
S = i(ExB):i(Ex(ﬁkx )): jjr &, sin®(kz — wt)
|| ¢|BJ? E|’ + B

= €, = €, = ¢ €:CWf1dﬁk
Ar 7 4r 7 ( ST )Z ©




Elliptische Polarization

1&(77, t) — (axé’m -+ z’ayé’y)ei(kz_”t) a, und a, - reell
— ag€, cos(kz — wt) — a,€, sin(kz — wt)

. 10A

E = = —% (az€y sin(kz — wt) + a, €, cos(kz — wt))

B

—VxA=—k (a€y sin(kz — wt) — a, €, cos(kz — wt))




Stehende Wellen

Das elektrische Feld muss im Innen des idealen Metalls verschwinden
Randbedingung: A(7,t) =0 fir z=0und z = L

—

A(7,t) = Agéy (sin(kz — wt) — sin(—kz — wt))

2mn
k= —
7> 0
E = 1 88—? = kApé, (cos(kz — wt) — cos(—kz — wt))
c
= 2k Agé, sin(kz) sin(wt)
B=VxA = kA €, (cos(kz — wt) + cos(—kz — wt))

2k Ag €, cos(kz) cos(wt)
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Elektromagnetisches Feld der
bewegenden Ladungen,
Strahlung




Maxwell-Gleichungen

6°E:4ﬂ'p
. - 10B

E+ - —— —
VX —I_C(?t
V- -B =0
. . 10E A4r-
V X 19 :—ﬂ-j

Gauf’sches System

- - Jdp
R s
V ]—|—8t

Kontinuitatsgleichung
folgt aus den M.-G.




Gaul¥’sches System

Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

— —

V-E:47Tp B=VxA

B--— = — = —V¢p— - —
V X o~ oY E=-V¢ ~ 5

Die zwei nicht homogene Maxwell-Gleichungen ergeben

\/

1 0 - -
Vep+ = —(V-A)=—4
o+ - 5. ) TP
oy LA o (o o 109\ 4m-
VA c2 Ot? Vo(V-AS cot) cj




Gauf’sches System

Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

—

Coulomb-Eichung v .A =0
v2¢ — _47TIO Poisson-Gleichung

2 — — —— 9 .
ViA c? Ot? c”7+v (c 8t)
Lorenz-Eichung Vv.A + = 199 — 0

¢ Ot
1 0%¢

2 —
Ve - 2 otz —Amp

2A . _ _ "
v c? Ot? ¢’




Gaul¥’sches System

Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

Wir wahl.en die VAL 1 04 — ()
Lorenz-Eichung ¢ Ot
1 0%¢
2 _
Ve c2 0t2 P
L1 92A 47 -
2A - —— 9
v c? Ot? C /

Das Ziel: fiir gegebenen p(7,t) und j(7,t)
das elektromagnetische Feld, .
d.h., ¢(7,t) und A(7,t) — E(r,t) und B(7, 1),

zu bestimmen.




Nicht homogene Wellen-Gleichung

vey o LU v oA A A
c2 Ot? - o ,790 ]y jz
f T (107 C 9 c ) c )

Wir brauchen die Green-Funktion (fir die Wellen-Gleichung)

1
(vﬁ — —i> G(7t, Ty ta) = —AT8(F — 7,)8(t — t,)

c? Ot?
dann
W(F. 1) = / Bro dta G L, T t) £ (Fsta) + 10 (7, 1)
wobei 5
v2¢0 . 1 wo _ O

c2 Ot?




Bestimmen der Green-Funktion

V3 — ciz %27;” = —Arf

(vi — é%) G(Tt, 7, ta) = =46 (F — 7)0(t — ta)

Fourier Transformation

f(7w) = [ dt e F70) = [ 5 FFwe
v = [dto@nes @ = [ uEwe
(V2 + E)Y(F,w) = —4r f (7, w) k=

Helmholtz-Gleichung




Bestimmen der Green-Funktion

Losen der Helmholtz-Gleichung

(V2 + k) (F,w) = —dn f(F,w) k
Green-Funktion fur Helmholtz-Gleichung

(V2 + k) G(7, 7)) = —4md(F — 7,)

ezlzzk\r—ra |

o | &

G (7, 7)) =

‘77 o Fa’
Hilfsmittel: In Kugel-Koordinaten Lautet der Laplace-Operator

9, 1 0 9, 1 0?
2_ - 2 2 Y . -
V' = mor (R 8R> T R2sing 06 (Smeae) T R2sinZ0 952




Bestimmen der Green-Funktion

1
(vi = 0—2%> G(7Ft, Ty, ty) = —4ATS(F — 7)0(t — tg)

(V2 + k) G(F,w, Fu, to) = —4T8 (7 — 7 ) et k

W
C

Green-Funktion der Helmholtz-Gleichung k|7
e a

(V2 4+ E*)Gr(F,70) = —AT6(F — 7,) ey GE(F,F,) = 7
o ik F—7a| ol (tat L |7—7al)

GF(F,w, Fayty) = F—— eivta — E——
a a




Nicht homogene Wellen-Gleichung

V2 1 9% A f Y= (¢, As, Ay, 4:)
_ = 477 . . .
2 Ot2 Jxz Jy Jz
C f — (107 9 y? )
C C C
V(7. 1) = / Bro dt,G(F. 7 t) F (7. ta) + o (7 1)
1 9?2
VQ%_? a;éo =0
5 (t —ta F &7 = Tal)

G:l:(f)7t777aata) — |’]:)— ’]7 ‘
a

o 1> =
¢(ﬁt):/d3raf(ra,t$c|r 7al) (7D

’F_Fa|

Kausalitat nur mit G (retardiert) (G (avanciert)




Gauf’sches System

Retardierte Potentiale

1 0%¢
2 _
Vo) — 7 o = —4mp
2A_ _ _ "
v c? Ot? c]
—)aat_l_)_ _)CL
qb(F,t):/dSrap(r i i)
77— T4
N S )
’ c “ |7 — 7|
- - Op - - 1 0¢
St A4 2 9P
V-97+ . 0 = V +c8t 0




Retardierte Potentiale

— . l = =
sy [ et =2

‘F_Fa|

2/ L l -~
A(f,t):l/d%aj(“’ |7~ Tal)

|7?_77a|

<

<

Gauf’sches System




Gauf’sches System

Strahlung

é
p T
= P
Fa
Lo 1 K 7w 6ik|f’—7"’a| W
A(Fw) = — d?’ra]( a’ﬂ) — L= _
c |7 — 7| c
pik| =7,
G (7 7,) = oAl Retardierte Green-Funktion fir Helmholtz-Gleichung
T — Ty

Es ist geniigend das Vektor-Potential zu bestimmen w # 0

= Op(7,t) = o o N R
Vojrn+ L =0 = Veje) —iwpFe) =0 = p(Fw) = — |V j(Fw)]
Im Beobachtungspunkt 7 es gibt keine Stréme oder Ladungen

— — 18E 477—3 — — — - —

VxB-— P C](?“)-O — E = w(VxB) k(Vx(VxA))
B=VxA




Gauf’sches System

Strahlung
. r
= L
"7’70/
. 2= ik|r—7g | W
A(F,w) = 1/d?’r@ ](Ta’c_d,) e_) k= —
c |7 — 7| C

Wir betrachten nur den Fall k|7,| < 2, d.h., |7, < 25 = A,
Das strahlende Objekt ist viel kleiner als die Wellenlange .

)
kr < 2m —r < -~ =X das Nahfeld

2 Falle: g

9
kr s 21 — r>> % =X das Fernfeld




Gauf’sches System

Strahlung das Nahfeld

klry| < 2m und k|r] < 2r —  klrf =7, < 27

- 1 i(7,
A(7,w) ~ —/d?’ra](r )

c |7 — 7|

- 1 i(7,
A(7t) ~ _/d%a (a1

B(F 1) ~ /d% p(7a, t) Das (quasi)statische Feld




Gauf’sches System

Strahlung das Fernfeld

S 1 5 7 ik|F—7y | W
A(F,w):—/d?’ra](r w)e ==

C |7 — 77| c

Wir interessieren uns nur fiir den fithrenden Term der als 1/r abklingt

el FRl=rowe b, =

A = [ PrjEne) e 1o ()




Gauf’sches System

Strahlung das Fernfeld

¢ r
= - >
’Ta,
p=2
C
1kr ~ 7
A € 1 My = —
A_ —)7 — — k—)r O el r
() = ki) +0 (5 ) :




Strahlung das Fernfeld

Gauf’sches System

ﬁ
p T
= S
Fa
= ikr 1 w
A(F,w) = = §(kit,) + O (—2) =~
cr r :
g(kﬁ) = /dSTaj(ra,W)e ik (7 'F’a) ~ /’:’
Ny = —
r

~ . (vezkr) |
B = VxA= Xg+0(_2>
cr r
= ik (1. x g) + O 1
B cr r*8 72




Gauf’sches System

Strahlung das Fernfeld

7
]

o | &

S|
ﬁ
I
=03y

(75, X (i, X &) = -7, x B
,,Ebene* Welle




Multipolentwicklung fur
das Fernfeld

Gauf’sches System

4 TT}D
j /= '
’Taj
g(kn) = /d?’ra J(Fa,w) e~ th(iirTa) k= %
§(kit) = g© + g0 ¢+ . 7, ==
-

§(O) = /dSTa 5(77@, W) elektrischer Dipol

gt = ik / 1o 1 (P, w)(Ty - 7y)

magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol




Gauf’sches System

El. Dipol-Strahlung (Hertz'sche Dipol)

) T
] /= -
’TCL *
FD
d/
g0 = Pro j(Fy,w) = —iwd(w) k= %
VitP=0 — Vfw) i) =

Dipol-Moment

() = [ av ip(rie)




Gaul¥’sches System

El. Dipol-Strahlung (Hertz'sche Dipol)

#
r >
d,
g(o) _ _iwa(w) [zlpoI-Moment
d- / 4V 7p(F)
1. .tk 2 ikr
B(O) _ ike (ﬁr o §<O>) _ k“e (7, x d) . w
cr r —
C
. . k2 1kr .
£ — _q xBO = _F° (ﬁr X (75, X d))
r

,,Ebene’ Welle




Gaul¥’sches System

El. Dipol-Strahlung (Hertz'sche Dipol)

d/ P

Monochromatische Oszillationen
d(t) = dge 0! d(w) = 2rdyd(w — wo)

Dipol-Moment

70 — _iud(w) = —2miwdad(w — w
g ( ) 0 ( 0) &:/dvq?p(q?)




Gauf’sches System

El. Dipol-Strahlung das Fernfeld
—
r
d/ e
. 1 ko = 20
B o L2eikor—iwot Ir X do ¢
0 r kio?“ > 21
E ~ — 2eikor—iwot 1y X (fir X do) — _ i xB )
T dO
S = i (E X E) Poynting-Vektor: Fluss der Energie
S = < ExB - ° E x ﬁrxﬁ
4223( ) =3 (Bt <B) > (8), = 50 (& (7, -d,)?) .

i cos?(kor — wot) ((_i% — (72, - 30)2) Ty 8mr?




Gauf3’sches System

El. Dipol-Strahlung das Fernfeld
=
r
d/ P
W
T c
S = ﬁ (f} x ﬁ) Poynting-Vektor: Fluss der Energie kr > 2w
S = C(BxB)- O (Ex i B)
- ﬁi cos? (ko — wot) (d3 = (7, - do)? ) 71x =P (S), = 86::2 (3 = (- do)?) i,

S 0 3 = 41d, |2 f 141312
/ ds'(S) ko / ds (d% — (i, - d0)2> Ny = cko|dol /d9 sinf(1 — cos? 0) /dgp = Ck’o\?) ol
S S

82 ]
0 0

Strahl lei 43 (S), — wé[JO\Q
trahlungsleistung 438 = =55




Gaul¥’sches System

El. Dipol-Strahlung das Nahfeld
#
" >
d/
Wo
S kqa = —
. R —1wot O
A(f; t) ~ l/d?)ra ]Sraaf) ~ i /d3Ta](ra7t) = =1 ; do C
c 7 =7, cr T
]{07“ <L 27
Lo , i, x d
B=V x A = —jkye ot (V > x dg = ikge"wot = 5 0
r
E _ Zko—lﬁ (ﬁ A) —iwot v % (7” >;3d0> _ e—zwot Snr(nr T?O) - dO
7 B Dipol-Feld
ﬁr = ; ‘Bl ~ kOT‘E‘ < ‘E‘




magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol das Fernfeld

) r
J /= ¥
’Ta
rkr w

A(r,w) = kn, -

(", w) o g(krir) C
g(ki0) = [ dra J(7w) e I

-

g(ki) =g 4+ g 4|
§<1> — —ik/d?’ra E(Fa,w)(ﬁr ‘T)

magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol




magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol das Fernfeld

—

p (A
= - >
K

'Ta,

<13 O &

gt = ik / ABrg 1 (P, w)(Ty - )

S|
ﬁ
]

,L-k—l (g’(l)) — n?‘,l/dgrajkra,l

kTa,l — JiTa kTa.l + JiTa
_ nr,z/d?’ra{(]k =i ,k)_l_(]k 1t ,k)}

2 2

—C(ﬁr X Iﬁ)k + Mg /dgra (jkra’l +‘7lra’k)

2




magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol das Fernfeld

é
> r
) e - >
P I
7(1) — 3 = . Hr = r - c
= —ik | d°ry J(Ta,w) (7 - Ty)
(g 7 X 1T JkTa,l + JiTa,k
ik ! (g(l))k — C(nr X m)k + 2 /d3 a ( a 5 a )
nrz/d3ra (JkTal + JiTa k)
’ 2
— nrl/d?)?“a ]mvm(’l“a,lra,kz) _ _nrl/d?’?"a Ta,lra,k(vm]m)
Y 2 , 2
3 TaiTak(iwp) Wy ] l(i) Ok . ,
— —n'r,l/d Ta ) a2 — 2 l 3 + ?/d Ta (Tap)

2 —
Q,Ej) = /d?’rap(ra)(?)?“a,i?“a,j — 7“(2152'3') Quadrupol




magnetischer Dipol, elektrischer Quadrupol das Fernfeld

Tragt nicht zu den physikalischen Felder bei

1. 1kr
E(l) ~ 1ke (ﬁr « g(l))
Ccr

£Y - _q <« BO

Q) = /dgTaP(Fa)@T’a,ﬂ“a,j — 140ij) Quadrupol




magnetischer Dipol das Fernfeld

ﬁ
" >
m’,'
w
k= —
. (2) c
wn
ik g = —¢(7i, x m) — i@ &) — =
6 ", = —
' T
—(1,magn) k‘QGZkT . 5 5
B N — (77 X (M, X mM))
T
2 ikr
—(1,magn) . — k<e S >
T

Vergleichen mit dem Hertz‘chen Dipol

2 _ikr
B(O) = he (1, x d)
T
. . k2 ikr .
E(O) — _ﬁfr X B(O) —_— — c (ﬁr X (ﬁ'r X d))
T
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Elektromagnetisches Feld der
bewegenden Ladungen,
Lienard-Wichert-Potentiale




Retardierte Potentiale

— . l = =
sy [ et =2

‘F_Fa|

2/ L l -~
A(f,t):l/d%aj(“’ |7~ Tal)

|7?_77a|

<

<

Gauf’sches System




Gaul¥’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

Punktladung @ befindet sich zur Zeit ¢ im Ort 7?0 (t)
p(r,t) = qo(r —1o(t)) 4 (1)

J(F,t) = qtio ()6 (7 — 7o (t))




Gaul¥’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

_)a7t_l_)_ _)a,
o) = [ atn, LTt T T

|7?_Fa|

Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = | — 7o(7)]

Die Gleichung |7 — 75(7)| = ¢(t — 7) hat immer eine Losung




Gaul¥’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

= = . l - =
7" — 77|
]/ — _l —»_ —
t'(ry) =t C|7“ T




Gaul¥’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

[ @ @) [ e~ ()
otri0) = [ dr - [

Im Ort-Zeit-Punkt (7,¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |F — 14(7)|

Die Gleichung |7 — 75(7)| = ¢(t — 7) hat immer eine Losung

Wir definieren 7/ =7 — t/(7o(7)) =7 — (t _ M)

&

dr'  1dR(r) . R(r)v(r) S L

- _1+C - =1 R(7) R(7) =7 —7(7)
/ /

g dr B R(7)dr

1 — ﬁ(g}%’?g)ﬁ) R(T) _ R(n)¥o(1)




Gauf’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

o(71) = [ ar BTGl

R(r) R(7) = 7 — 7(7)
b= 47 _ R R(r) = |7 = 7o(7)
1 R(g}%’gg)ﬁ) R(T) R(7 )’UO(T)

/ qo(t')dr q
R(T) ﬁ(T)UO(T) R(T) . R (7)o (1)

C

Im Ort-Zeit-Punkt (7,¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 1=t — R/c, wo R = | — 7o(7)]

Die Gleichung |7 — 75(7)| = ¢(t — 7) hat immer eine Losung

Genauso fiir A(F,t)




Gauf’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale

- _ q ~ = —
o(r,t) = R Br)50(r) R(7) =7 —19(7)
¢ R(7) = |r—ro(7)|
. quo (7)
A(7)t) = =

R(7) — R(7)¥o ()

C

Im Ort-Zeit-Punkt (7,¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |r — 7(7)|

Die Gleichung |7 — 75(7)| = ¢(t — 7) hat immer eine Losung




Gauf’sches System

Das elektrische Feld

57 1) = Tax S
(75¢) R(r) — RO ?((T) = \F—Foo((T))I
) qUo (T)
A(rt) = (ﬁ( ) o (7)
R(T) — ==
. -  10A
ST
(7, 1) Ty V) =




Hilfsmittel

ergibt
7(7,1)

wir brauchen und




Hilfsmittel

R(7T) =7 —7o(7) L _ dio(7) . _ dip(7)
R(t) = |F — 7o(7)] 0= T

oF o
ot o
OR _ROR _ _(R-%)or _ (| _Or
ot ROt R ot ot
Ot R




Hilfsmittel

R(T)EF—F()(T) 7707' 1707—
ﬁo(T)Eddi) JO(T)Eddi)




Gauf’sches System

Das elektrische Feld

.- q - L

#rt) = R(r) — BD() R(7) =7~ 7o(7)
- o R(r) = |i* = 7i(7)
A(7,t) = R(r) — ﬁ(r)f’o(T) E _ —6¢ B 1 g

C

N
E - (RRUO>

[R — (é'ﬁo)]g o




Gauf’sches System

Das Stralungsfeld




Gauf’sches System

Das Stralungsfeld

Nichtrelativistischer Grenzfall: vy < ¢

E. .4~ 0223 {ﬁ X {ﬁ X JOH — é [Tir X iR X dp]]

Brad = npr X Erad




Gauf’sches System

Das Stralungsfeld

Nichtrelativistischer Grenzfall: vy < ¢

= q — — —
Erad ~ % [nR X [nR X aJOH Brad n
Brad — ﬁR X Erad . f ,°
VvV / E
_)( ):dﬁQ(T) // rad
N =" d
/
. C (= = ¢ (= . = 0
S = = (ExB)=_ (Ex (g xE)) ~
2012 y
= 4 ‘C;(}’BQ sin? 07
e
2= |2 2= |2
- q |a0| > . 295 2q ‘a0|
dsS = — dssin“ 0 n, = 2
g A1e R g 3c

Larmor-Formel
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Elektromagnetisches Feld
in der Materie




Maxwell-Gleichungen

V-E= A p

. -~ 10E 4r-

V X B — —E — — ] L (9p

C C g4+ =

V-jg+ Y

- = Kontinuitatsgleichung

V-B=0 folgt aus den M.-G.

- - 10B

VX E+4 - 0 = 0




Mikroskopische Maxwell-Gleichungen

V-e=4mp

- - 10e 4m-

Vxb—-—— =

c Ot c . 7. 00 _

o5 Kontinuitatsgleichung
V-b=0 folgt aus den M.-G.
. 1 0b

V xe 0




Makroskopische Felder

() () = / Pra g7 — 7)) (7)
/d?’ra g(r—1,) =1

00000 00
000,00 00
00000 00

O

O

Q

VR

Rl

|

&

el

N——"




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

V-E = 4n(p)
— — 1 aﬁ 41 -
VxB--—=—() L 9(p)

¢ ¢ V() +—-=0
L ot
V-B=0 Kontinuitatsgleichung

- folgt aus den M.-G.

- - 10B
V X B+ 108 —




Gebundene Ladungen

4n
a0
r, = const
,Ogeb( — Z Qné(f)_ (F?’L T C_i"’b))




Gebundene Ladungen
<pgeb> - /d?)ra 9(7?_ Fa) ZQn(S(Fa _ (Fn + an))

—

_ an(ﬁn-vrg(F )+ = an (V1iVr g (F — 7)) i + .

—

= angr—rn —V P = (pg;b V.-P

P, = anan :g(7 — = Z% i 97— Tn)| Qninj + -

EZQnangn_52‘17%671(6971'57%)_'_“' gn = g(T = T

= > dug(F = 7o) + .. b = Gl

dielektrische Polarisation - gemittelte Dipol-Moment-Dichte
(+ Quadrupol-Beitrag + ...)




Dielektrische Verschiebung (Induktion)

. 1 - . .
P=> Gnngn — 5 > nd@n(Vgn-dn)+...  Polarisation

n

(Pgeb) ZQHQT_TTL V- P—(pg;{)—V-P

Ublicherweise gilt (pée{) = 0, da die Substanz neutral ist

gell

<,0> — <pgeb> + </0frei> — <,0frei> — 6 y

V- E = 47(p) = 47 {pgre;) — 47V - P
6 - (E + 47TI3) = 47T<pfrei>

ﬁEE—l—Zl?T].S 6']3:47T<,0frei>

dielektrische Verschiebung (Induktion)




Allgemeine Uberlegung

S
. / dv<pgeb> : O
.

es muss ein P existieren so, dass

P

<

<pgeb> —

—

dSP = 0

T

[ dVipun) = -




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

6']3:47T<,0frei> ﬁEE—I—47Tﬁ
— — 15’]?3 4:7'('—»
B—-—=—
VX c Ot c<‘7>
V-B=0
§XE+EG—B:O




Strom der gebundenen Ladungen

oo (P) = quind(F — (Fn + @) N = [ gl =)

n
— Z Qnalf)ngn — Z af)nQn(C_L’n ’ ﬁgn)
n n

— i+ 5 S [0 G x )] - 1 S G

B dP L
(Jgeb) ar +¢(V x M)

| .
M = oF ; Gngn(@n X Tn) = Y  gniM, Magnetisierung




Strom der gebundenen Ladungen

<
P
o
o
O,
~~—"
+
Q)
P
>
§®
O,
~~—"

<
G
g
|
-
l

(Jpol) Langsstrom
(jm) Querstrom




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

— — ]_ 8E 47'(' —
VxB—-—=—(j
8 c Ot C \J?
e - = = dP S
(7) = (Jtrei) + (Jgeb) (Jaeb) = — + c(V x M)

_ . 18D 41
VxH- -2 = T (i
c Ot c<‘7f )

X

H

B —47M  Magnetfeld




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

6']3:47T<,0frei>:47‘_,0 ﬁEE"‘Zlﬂ_].S

Gxi_ 10D _drg ,_ dns H=B  4rM
c Ot C C

B > N

. - 10B - - 1 OA

VXE—I—EE 0 E:—v¢—g—t

Aquivalent




Dielektrizitatskonstante

Fur viele Substanzen (fur schwache Felder) gilt

— —

P=.E
Ye - elektrische Suszeptibilitat

D =E +47P = (1 + 47y )E = €E

e = 1 + 4my. - Dielektrizitatskonstante




Permeabilitat

Fur viele Substanzen (fur schwache Felder) gilt

—

M = v, H
Ym - magnetische Suszeptibilitat

B=H+4rM = (1 + 47x,,)H = puH

=1+ 47y, - Permeabilitat




Randbedingungen

El
below

Dabove,J_ — Dbelow,J_ = 4mo Eabove,|| — Ebelow,”

Auf der Grenze zwischen Dielektrika gibt es keine freie
Oberflache-Ladungen

Dabove,J_ — Dbelow,J_

¢above — ¢below




Randbedingungen

Babove,J_ — BbelOW,l HabOVeaH o Hbelo""’” -

Auf der Grenze zwischen Dielektrika gibt es keine freie
Oberflache-Strome

Habove,H — Hbelow,H




Energie des elektromagnetischen Feldes
in der Materie

Vx B+ -2 =0 i E.|VxH--2==2";
ey minus ey CJ]
—H-ﬁ—t—k—E ~ =——j-E-H <V><E>+E (VXH)

C C




Energie des elektromagnetischen Feldes
in der Materie

Am | | | e v ds &
ﬁ (E X ﬁ) Poynting-Vektor \\A\‘S)

1 E-dD+H-dB I .
—/dV * :—/dV(j-E)—/ d5- S
dt 174 41 \%4 S(V)

Wewm - Arbeit geleistet vom e.-m. Feld auf geladenen Teilchen




Energie des elektromagnetischen Feldes
in der Materie

d d 7S
EUfeld(V) — _EWEM(V> _/ ds- 3
S(V) = o %
- ds &‘

5 C (= = -

S= - <E X H) Poynting-Vektor \A\‘S)

- cpioy _ d \
dV (j-E)= ) quE(r)= @WEM
|4 )

Wewa - Arbeit geleistet vom e.-m. Feld auf geladenen Teilchen

dUte1a (V') = [, dV (E'dﬁ;ﬁ'dﬁ) - Energie des e.-m. Feldes im Volumen V

S - Fluss der Energie des Feldes




Energie des elektromagnetischen Feldes
in der Materie

d d .o o
i Urea(V) =~ Wen(V) = [ a8 L odsel
S = ﬁ (E X FI) Poynting-Vektor §‘§

Wewa - Arbeit geleistet vom e.-m. Feld auf geladenen Teilchen \

E.-dD+H-dB
AU (V) = / dV( + )

Vv 4
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Elektromagnetisches Feld
in der Materie




Elektrostatische Gleichungen ohne freie Ladungen

D=0

— ek

X
=

|

|

<i |l
< o

C <
= <l

Laplace Gleichung

V-D=V.(E)= (Ve) - E+¢V-E)=0

Nur wenn € = const. gilt V-E=0und V2p =0




Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

— —

= ek E:_VCb

Laplace Gleichung
V2p=0firr>Rundr <R




Symmetrie

Laplace Gleichung
Vip=0firr>Rundr < R

E(r > R) = E, = E,¢&, = const.

/t Q\R . ¢(r>R)=—Fyz=—Fjrcosf

— Allgemeine Losung der Laplace Gleichung

%) l
o(r,0,0) =) > (Alm-rl +Bzm-r_(l+1)) Yim (0, ¢)

=0 m=-1

o(r) = ¢(r,#) — nur m =0 ist erlaubt

o(r,0) =) (Alo '+ By - 7“_”“)) Yi0(0)
[=0




O <

Randbedingungen

0o o)
ela‘r:R—l—O — EQEITZR_O
(9q5 (9q§

=g | r=r+0 = 3g lrmro Eabove,|
¢|r:R—|—O - ¢|r:R—0 Pabove =

Elektrostatische Gleichungen

D=0 \V/
IGE E

Dabove,J_ — Dbelow,J_

— Ebelow, I

¢b elow




' 2 Ansatz

¢(r> R)=—F12 = —FEircosf

— R 00
: D\ £ $(r,0) = <Alo 7'+ Byg - T_(l“)) Yi0(0)

_/

O O ¢ ol

€1~ |,._ — €25 |.._ _ — Anl.—
8r r=R+40 afr r=R—0 8(9 r=R+0 89 "I“—R—O

¢‘T:R—|—O — qb{r:R—O

Ansatz: es gibt nur [ = 1 (kann auch hergeleitet werden)

gb(r, 0) = A1<O T Yl()(@) fir r<R \/?
Yi0(0) = o cos 6
¢(r,0) = (Afy - r + By -77?) Yi0(0)  fiir r > R T




12 Losung

¢(r> R)=—F12 = —FEircosf

¢ ¢
ElE‘T:R—I—O - EZE‘r:R—O ¢‘ B ¢‘
a¢ B a¢ r=R+0 r=R—0
00 1r=R+0 — Hg lr=R—0
¢(’I“, 9) = A1<0 T Yl()(@) fur r<R 3
Yi0(0) = \/jw cos 6

¢(r,0) = (A7 v+ By -7 %) Yio(0) firr >R

o(r,0) =A-r-cosf fir r<R
¢(r,0) = (B-r+C-r~?)cosf firr>R

B=-F




t 2 Losung

qb(rrae):A'T'COS@ fur r< R

@\R ¢(r,0) = (B-r+C-r~?)cosf firr>R
.
2 1 _El

O O

61% r—RA0 €9 —

—_— A =€ (B—QC-R_S)

¢‘r:R—|—0 :¢’r:R—0 — AR:BR_|_C,R—2

261 T e 261 + €9

A BR?




N
ra

Elelez
fur r< R
2L furr> R
= R°E
b 2e€1 + €2 !

Dipol-Moment




, ~ Dielektrische Kugel im Vakuum

€ =1 E, = E\¢é,
€r — €

RS o(F) = —Eo -7 fir r<R

\_ E‘V’

-
\_

Im Innen der Kugel gilt

— —

- D-E e—1 = e—1 - 3 \e—1 > 3
A7 A7 47 2 ( )




Nichtlokale dielektrische Permeabilitat

Fur schwache Felder und Materie gilt
P(7,t) = /d3radta Xe(F = Tyt — t0 ) E(Fy, ta)
Xe(T — Ta,t — tg) - elektrische Suszeptibilitat
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Elektromagnetische Wellen
in der Materie




Nichtlokale dielektrische Permeabilitat

Fur schwache Felder und Materie gilt
P(7,t) = /d3radta Xe(F = Tyt — t0 ) E(Fy, ta)
Xe(T — Ta,t — tg) - elektrische Suszeptibilitat




Lorentz-Modell der elektrischen Polarisierung

Viele Arten der Oscillatoren

2

i 47’(’7%‘
9 =1 A =14 Y

A

— Tw7y;)

\\

” Im €
|"

,J ‘|
|

¥

€ Y




Clausius—Mossotti (Lorentz-Lorenz) Relation.

z.B. in Lorentz-Modell

(©

— %TX(O)

Xe —

2

(O) _ mei
xe EZ: m;(wi — w? —iwy;)

e=14+4my. =1+




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

V-D= AT (prrei) = 4mp

= - 1(9:[) 47 - 47'('—_»

VxH-— : 8?5 — - <]frei> — ?]
vV.B =0 B=VxA

<> . . A
6 X E i 1 aB — 0 Aquivalent E=-V¢ - 1 aa—?
c Ot C

Fourier Transformation

ik - f)(E,w) — 47Tp(E,W) B=ikx A
I L L = o W o
FxHFw) + “B(Fw) = Tjke)  E=—ike+ —A




Makroskopische Maxwell-Gleichungen (Fourier)

i H(E,w) + 2 B(F ) = %j(”,w)
B(k,w) = ik x A(k,w)

I S o W - -
E(k,w) = -tk ¢(k,w) + — A(k,w)




Makroskopische Maxwell-Gleichungen ohne freien

Ladungen
ik - D(k,w) =0 p(k,w) =0
i x Bk w) + igﬁ@,w) ~0 F(Fw) =0
B(k,w) = ik x A(k,w)
E(k,w) = —ik ¢(k,w) + % Ak, w)
D(k,w) = e(k,w)E(k,w)
B(k,w) = p(k,w)H(k,w)




Wellengleichung in der Materie

iR x (iF x A) + 26 (—zEngr EA) —0
C C
B_ifixA D — B

Hier nehmen wir an,

Coulomb Eichung E-A=0 — ¢=0 0. £ 0

W< EL

K =0

o

Genau wie die Wellengleichung im . C
Vakuum aber mit / \/a




Ebene Wellen - Querwellen

Hier nehmen wir an,

Coulomb Eichung k-A=0 — ¢=0 dass € £ 0

2

KPA-2FA =0
c
Genau wie die Wellengleichung im y €
Vakuum aber mit cTe= /el
A(T,t) = (ale_'l + age_’g)e (k-r—wt)
k = ke
w w
k p— —/ p— GM e
C C




Ebene Wellen - Querwellen

> |

—

k

S R |
|
N

|
Q| €

Ublicherweise u ~ 1 und es gilt
n(w) = Rey/e(w) - Brechungsindex
k(w) = Imy/€e(w) - Absorptionskoeffizient

K(F, t) = Aoei(l%’-f?—wt) _ Aoei(%é’k-f’—w

Wellenlinge: )\ = 27¢ Eindringtiefe: d =

nw

= Vi = = (n+ir)

~
N——"
D

|

C
RrW

(7,1) = (a18) + agéy)e 7D

W

C




Brechung

R
_)
k = ke k
Wir vernachlassigen die Absorption
k _ \/67 f ~n g Hier nehmen wir an,
T M C ~ c dass Ime =0 und p =1
Wellenlinge: \ = 27¢
nw
n1 = y/e1pr na = \/@
hZ
r g e - Einfallende Welle
% % X r - Reflektierte Welle

0

g - Gebrochene Welle




Brechung, Randbedingungen

k= kgk Wellenlinge: )\ = 27¢ mo= Ve ny = /el

nw )2
E=- y \ -
B=pH=ikxA e
A (7)) = A i(ke™—wet) e  Einfallende Welle
A (T 1) = Ae i(kr-T=wrt) | Reflektierte Welle
Ag(ﬁ t) = Agei(’;g'?_wgt) g - Gebrochene Welle
E|(x=—0) = Ej(z = +0) aEL(z = —0) = B, (z = +0)
FI||($ —0) = FI||(£U = —I—O) /LlleL(il? — —O) — /LQFIJ_(CB — —|—O)




Brechung, Snellius-Gesetz

E B ’Lw l& ny = \/m ng = \/@
K, (Ft) = A, ¢ilkrm—wrt) c .|
= = — H — Zk X A o o X
Ag (7:*’ t) _ Agez(kg T—wgt) 2 O&

Ao(z = —0,y,2,t) = A eiFeyythesz—wet)
Ee(m = —O) ~ IjIe(ﬂj — _O) ~ e’i(ke,yy—er,Zz—wet)




Brechung, Snellius-Gesetz

key = kry = kgy = Fy
ke,z — kr,z — kg,z — kz

w

ke = ni1—sina,
C
w .
kr, = mni—sinao, =
C
w
kg .= no—sinay

C

Ee, Er, und lZg liegen in einer Ebene
wir wahlen k,=0

N1 SN v; = Mo SIN O

Snellius-Gesetz




Brechung, Snellius-Gesetz

—

ke, Er, und Eg liegen in einer Ebene
wir wahlen k,=0

C I
key =kry =Fkgy=0 \}\ o x

ke,z — kr,z — kg,z — kz

W, W . _ _
k., = ni—sino; = ng— sin o Qe = Oy = (O Qg = Qg
c C . .
TV 1 SIIl X7 — Mo S111 (v
w
ke)x — _k‘rr’x — nl_ COS &1
C

2

W W n
kg,x—ng—cosag—ng—\/l—sm o = Mg — 1——%811’12051
c C ns;

fur Zl sincay > 1 ist k, , imaginar: volle reflektion




Brechung, zwei Polarisationen

Polarisation |

Polarisation 2

E|A~¢, .

H~ée, |

ny = /€11

Ng = /€242

hZ

I g

}\ 0(2 X

o

€

E| A e (&,é)




Ag(—; t) _ Agez(kg F—wt)
E,(r=-0)=E,(x = +0)
pHy(x = —0) =

e, , He (€
— W - ny = /€141 Ng = /€242
E — A NZ
C . q
B=yH=1ikxA i A
o
c

~> Ae,y + A'f“,y — Ag,y

—1 o1
py nicosar(Aey — Ary) = py nocosazAg




Polarisation | E||A~¢, , Hec(é,e:)
A (_, t) o A ez(ke F—wt) E 1w A ni=+veapr N2 = /€202

e 9 _ (&4 e NZ
A (—» t) o A ez(kr-f’—wt) ¢ \ I

r 3 — r — — — —
} B B=uH=1kxA A % I
Ag(_), t) _ Agei(kg r—wt) 1
Ae7y + Ary — Ag,y N1 SIN (\7 = Mo SIN (o
n1 no
™ cosay(Aey — Ary) = T cos aa Ay,

1 2 . :

Hier nehmen wir an,

0 211 CcOs a A dass 1 = o =1

PY nicosag +ngcosay Y

N1 COS (x1 — Mg COS (Vo sin(ag — aq)

Ay = Aey = Aey

71 COS (X1 + Mo COS (9




Polarisation | E|A~é , He(E,¢e)

— C — — )
EE (EXH) E: EK T vak e = vel
Poynting-Vektor ¢ \ 9
— 9 B — ,LLH — /Lk’ X A 21 (o) X
S| x n|A, :
C
Ay, = 2n1 COS (1 A, Ry SIN Q1 = 7o SINL
7 nicosay + ngcosay
11 COS (xp — M2 COS (2 sin(as — a)
Ar7y — Ae,y — . Ae,y
n1 COS a1 + Mo COS Qg sin(ag + a)
pr = po =1
S 2 .2 B
Reflektion R — ‘%r‘ _ Al S?H2(Oéz )
|Se| |Ae,y|2 S111 (O{Q + Ozl)







Polarisation 2

HNgy ) E"A€(€$7gz)

nyp = /€141 Ng = /€242

N1 SN v = Mo SIN

n Hier nehmen wir an,
— cosay(He, — Hy ) = —cosasHy
m 12 dass p1 = po =1
2N COS (/1
Hgy He,
N9 COS (X1 + M1 COS Qo
N9 COS ('] — M COS (9 tan(ay — an)
Hr,y — Heay

N9 COS (X1 + M1 COS Q9




Polarisation2 H~¢, , E| Ac(é,¢.)

— C — —
z—(ExH) m=VEm = Jals

47'(' y4
Poynting-Vektor E-_tz «xH r g

‘H ’2 n (05] (045) X
‘S’ X Yy 0

n c
2N9 COS (v

Hg,y — He,y N1 SN vy = Mo SIN (o

TNl9 COS (X1 + M1 COS (9

Hf’n — (& -
Y ngcosag +npcosas Y tan(ag + o)

Lo COS (X1 — N1 COS (9 tan(a1 — C\fg) 7
€,y

p1 = p2 =1

| Hyyl? - tan®(eq — ao)
 |He 2 tan?(aq + ao)

Reflektion R — |
|




Brewster-Winkel n = e na = /el

Polarisation | E|A~¢, . He(e,.é) \ g
05] (o) X
Polarisation2 H~¢, ., E|Ac (¢, ¢.) >
o S.| |Anyl? sin®(ag —ay)
Polarisation | = = =573 = -
olarisatio S| [Aeyl?  sin®(ag + on)
Polarisation 2 7= Sel _ [Hyy? _ tan*(ar — as)
‘ge’ |He y|? tan®(ay + a2)

Fir oy + as = 7/2 - keine Reflektion der Polarisation 2!
Das reflektierte Licht ist linear Polarisiert!

cos ; = sinag = (N1 /n9) sin oy nq sin ay = N9 sin as

tan o = (ng/n1) Brewster-Winkel
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Brechung und Absorption




Wellengleichung und Querwellen

Coulomb Eichung A=0
2
(F)2A — & ;”A:o ab hier u =
c
n(w) = Rey/€(w) - Brechungsindex

Ve = (n+ik)

Beispiel
k = ké),

—

271cC

Wellenlange: \ = <<€

nw

A(F, t) — Agei(E'F_Wt) — Aoei( c

k(w) = Imy/e(w) - Absorptionskoeffizient

k=+e— = (n+ikr)

W W
C C

nw = .

Eindringtiefe: d = —=

RrW




Querwellen: allgemeiner Fall

A=0 k-A =0
Coulomb Eichung

Allgemeine Losung

S L + k" e5
A(7 1) = AgettT—wi)

k=ke
.&O:A ZA 62
k

(k)2 = K% — ' + 2i'K" (6162) = (n + ir)? =




Konkreter Beispiel

n1 = /€1 - Real p no + ik = (/€2 - Komplex
A —
Re(ky)
r
Qaq Im(kg)
051 ZE
e - Einfallende Welle
r - Reflektierte Welle
e

g - Gebrochene Welle




Was kommt statt Snellius-Gesetz?

ni1 = /€1 - Real no + itk = /€2 - Komplex
§° X bey = kpy = ko, =k
Re(ky) ey — Rry = Mgy = Ry
r
ke,z — kr,z — kg,z — kz
ap > - —
o - 5; ke, k-, und k, liegen in einer Ebene
Im(k,) wir wahlen k,=0
_ !
c kg . - Real !
w . —
ke = n1—sin a. Qe = O = O
¢ W
W . p— = — 1
kr,z = N1 — SN O o o kg,z k. . T 1 S O
C
Lo =7 5\2 12 - 2
g,z — - kg,m — (kg) — kg,z = E €o — €1 S111 (4




Randbedingungen

ni1 = /€1 - Real no + itk = /€2 - Komplex
A< - — —
Re(ky) e = Oy = (1
r W _
kg.=k, = —nisina;
a1 q C
Oé]_ — x w . 2
Im(ky,) kg,x = E\/EQ — €1 81" (1
e
d M rY — — Zw - — — e —
Polarisation | A ~¢, E=—A  BouH=ikxA

Byl ==0)=E,(w=20) = A+ Ay = Ay,
HZ (m - _0) — HZ (‘/E — —I_O) » keaeray + kr,xAr,y — kgaxAgay




Amplituden

n; = \/e; - Real zng +1ko = /€2 - Komplex
A - _ —
Re(k,) Qe = Qp = Q]
T w )
kg.=k, = ;nl sin oy
(8]
ai S X W .92
Im(k,) kg o= Ve -asn"o

e

Ae,y + A'r',y — Ag,y

. . ~U -
Polarisation | A ~ ¢, kewAey + kraodry =kysAg,

Ty — e,y — :
Y ke7;c + kg7a; \/€1 COS (X1 + \/62 — €1 S11l (vq

2/{6,33
Ag,y —

Ae
ke,x + kg,x Y

Aeay




Reflektion

n; = /e1 - Real no + itk = /€2 - Komplex
y
A —
Re(k,)
r
aq q
a1 — i
Im(k,)
€
Polarisation | A ~ ¢,
keaow— kg Ve cosa —ea — e sinayg
Ar,y = ey — : Ae,y

kex+ kg VErcosa +/ea — e sinayg
— . 2

ISH A2 |VeErcosar — Ve —ersinag
’§€‘ |Ae |2 JVELCcos g + ey — €1 sinayg

2 . 2
A/€E1 — \/€E2 ny —No — 1R .
R — — , fur vy = 0

V€1 T A/€2 N1+ N + 1Ko




Eindringtiefe

n; = \/e; - Real no + 1ky = /€2 - Komplex
y
A —
Re(k,)
r
(851 w . 9
o — > kg o= —\/62 — €1 8In° o
Im(kg) ¢

c 1
d_

 Im kg o

d_c 1 _c 1
_wIm\/@_uuig
Ao |VE—val _

VEL /€2

fur 1 =0 . o
Ny —nNo — 1Ko

ni1 -+ N9 —|—i/<32




Elektromagnetische Wellen
in Metallen




Makroskopische Maxwell-Gleichungen

V-D= AT (prrei) = 4mp

= - 1(9:[) 47 - 47'('—_»

VxH-— : 8?5 — - <]frei> — ?]
vV.B =0 B=VxA

<> . . A
6 X E i 1 aB — 0 Aquivalent E=-V¢ - 1 aa—?
c Ot C

Fourier Transformation

ik - f)(E,w) — 47Tp(E,W) B=ikx A
I L L = o W o
FxHFw) + “B(Fw) = Tjke)  E=—ike+ —A




Makroskopische Maxwell-Gleichungen (Fourier)

e(k

D(k,w)

47‘(’—,» E ﬁ(E,UJ) — M(E

o€ o &

Ao (w)
€total = €geb — i




Lorentz-Modell der elektrischen Polarisierung

Viele Arten der Oscillatoren

2

; dn;e;
D=L ) =14 Y

Wir betrachten noch eine Art der Oscillatoren die
den freien Elektronen entsprechen (P. Drude 1900):

— Tw7y;)




Wir vergleichen zwei Ergebnisse

Ao (w)
LW

€total — €geb

d7tn f62
— |
€total — €geb

m(—w? —iw/T)

o(w) = — Drude Formel




Grenzfall wT < 1

m- - — 1w m Drude Leitfihigkeit

4dmop 4dmop
€total — €geb — : ~ €geb — :
° iw(l —dwr)  ° W

€geb 2 1 drop

€ ~ :
w < op total i

‘etotaJ’ > 1

2_2
ausreichend (aber nicht nétig) opr = ~—— > 1

Kupfer: 1/7 =3.7-103s7!, op = 5.8 -10Ys7!, opr =~ 1.5-10% > 1




Reflektion auf Metall-Oberflache

4mop
€total ~ — wr K 1
LW
w K< 0p Etotal| > 1
2_2
ausreichend (aber nicht nétig) opr = ~— > 1

Kupfer: 1/7 =3.7-103s7!, op = 5.8 -10's7!, opr =~ 1.5-10* > 1

Na + 1k = /€2 g C 1 c 1

AZ . - — N —

; Re(k,) w Im. /€ W K9

Metall fir oy =0 ,
zi R Z)C R — \/a_\/a2: nl_nz—i/ig
Im(kq) Ve + /€2 ni -+ ng + ik
e
(14 1) /4mop d c R~1

€ ~ ~
total V2 Jw V2T opWw




Skin-Effect

Ao
& wT K 1

€total ~ — i
w K< 0p [€otat| > 1

ausreichend (aber nicht nétig) opT = > 1

Kupfer: 1/7 =3.7-103s7!, op = 5.8 -10's7!, opr =~ 1.5-10* > 1
Wik B 1 Meall

. c
‘(_71*_) " \2ropw

—

H

nf€27'

)Y

z.B. w =27 -50Hz ~ 31451

in der Luft: A = 27¢ ~ 3107 — (.6 10%m = 6000km

im Kupfer: d ~ \/— ~ lcm

2Topw




Grenzfall wT < 1

B - 4dmop 4mop
] = pE €total ~ €geb — ~
W W
ik x Hk,w) + 2Dk, w) = —opE(k,w)
c c

Quasi-stationarer Fall
Ampere-Gesetz + Ohm-Gesetz




Quasi-stationarer Fall

4 =1
L L R P
VxH=p"'VxB= —W]——WO'DE
C

V-B=0

. - 10B

VxE+-2 =
- - = A7 5 - Cat
Vx(VxB)=—0opV xXE

C

vQB 472013 OB — 0 oder VZB—I— 47T@0DwB_O
auch
V2E — L %]f—()oder VQE—I——‘“”ZD”E:O
v2;_472(27]3 g‘Z:OOdeI‘ v23_|_47maDw]_O




Skin-Effekt

3 ( —
E i \_ E B
/| It I”‘ B B—\ @ o i \ =

—

V2B — 4120 9B _ ) oder V2B + 4xigoe | —

V2E — 4790 9B _ ) oder V2E + 4TigoeF = 0

\V4 ;_ 47TO'D 3] — 0 oder VQ] i 47TzaDw — 0




Widerstand des Drahtes bei Skin-Effect

_— — VZE _47T’L02‘DQJE
— — ‘
E ] 2 4dmiopw
N ‘ ‘ - Vb = —="3*F
: M+ +” i )
- -EKQO ::lfe_kx fur r > d
2 _ _ 4miopw _ 1=
g2 = —dxig k=1
. 1
I = /dS] ~ QWTUD/dLUE(QJ) = 2rrop ERe (E)
C
= mwopkrd = mno rdli-——yl = \/2
— D = D i3 = Rw 7TO'DCU
R, L L J2
woprd cr \ mop P
Y =—->1
Rdc — L Rdc d

TopT?




Plasma-Oszillationen




Maxwell-Gleichungen in der Substanz mit freien Ladungen (Metall)

FxH+ D=0 i (iF x &)+ 24 <—z/2qs+%‘”§)o
B=ikx A D = ¢E
— g 'Lw - — —

Freie Ladungen berucksichtigt (Lorentz-Drude)

4mop

€(w) = €gen iw(1 — wT)




Maxwell-Gleichungen in der Substanz mit freien Ladungen (Metall)

D=0 — @f(w)z.(_izwﬁg):o
C
z'/;ijI—i—%)ﬁ:O — 1]2><(z’]2><§)—|—2w€c(w> <—ilggb—|—%A>_

Hier nehmen wir an,

Coulomb Eichung k-A=0 — ¢=0 dass € % 0

2
Y HER =0

2

(k)*A —

Fiir e(w) = 0 es gibt noch eine Moglichkeit:

kEx A=0 -
N — A =0aber ¢ #0

k-A=0 .
Langswellen




Plasma-VVellen

¢(,,,—;; t) _ ¢O€ilzf’—iwt

Lorentz-Drude

€(W) = €geb — - : = €geb —

wT > 1

|
S




Plasma-VWVellen

Lorentz-Drude

() Amop 47Tnfe27'
€E\W) =€ — - ; — € — ; ;
B w1 —iwr) % miw(l — iwT)
wT > 1
Amn pe? w? 47n ¢e?
€<W> ~ €geb — f2 — €geb — _g Cdp — f
mw w megeb
-

k beliebig aber klein
O(F.t) = o™ K

B(7,t) = —ikgoe'P "




Ladungsdichte

R (= T ikF—iwt
E(7,t) = —ikgge™" S Gj;b

]{72 ¢O€ikF_Wt

wjl

V- D= egebﬁ E = AT {prrei) = 4mp

Einfache Herleitung (Lorentz-Drude Modell)

m(iF+ (1)7)7) = eB(t) = mit = eE(t) =» mj(f,t) ~ ngE(F.1)
wr > 1 » * i
—iwmj = e*n Jad

S S
.j_|_a_’::() —_——> k] —iwp =0

<t

- =

egobV - E = drp —————————— ik - E =dmp




Metall wird durchsichtig

2 W2 2
(W) ~ oo — dmnye — e [ 1 Wy = 47Tnf6
mw? BL p

MeEgeh
wT > 1

w < Wp e <0
V€ = ik - imaginar =(fast) totale Reflektion (Spigel)

W > Wy e >0
/€ = n - real = durchsichtig
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Spezielle Relativitatstheorie




Galilei-Invarianz in Mechanik

Die Gesetze der Newton-Mechanik sind gleich in
jedem Inertial-Bezugssystem

zwel Bezugssysteme: K und K’

t' =t v’ = x — vt

: : . 0

im Bezugssystem K gilt: miT; = — O, Z V(z; —zj)
J

. : . 0 )

im Bezugssystem K’ gilt: mx’; = o Zy: V(z; — )

Die Bewegungsgleichungen sind
Galilei-Invariant




Wellen-Gleichung

zwel Bezugssysteme: K und K’
t' =1t v’ = x — vt

2
im Bezugssystem K gilt: (v2 _ C%%) flz,t)=0

im Bezugssystem K’ gilt:

/2_162_2 /a_1 1\2 /YA
<V 292 CQUV(%’ CQ(’UV) f(x',t)=0

Die Wellengleichung ist nicht
Galilei-Invariant




Wellen-Gleichung

Die Wellengleichung ist nicht
Galilei-Invariant???

Losung: die Wellen breiten in der Substanz (VWasser,
Luft ...) aus. Nach der Galilei-Transformation (im
Bezugsystem K‘) bekommen wir eine bewegende

Substanz. So andert sich die Wellengleichung

Fur einen Beobachter im Bezugsystem K* breiten die
Wellen nach Links/Rechts mit verschiedenen
Geschwindigkeiten:

CL/R — CITV




Maxwell-Gleichungen

V- -E=4np
. = 10B
V X E-+ —a— =0 - P
¢ ot V-j+ 2L =0

VB - ot

. Kontinuitatsgleichung
. S 1 OE 47 - folgt aus den M.-G.
VxB— -




Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

— ]_(9E 41 - — — 1 84&
VxB--"“"=="j] E=-V¢— - ——
c Ot c’ b c Ot
Die zwei nicht homogene Maxwell-Gleichungen ergeben
\/
1 0,2 =
20+ = = (V-A) = —4
V ¢+C§t(v ) TP
oy LA o (o o 109\ 4m-
via c? Ot? V<VA c@t>_ ¢’




Maxwell-Gleichungen ergeben Wellen-Gleichungen

—

Coulomb-Eichung v .A =0
v2¢ — _47TIO Poisson-Gleichung

2A . _ ="
v c? Ot? ]—I—V (c 8t)
Lorenz-Eichung Vv.A + = 199 — 0
c Ot
1 0%¢

2 —
Ve - 2 otz —Amp

2A . _ _ "
v c? Ot? C J




Elektromagnetische-Wellen, Ather

Maxwell-Gleichungen ergeben Wellengleichungen:
keine Galilei-Invarianz!? Wo ist die Substanz!

Drei Moglichkeiten:
1) Es gibt die Substanz: Ather
2) Maxwell-Gleichungen sind Falsch

3) Newton-Mechanik ist Falsch




Michelson-Morley Experiment

Hypothese: es gibt Ather und die
Erde bewegt sich im Ather

—— [ 21 V2

tor + t10 = + ~— 1+ 5+
S +v cC— v c c
ph

L | 5P, o LA,

to2 + t2o = 02—v2+ CQ—UQN? +ﬁ+
B . Das Interferenz-Bild ist
> ,empfindlich® zur

Ausbreitungszeitdifferenz.

Experimentales Ergebnis: kein Effekt




Elektromagnetische-Wellen, Ather

Drei Moglichkeiten:

--------------------------
L

LT
..................

2) Maxwell-Gleichungen sind Falsch

3) Newton-Mechanik ist Falsch




Einstein-Postulate

|. Natur-Gesetze sind identisch in allen
inertialen Bezugsystemen (Relativitat)

2. Lichtsgeschwindigkeit ist gleich in allen
inertialen Bezugsystemen (kein Ather) und
unabhangig von der Geschwindigkeit der

Quelle




L orentz-Transformationen

firt=t =0

/

/&y 7=0und ¥ =0
/

T entsprechen dem selben Ort

2 2 2 242
" +y + 2" =ct Lichtsgeschwindigkeit ist gleich

in K und K°
$l2 _|_ y/2 _|_ 2,2 _ CQt/2

Abstand (Interval)
sP=ctt — (PP + 2% s2=0—5%=0




L orentz-Transformationen

A
AZ Zy / fur t = t/ =
v Yy r=0und 7 =0
Qf, entsprechen dem selben Ort
>

Abstand (Interval)
s =P — (22 +y* + 27) s°=0—5%=0

Homogener und isotroper Raum-Zeit

t' = Li1x + L2y + Lisz + Liact 82 — )\8/2

y' = Lo1x + Logy + Lazz + Loyct A 1

2" = Lg1x + L3oy + L3gz + Lsact

ct' = Ly1x + Laoy + Lagz + Laact 82 —_— 8/2




Lorentz-Transformation

' = Ax + Bet
y =y

/
Z = Z

ct' = Cx + Dct

firt =t =
F=0und ¥ =0

entsprechen dem selben Ort

S — 8 ZCQ o 62t2 _ $/2 o CQt/Q
ct =17 ct =T

562—|—7'2:J?/2—|—7'/2

v’ = Ax + iBT
"= —iCx+ Dt
A=D = cosa

1B =1C =sin«

/




Lorentz-Transformation

' = Ax + Bet
y =y

/
Z = Z

ct' = Cx + Dct

A =D = cosa = cosh~ ,
V=1
B =(C = —isina = —sinhvy

Der Ursprung von K’

bewegt sich mit Geschwindigkeit v,
xr=vt—x' =0

0 = (coshv)vt — (sinh~)ct

tanh v = ¢
c




Lorentz-Transformation

/
X

/
Y

/
<

ct’

= Ax + Bet
Y
2z

= (Cx + Dct

A =D = cosh~
B = (C = —sinhvy

tanhq/zzg
C

1

coshvy =

ol

sinh~y =

1 — @2

i




Zeit-Dilatation

X %
>—>
X
/ t / vz’
T +v t 4 vL
r = = ¢
w2 ~
c? — 2

Wir betrachten eine in K' ruhende Uhr im System K

ot
ot/

1 Die in K' ruhende Uhr geht von K
2/ 5 aus betrachtet langsamer
v
\/ 1 — o2




Langenkontraktion (Lorentz contraction)

/
1247 x — vt —u
Y y/ x =

! / _ v w2
c2 c?

"
> >
L z/ + ot t + 2%
i t =
v2 v?2
2 2
Ox' 1 O 02
- — _— / — - /
97 |y - % Ax = 5 tAx =14/1 > Ax
C

Ein MaBstab, der in K’ ruht und in der Richtung der
Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in K
verkurzt. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht
zur Bewegungsrichtung

unverandert




Michelson-Morley Experiment

Hypothese: es gibt Ather und die
Erde bewegt sich im Ather

et | "
to1 + b1 s
Sp, e TG v
Wi-% L/1-%
o for o = —|—vc c—vc
" > tos + ¢ !
02 20 —
‘/C2—’U2 ‘/02—?}2
B —

> ) to1 + t1o0 = to2 + t20




4-Notation

Kontravariante Komponente
) = ct ol =z z?

Y Y

Kovariante Komponente

To=c , 1 =—T , ITg=
2 L 8/2 L CIZ‘/ w/,u
S" = x,T =X,
1 0 0 0
» 0 -1 0 0
Jw =9 =10 0 -1 0
0o 0 0 -1

3
y ,
-y X3

L 1%
Lyp = Guvd




Lorentz-Transformaton

O O~ O

O~ OO
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Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik




Maxwell-Gleichungen

V- -E=4np
. = 10B
V X E-+ —a— =0 - P
¢ ot V-j+ 2L =0

VB - ot

. Kontinuitatsgleichung
. S 1 OE 47 - folgt aus den M.-G.
VxB— -




Nicht homogene Maxwell-Gleichungen

— — ]_(9];3 47'('—» — — 161&
VxB—-——=— E=-V¢p— — —

c Ot c] ¢ c Ot
Lorenz-Eichung §.§+1%:Q

c Ot
1 0%¢
2
_ — 4

Ve c? Ot? np

-
V2§_18A2_4_7r;,

c2 Ot? C




4-GrofB3en (4-Vektoren, 4-Skalare)

Im Bezugsystem K hat 4-Vektor V# die (kontravarianten) Komponenten

Vi = (VO VL V2 V3

Im Bezugsystem K’ hat der selbe Vektor die (kontravarianten) Komponenten
VIE = AF VY.

I — AR YV — v
Ve =A"V VM—AM V,
y 1 0 0 0
V=9V w0 =1 0 o0 A VAR = §Y
VE =gV, 0o 0 0 -1

Fiir einen 4-Skalar S gilt S’ = S. Z.B. S =U"V,,




Ladungs- und Stromdichte als 4-Vektor

V- (;—I— @ =0 Kontinuititsgleichung
ot
" =(cp,j)

ut = T T (c,?) 4-Vektor




Ladungs- und Stromdichte als 4-Vektor
U —
j* = (ep, j)

i = (ep, pv) = p(c, v) = p\/l - S u”

dxt dx* dt 1

uh = —— = = (c,¥)  4-Vektor
dr dt dr /1 _ Z_j

Wenn p4y/1 — % ist 4-Skalar, dann ist j# ein 4-Vektor

p=Gk = o /1 —
\/1_7,0_ - 4-Skalar




Ladungs- und Stromdichte als 4-Vektor

S __
Vgt o =0 j* = (cp, j)

au — Kovariant

. 1 .
@L — (%@,V) ot = (Eﬁt,—v>

a,U/jILL — O Kontinuitatsgleichung




4-Potential

0, = (lat,ﬁ) "
C

A* ist ein 4-Vektor, d.h., A" = A* A"

A* = (¢, A)

Lorenz-Eichung

199 _
c Ot

—

VAt

0 >

Lorenz-Eichung ist Lorentz-Invariant

(

1 >
—0¢, —V

C

9, A" = 0

)




Maxwell-Gleichungen

AM — (¢7 A) 1 5 1 .
g > 6,u = (_815,V) oH = (—(‘%,—V)
J* = (cp, j) ‘ C
Lorenz-Eichung v .A + = L (?;b 0, A" =0
C
1 9?
Vi — ¢ _ —47p
c? Ot? 4
| 2E an. MO = T
VA - S c
c? Ot? c ) 4
A = ——4#+
C
({)luj’u =0 Kontinuitatsgleichung

= —0,0" 4-Skalar




Elektromagnetischer Feldtensor

B—VxA .= (;0.9)

E — _ﬁqb _ 1 6_A oH = (%@,—ﬁ)

Elektromagnetischer Feldtensor

FHY = 91 AY — §¥ AP




Elektromagnetischer Feldtensor

B=VxA .= (;0.9)

E=-V¢- % (?9_? o = (%at,—ﬁ)
FHY = 9RAY — 9 AP
FHY — _ 'Y Antisymmetrischer Tensor

[0 —E1 —Ey —Ej3)
E; 0 —Bs B
E2 Bg 0 _Bl
\ Bs —By B 0 )

FH =




Maxwell-Gleichungen

B—VxA auz(%atﬁ)

. . 10A

b=-Vo— o o = (10, -9)

FHY = gt AY — 0" A¥
4 4

ayal/A,u: _ﬂ-],u —_ ay(al/A,UJ_a,uAV):_ﬂ-j,u
C  9,A" =0 C
41

C




Maxwell-Gleichungen

— — — 1 -
B:VXA 3ME(—&5,V>

. .. 10A
BTV e = (20.9)

FHY = gAY — ¥ AW

PFH = POAY — 99" A
PFX = 9ror AN — 9HON A
O FM = 9P A — 8 o AN

ONFHY 1 QR YA 1L QY P = ()




Maxwell-Gleichungen, Zusammenfassung

— —> — 1 —>
B:vXA 8ME (Eat,v>
1 OA 1

¢ ot o = (10, -9)
FH = grAY — ¥ A

E=-Vo¢—

0 —FEy —FEy —Fj5
Eq 0 —Bs Bs
E2 Bg 0 —Bl
Es —Bs B 0

FHv =

g, o = 4T 1
C

ONFH + OFFY + OV FM =0




Lorentz-Transformation der Felder

FH = 9FAY — §¥ AP

F/,uy _ a/,uA/z/ o a/VA/,u _ A'UJ(XAVQ Fozﬁ

0 —FE;
E4 0
py _
= Es B3
E3  —Bj
z.B.
cosh 7y
0
b=
A" 0
— sinh vy

—E,
_B,
0

By

o= O O

_F;
Bo

_ B
0

— sinh ~y

cosh ~y




Lorentz-Transformation der Felder

F'M = A* A g FOP

0 —-FEy —FE, —Ej coshy 0
F 0 —Bj B A 0 1
Eo Bs 0 —B; v 0 0
E3 —B2 Bl 0 — Siﬂh’}/ 0

_ F/lO _ Al AOﬁ Fozﬁ _ AllAOﬁ Flﬁ
= coshy F'Y — sinh v F'°
= cosh~vy E; — sinh vy B>

_ 113 _ Al A3 paB _ Al A3 1B
= F —AaAﬁF —AlAﬁF

= —sinh~ F' + cosh~ F'3
= coshy By —sinh vy E;

SO = OO

— sinh ~y

cosh y




Lorentz-Transformation der Felder

F'M = A* A g FOP

0 —-FEy —FE, —Ej coshy 0 0 —sinhvy
v El 0 _B3 BQ A — 0 1 0 0
Eo Bs 0 —B; v 0 0 1 0
E3 —Bs B4 0 —sinhy 0 O cosh y
/ o 120 _ A2 0 alf _ A2 0 203
By = F? =N A, F=AA,F
= coshvy F?Y — sinh v F*°
= cosh~y Ey + sinh v By
Bi _ _F/23 _A2 A3 Fozﬁ _A2 A3 F2ﬁ

= Sinh’yF2O—COSh’yF23
= cosh~y By 4+ sinh vy Ey




Lorentz-Transformation der Felder

F'M = A* A g FOP

0 —-Fy —FE, —Ej3 coshy 0 0 —sinh~y
v — El 0 _BS B2 A — 0 1 0 0
| By Bs 0 —B v 0 0 1 0
Es —Bs B 0 —sinhy 0 O cosh y
Ey, = F™° :ASQAOBFQB = A?_(coshy F*Y — sinhy F*?)
= —sinhy(coshy F% — sinh~y F%) + cosh y(cosh v F?° — sinh y F%3)
— F3O _ E3
genauso

B, = B




Lorentz-Transformation der Felder, Zusammenfassung

F'M = A* A g FOP

0 —-FEy —FE, —Ej coshy 0 0 —sinhvy
v — El 0 _B3 B2 A — 0 1 0 0
B Es B3 0 —B v 0 0 1 0
E3 —Bs B4 0 —sinhy 0 O cosh y
E/ o E —/ —/ —
R By =F B)=B,
" = coshy Fy — sinh v B o 1 <f) +17>< ]§L>
/ . 1 — 1
5 = coshy By — sinh vy Fy _ v c
5 = coshy Fy + sinh v By B 1 <]§ U X EJ.)
/ . 1 — 5 1 =
1 = cosh~y By + sinh vy Fs — v c
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Lorentz-Invarianz der
Elektrodynamik,
Anwendungen




Lorentz-Transformation der Felder

-
-

E|=E
—/ — — . =,
B, =B B =B,
B} 1 . ixB - 1 ., TxB
1-% ¢ -5




Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

/

1247 x — vt —u

I x’ = t = <
/! / - v S
c? c?

X r' + ot t' v

xr = t: ¢
_v2 v2
c? 2

Wir betrachten eine in K* ruhende Punktladung,
Es gilt:

! qr’

7“’3

B’ = ()




Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

5 . . B = B/
E =E B, - (g - "*Bl
I | | o - c
. - 1 — v x E
B, =B B, = B/, vxX
| I \/1_7 c
qx’
Ex:E;—— B, =B =0
—_ ,r./g
/
—/ q7“ /




Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

p r — vt t— %

r'3 /3 v2
3y /1 — % = q
/ < E = (x —vt,y, 2)
gy oy /3 _ w2
E, = = r .
13,/1 — 161_; 3. /1 — 101_2 C
qz' qz
r3. /1 1012 3.1 — 701_2 B — <O7 _27 y)
cr’3 v
c
B,=0
quz’ quz 3/2
By T 3 v2 T 3 v2 13 (x - vt>2 2 2
cr’\ 1 — = cr’ 1 — 5 re = 3 +y 4+ z
B 1 -




Gaul¥’sches System

Lienard-Wichert-Potentiale
(noch mal)

P (Faat T %|’F— Fa|)

7 t) = [ d°r,

¢(T7 ) / r ‘77_77&’

q 1 /dgr J (Fayt — 17— 7))
a

‘F_Fa‘

Punktladung @ befindet sich zur Zeit { im Ort 770 (t)

e oy _ dro(t)
J(F) = qio)d(F =) T T

Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |r — 74(7)|
Die Gleichung |7 — 75(7)| = ¢(t — 7) hat immer eine Losung

Hier ist 7 keine Eigenzeit




ié ' : GauB'sches S
L|enar’d-W|Chert_Potentla|e aul¥’sches System

(noch mal)
Wir transformieren ins Bezugsystem wo v (7)=0
D7) = 48(7 ~ 7o 1) to(r) = o0

Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |77 — ro(7)|
Hier ist 7 keine Eigenzeit




Liénard-Wichert-Potentiale GauBsches System
(noch mal)

Wir transformieren ins Bezugsystem wo v (7)=0

H(7. ) = aio3F-ot)  dol) = T
Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |7 — (1)

Hier ist 7 keine Eigenzeit

- - S - - 11> —
A(F, b = P qvo (t — %\7“ — ra|) 54(%_’— 70 (t — z\r — ra\))
77— 7|
_ /dSTa qUo (1) 5_)(7?a_)_ ro (1)) —0
7" — 7|

4

1 Uo(t)|pr=r =
C




Liénard-Wichert-Potentiale GauBsches System
(noch mal)

Wir transformieren ins Bezugsystem wo v (7)=0

Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |F — 14(7)|
Hier ist 7 keine Eigenzeit




Liénard-Wichert-Potentiale GauBsches System
(noch mal)

Wir transformieren zurick ins Bezugsystem wo der Beobachter ruht

Im Ort-Zeit-Punkt (7, ¢) bekommen wir den Beitrag aus der Zeit 7 so,
dass 7=t — R/c, wo R = |F — 14(7)|
Hier ist 7 keine Eigenzeit

R" = (c(t —7),7—10(7))

ull = ——— (¢ %)
=
’ R,/’U,g T C2(t—7')—’l70(77—770) T CR_ﬁof_éT




Doppler-Effekt

Nicht relativistischer Fall, z.B. Schall

op = dpoe "

—_ ?7
0 = wt — kr ~
Der Zuhorer bewegt sich mit Geschwindigkeit /(7 9 k

r’=r — vt
Im Bezugsystem K* wo der Zuhorer ruht gilt:

o =wt — k(r + 0t) = o't — ki’

= v
UJ/ =w— kU =w (1 — — COS (9) c - Schallgeschwindigkeit
C




Doppler-Effekt

Relativistischer Fall, Licht SO - 4—Skalal‘
E — E()G_igp ¢
Y = wt — ki = kaxt kH = (%, 12) - 4-Vektor

Der Zuschauer bewegt sich mit Geschwindigkeit 17 p— Ugm

p = kyat =k z'"

,  w—ut , t—% /_ /
Tr = = U= = y =1y Z =z
- Vi-=
ky — 25 w — vk
/ x 2 I __ x /I /I
L =T Wk K=k,

w = c|k| und w’ = ¢|k'| - Einstein-Postulat




Doppler-Effekt

Relativistischer Fall, Licht

Der Zuschauer bewegt sich mit Geschwindigkeit 17 — /Ué)aj
(%
w (1 — % cosb)

= yi

/
W =

Longitudinale Doppler-Verschiebung cosf = +1

_w(F) 1¥ ¢
W = = W
_ w2 1+ 2
c2

Transversale Doppler-Verschiebung cos @ = (
W
/

w:
_ w2
o2
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Relativistische Mechanik




Einstein erkannte, dass die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit und die Lorentz-Invarianz
nicht auf die Elektrodynamik beschrankt ist,
sondern allgemeine Giiltigkeit in der Physik hat.




Freies relativistisches Teilchen

b b
Wirkung S = —mc/ ds = —ch/ dr

ds = /dztdz,

b
Lagrange-Funktion S:/ Ldt — L=—mc

Eigenzeit
. . dr
zh(t) = (et, 7(t)  — o) =—

cdr = ds = \/dxrdr, = +/(cdt)? — (vdt)?

2
dr = dty/1— =
C




Energie und Impuls

2
v
Lagrange-Funktion [ = —mc?y/1 — —
2
p- p— —
' (%Z-
2 2
. mu v mce
E=pv—L = + mc? l—— =
'02 C ’U2
T2 2




S mc
p= K=
v2 v2
2 T2
. (E N mc,0) .
P = — P = — mu
C v2
2
2
n b 2 — 22
p p,u CQ

Weltgeschwindigkeit
. . dr
zh(t) = (ct,7(t)) — U(t) = =
dxt dx? dt 1
by B [ ,
e T GE (¢, )
N\ 2
dr = diy/1— )
C

ut - 4-Vektor, d.h., u'* = A* u”




Bewegungsgleichung, Kraft

2
Lagrange-Funktion 1 — % /1 - g — U(7,t)

U(7,t)- potenzielle Energie, nicht Lorentz-Invariant

._8L_ mr; L mu
2 2 2
mu / v mce
E=pf—L=—nr——+mc 1——2+U(77,t):—+U(f’,t)
’U2 C ’l)2

Bewegungsgleichung
dpi dOL OL  9U

dt B E@m B 87“2' 87“7;

v

aber = — = +
3/2
N N A




Energie

ch mC2

E=pv—L = = + U(7,t) = Fxin + U ) D — -
-5 -

dp; dOoL 9L U .
e e K; Bewegungsgleichung

Energie-“Erhaltung™

gy Lo prypeo kg by oL 0L _OU
T T R = T VN VY
=gy Ay 90U OU UG OUG Ry

dt ot dt ot ot or . or

Leistung




4-Kraft

dp - d L

v 2 Frm = Ko

dt dt

Ey; m(c, v
pH = ( im ,ﬁ) = ( )2 = mut nur kinetische Energie
Vi-s
U2
dr =dty/1 — 6_2 Eigenzeit
dpt  dpt dt 1 d (Exn .\ 1 K@
dr dt dr  [{ _ .2 dt c ' 2\ c
c? o2
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Relativistische Mechanik eines
geladenen Teilchens im
elektromagnetischen Feld




Wirkung und Largange-Funktion

b
Wirkung S:/ (—mcds— gAuda?“)

a C

ds = \/dxrdz, = \/(cdt)? — (Vdt)? = cdr

dr = diy/ 1 — Z—j
Lagrange-Funktion
b )2 q -
S:/Ldt — L:—m02\/1——2—ng+—AU
“ c c
- 2 v? -
U,t) = —mc 1—0—2—Q¢(T7t)+

L(7

o IR

7 A(7 1)

~




Bewegungsgleichung, Lorentz-Kraf

2 —
Lagrange-Funktion [ = —mc?y/1 — v_2 — qo(T,t) + gA(F, t)u
c c

oL &
P=at = +gz4¢=pz'+gz4¢
or; 2 C c
02

2
) c
Kanonischer Impuls

Kinematischer Impuls

Bewegungsgleichung

by _doL 0L 0¢  q 04;
dt  dtor,  or. . Lor, T ¢ o,
dP

= —qVo+ V(@ K) = —Vo+ i x (Vx K) + 17 V)&




Bewegungsgleichung, Lorentz-Kraf

2 —
Lagrange-Funktion [ = —mc?y/1 — v_2 — qo(T,t) + gA(F, t)u
c c

Bewegungsgleichung

d — — — —
ot Lox (VxA) + L@ VA

dt C

dP dp qd - dp qO0A ¢q,, = -
il GRS ) e ST Sl N0 D vAY §

a at T ea aztear TV

dp = goA ¢, o S
oF _ iz 4 2 A)=qgE + = B
dt Vo c@t—i_cvx(v>< ) =1q +cv><

P=p+2A
C
Kanonischer Impuls

—

muv

P= —F—=
2
Vi e

Kinematischer Impuls

Lorentz-Kraft







Energie-“Erhaltung™

d S o= d S oL -, OL . OL  OL

Eg—PU—f—PU—%L—PU"_PU_ET a’Uv at_ ot
5 V2 . Q2,0

L= —mec 1—6—2—q¢(r,t)+EA(7“,t)v & = Exin + q¢

d. 9L 9¢ qOA_ d

Eg__a_ at—catv—dt(Ek1n+Q¢)

d d _ 99 _qoA_  d

thkm %(5—61@ I ~ o or Y —C]£¢

Leistung der
Lorentz-Kraft
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Elektrodynamik als Feldtheorie




Feldtheorie

Lagrange-Funktion fur N Teilchen

L= L(F), 7, ..., 00,0, ...,1) = L(F,, ¥, 1)
ri, U; - Freiheitsgrade , 7 - Index

Feld, z.B.

E(M) B(M) A ¢(F)

E(7) - Freiheitsgrade , 7 - Index

Feld: in jedem Ort gibt es einige
Freiheitsgraden




Feldtheorie

Beispiel: |-komponentiges (skalares) Feld ¢(7, 1)
Lagrange-Funktion fur das Feld

L = L(¢(F1,t),¢(T2, ) ...,gb(’l“l, ) qb(TQ,t),...)

— L[gb(f’, t)’ é(ra t)] Funktion von unendlich vielen Variablen:
Funktional

L= / AV L(G(7), VO(F), G(F)) g Surfiicendesrscesina

L(¢(7), Vo (7), ¢(7)) - Lagrange-Dichte

S [atr = [ dav £(o(). 96, 6(7)  Wirkung




Konkreter Beispiel

Skalar-Feld &(7,1)
L= / AV L($(7), Vo(7), $(7))

L= oy d— (Vo) — 20— ;D'

(0%0)(0u9) — —C¢2 - —D¢4

1
)
S:/dL:/dth [@gb ——(ng) —%Cng—ing‘l




Bewegungsgleichungen

S = / dtdV L(6(7), V() 6(7))  Wirkung

Bewegungsgleichungen ergeben
sich aus dem Prinzip, dass die
Wirkung extremal ist

S = /dth -g—géqﬂ— (8£¢)5V¢ 8(?;)5(4 partielles Integrieren

v :_W (earegy) 2~ (iaﬁ))w] §as

Ju]
- o [ (ssts)-(325)] -

ia_ﬁ + V. oL _8_£ .
dt 5(¢) "aV,0) ) 9 Bewegungsgleichung




Konkreter Beispiel

d 0L oL 0L :
(£@> + (via(viqs)> = 9 Bewegungsgleichung

_ L Lo Lowr— Lpy
_1 s 1oy
£ = S(0"9)(0u0) — 5C9* — < Do

56— V2= 06— D
C

919, = —C'p — D




Noch mal aber kovariant
Skalar-Feld &(7,1)

s [ a0 s
dQ = dx'dxtdx?da® = cdt de dydz  Skalar

o't = AP x¥

S - Skalar — £ - Skalar (det AP | =1




Kovariante Bewegungsgleichung

Skalar-Feld &(7,1) S = /ClQ L(p, 0" )

[ oL
0SS = ds? —(5
/ 96° T 3(ong)

- Jao :_qb‘*b (“a(g£¢))5¢] fas;

[ [ g0
= /‘m 96 7 (3M¢>]5¢

(6“¢)] partielles Integrieren

oL 0L zB. £ = %(8“gb)(8ﬂ¢)_%c¢2_il)¢4
o0re) O = L0u(@"6)(@"6) — 508 — D!

Bewegungsgleichung

o s

01 g, 0" ¢ = 019, = —Cp — D




Wirkung fur die Teilchen und das Feld

ds; = \/d:l:i“da:w = /(cdt)? — (T;dt)? = cdr

keine Summe uber i

1
_Z/un(xi)d%M =—— [ dQj'A,
, C

2

dQ) = dz’dztdz?dx® = edt dx dy dz




Wirkung fur die Teilchen und das Feld

1 174
S = —mc g /dsz dQ) " A, — 167Tc/dQFWFM
= S /dQ ! HA, + ! F, FH"
— mech (32] 167c UV

FHY = 9HAY — §¥ A

F, FH

([0, 4,] — [0, A,)) (0" A¥] — [6” A¥)
— 2[0,4,][0"A"] — 2(0,A,][0" A




Wirkung fur die Teilchen und das Feld

1
S = — ds; dQd 3" A, dQ) F,,, F*
ch/ v / 167 / o
o /deA+1w
o e 2’ 16me ™ "
FrY = ot AY — 9" AH

0 —-FEy —Ey —Ej5 0 Fi E5 Es
v — El 0 _B3 B2 Foo— —E1 0 —B3 BQ
- Es B3 0 —B; g —F5 B3 0 —B;
E3 —DBs B4 0 —F3 —DBs B4 0




Bewegungsgleichung

1 1
S = Smech — /dﬂ [ .’MAM + F/“/F,LW]

Eﬁ] 167c

Wir nehmen jetzt an, dass die
| v v
FHY = (9“A — (9 AH mechanische Bewegung der Teilchen
und somit der Strom gegeben sind

SF, F* = F,, 6 F*
55:—1/0& Fj“éAMJriFW(sFW] (0F ) 1
i o SFM — gHSAY — 9Y 5 AH

C

1 1 1
05 = — / dQ | =0 Au + o Fu (914" - a'/(m“)]
c T

= |
dQ | —=7H6A — F,,0"5AY

:1 1 \\ /,
P 2 . [ v s
/dsz 7 0A, (8 . FW> 6A ] +j{d5;,

1 .
2 | —j"0A, — (a,,EF M) 5AM]

C




Bewegungsgleichung

1 1
S = Smech _ /dQ [ "UJAM + F/M/F'LW

2/ 167c

Wir nehmen jetzt an, dass die
| v v
FHY = 0’“14 — (9 AH mechanische Bewegung der Teilchen
und somit der Strom gegeben sind

55 = /dﬂ Fj“ _ (i a,,pw)} 5A,
C c 47

VL * L Nicht homogene
0 T = J Maxwell-Gl.




Energie-Impuls-Tensor

Skalar-Feld ¢(7’,t) gu_ 9L 0L
a(9r¢)  9¢
S — /CZQ £(¢, 8'u¢) Bewegungsgleichung
a£ Energie-Impuls-
T'uy — 8'u¢ 5MV£ Tensor
) Bovg
81/T'UJV — O Erhaltungssatz
1
Pt = — /dSVT'UJV — const 4-lmpuls
C




Energie-Impuls-Tensor
fur e.m. Feld

E-E+B-B s_ ¢ (&.n
_ 1 % & R.B.B
Tij = 4 E,E; + B;B, 7(E E+B-B)
/ W S;/c S,/c S./c \
T,uu _ Sx/c —Ozx _ny Oxz
Sy/c  —0Oyu Oyy Oyz
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