Theorie C f. Lehramtskandidaten (WS 2004/05)
Musterlosung Ubungsblatt 2 03.11.04

a) Flub: & :/A(r)nda

Betrachte die Wiirfelfliche || zur y-z-Ebene:

L
n=e, , A(r)=r , An:AI:x:§

Der Beitrag zu ® ist damit
L L 1
[aas =Sw? =1
2 2 2
Die 5 anderen Wiirfelflichen liefern denselben Beitrag, also ist
® = 3L3 = 3 - Volumen

b) Koordinaten auf der Kugeloberfliche, Radius R:

Rsin(0) cos(y) . sin(#) cos(p)
r= | Rsin(f)sin(p) | , n= o= sin(f) sin(¢) | , da = R?sin()dfdyp
R cos(0) cos(0)

FluB: A(r) = r, auf der Oberfliche: A(r) = Rn,

4
(D:/R(nn)da:R/ da:47rR3:3-?7rR3:3-Volumen
F F

A1 R?

wie bei dem Wiirfel. Das Ergebnis ist von der Form der geschlossenen Oberfliche unabhéngig,
siehe d) .

c) Alles wie in b), aber 0 < § < 7/2 (Halbkugel) und

A(r)= | 2yz =|2R*nn, | , n=|n,
2 2.2
~%"/ IKugelob. —Rn; Mz

damit wird der Fluf}
o — /da [2R(n,)? + 2R%(n,)’n, — R2(n,)*] , da = R?sin(9) dfdy

= R/da [2sin*() cos® () + 2R cos(f) {sin’(#) sin®(yp) — %0032(9)}]
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Erstmal die ¢-Integrale ausfiihren:

2

w/2
/da = RQ/ df sin(0) de |
0 0
2 27 2

dp cos’(p) =7 de sin®(p) =7 dp =27
0 0 0

Mit sin?(#) = 1 — cos?(f) ergibt sich jetzt

d = 2R} /W/2 df sin(0) [1 — cos?(f) + R{cos(#) — 2cos*(0)} ]

0

1
= 27rR3/ dz[1 -2+ R(x —22°)] , x=cos(d) , dx= —sin(f)dd
0

4
= |®o=—R
3

Zum Vergleich kénnen wir noch den Flufl durch die untere Halbkugel ausrechnen:

d = 1R’ 7/r df sin(f) [1 — cos?(#) + R{cos(#) — 2cos*(0)} ]
m/2
0
- 27rR3/ dz[1— 22+ R(z — 22%)] , z=cos(d) , dx=—sin(6)dd
—1
I 7 g

Der Fluf§ durch die Vollkugel ergibt sich also, der Vollstindigkeit halber:
~ 4
Py =P+ = 2%]%3 = 2 - Volumen

Offenbar ist der FluB8 ¢, durch die Kreisscheibe bei z = 0 mit Radius R gleich ¢, = 0. In der
Tat, denn der Normalenvektor ist jetzt n = (0,0,1) und A = (22,0,0), also nA = 0 und damit

¢, =0.

d) Gaus: / A(r)da = / (V- A(r)) dr

— oV v

Fiir a) und b) gilt: A =r, also VA =3, also & = 3/ d*r = 3 - Volumen . Dies unabhingig von
v

der Form der Oberfliche bzw. Volumen !

Fiir ¢) erhdlt man auch eine konstante Divergenz, VA = 2, und somit fiir den Flu} durch die

Halbkugel inklusive Kreisscheibe bei z = 0: ® = 2- Volumen = 2- (4T R?) = 4T R?. Allerdings

war nach der offenen Halbkugel gefragt, und dafiir ist Gaufl nicht anwendbar! Gauf} gilt nur fiir

geschlossene Oberflichen! Man muf} also extra ¢, = 0 zeigen, um Gaufl verwenden zu kénnen.

Gaufisches Gesetz (ohne ’ nach dem 8): Folgt durch Anwendung des Gaufischen Satzes auf
die Maxwell-Gleichung,

1 1
VE() = _p() = [ Bjda=_q¢ . g= /V p(r) d*r
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a) Symmetrie: E(r) = E(r)e,,e, = ' _ radialer Einheitsvektor. Bei gegebenem r ist
—= r

V' = Kugel mit Radius » , 0V = Oberfliche dieser Kugel mit n = e,
Also:

%%E@Ma:E&)mﬁa:E&Mmﬁ

Die in V' enthaltene Ladung héngt von r ab:

1
r>R: q =Gesamtladung der Kugel, ¢ = @, also ist | F(r) = 4Q -
TTEQT

Dies entspricht dem Ergebnis fiir eine Punktladung
und gilt fiir jede kugelsymmetrische Ladungsdichte, fiir r aulerhalb der Ladung.

r<R: ¢ = Ladung im Volumen mit Radius r, also
4 Q 3Q
= ! 3yl — —_— 3 = — = —
q—/r,qp(r)d?“—po?)r,po T
also ist ¢ = Q(r/R)*, und damit | E(r) = QT
’ 471'80 R3

b) Selbe Taktik und Symmetrie wie a), E(r) = E(r) e,

r<R.: E(r)=0

. _ g 1
R.<r<R.: E(r)= p—
g+ (—q) 1
R . E(n)="—"""-=0
><T (r) dmey 12

c) Symmetrie: E(r) = F(z)e, und E(—z) = —F(z). Betrachte Ausschnitt der y-z-Ebene mit
Flache A. Bei gegebenem z ist dann das Volumen, durch das der Fluf} berechnet werden mu$,
gegeben durch eine Platte mit Ausdehnung A und Stéirke 2|z|, die in z-Richtung symmetrisch ist
(eine Skizze wiirde hier helfen). Zum Fluf} tragen nur die beiden Flichen A bei, da E||e,, und

beide Flichen A liefern den gleichen Beitrag, wegen F(—z) = —E(x):

/WE(r)nda: 2|E(x)|/Ada: 2|E(z)| A= 1

€0

Die eingeschlossene Ladung ¢ héngt von |z| ab:

|ﬂ>L:q:Q:MﬂMO,ﬂMMA:?ML, B(r) = " sgn(a)
0 0

2l <L: q=AQlp , 20B@)A=2LA20| , | B)=Ea
0
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d) Am einfachsten ist wohl: Raten und mit dem Nabla in Kugelkoordinaten iiberpriifen. Da das
E-Feld nur eine radiale Komponente hat und auch nur von r abhéngt, wird das Potential nur von
r abhéngen (auch intuitiv klar), ¢(r) = ¢(r) . Die r-Komponente des Nabla lautet (aus nem Buch)
V., = 0,, also muf} gelten

B(r) = —-0(r)

Dies wird gelost durch

1
r>R : 4Q -+ K
o(r) = 7r€£27‘ r2
<R - — + K
’ 471'80 2R3 + <

Die Integrationskonstanten K- , K. bestimmt man so, dafl ¢(r) iiberall stetig ist, und das ¢(r —

o0) = 0. Letzteres ist eine reine Konvention fiir den Energienullpunkt. Also:
d(r —-o00)=0 = K.=0,

Q 1 Q 1 Q 3
g K., = K. =2 "
4reo R Aeg op T < S 47ee 2R

é(r = R) = stetig =

Also lautet das Potential:

1
r>R : 4Q —
¢(T): 7T507i 3 17.2
r<Boowls T oRe]

Die obere Zeile entspricht natiirlich (wie beim E-Feld) der Punktladung.

a) Symmetrie:

E(r)=FE(z)e, = VE=0,FE(r) = Maxwell: —xE(:r) = —p(z)

x>L: px)=0 = E(x)=const.=E,
Po

=2 o Ba)=2+E
€0 o

0<z<L: plx)=p = 0.E(x)
Randbedingungen:

E(L.)=E(L,) = Ey= ?L + B
0
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Und: Symmetrie F(—z) = —FE(z) verlangt E(0) = 0, was durch E; = 0 eingebaut wird. Also ist

r>L : —L

E(z) = €0
0<zxz<L : @x

€0

b_) Das E-Feld ist nur dann eine Lésung der Maxwell-Gleichung, wenn auch die Rotation ver-

schwindet:
Oy E(x)
VxE([r)=|09,| x 0 =0 = OK.
0, 0

Zylinderkoordinaten:
! !

o' =1"cos(yp) , Yy =1r'sin(¢), F=2, &P =rdr'dyd

Fiir r auf der z-Achse ist der Abstand von r und r’ gegeben durch

o) = /(@) + ()2 + (2 — )2 = /(M)2[sin®(!) + cos2(¢) ] + (= — 2)2 = \[(z — 2')% + (')?

und das Potential lautet

¢(r,,2) = ¢(2) =

/Td?“/d(p/ d/po 5(70_R)_p0i
z—z)2+(r’)2 2e0 V22 + R?

471'60



