
Theorie C f. Lehramtskandidaten (WS2004/05)Musterl�osung �Ubungsblatt 3 10.11.041 Gau� anwenden und die De�nitionsglei
hung der Greens
hen Funktion einsetzen:Z�V darG(r; r0) = ZV d3rr � rG(r; r0) = ZV d3r�G(r; r0) = ZV d3r Æ(r� r0) = 8><>: 1 falls r0 2 V0 sonstPoisson: ��(r) = � 1"0�(r) . �-Operator auf Potential loslassen:��(r) = � 1"0 ZV d3r0 �(r0) �G(r; r0)| {z }= Æ(r� r0) = � 1"0�(r)Punktladung: �(r0) = QÆ(r0 �R) . Das einsetzen in die L�osung der Poisson-Glei
hung:�(r) = �Q"0G(r;R)Das hei�t, G(r; r0) ist im Prinzip das Potential einer Punktladung am Ort r0 . Wenn man einProblem f�ur eine Punktladung gel�ost hat, kennt man die Greens
he Funktion, und kann damitdas Potential f�ur eine beliebige Ladungsdi
hte bere
hnen $ Superpositionsprinzip.2 Die Punktladung mit Ladung Q be�ndet si
h innerhalb der Hohlkugel bei r0 = r0n0 , r0 �R . Die Spiegelladung Q mu� aus Symmetriegr�unden in derselben Ri
htung n0 , aber andererEntfernung u � R au�erhalb der Hohlkugel angenommen werden, also am Ort u = un0 . DieLadungen Q und Q haben gegens�atzli
he Vorzei
hen, Q = ��Q , � > 0 , wenn das Potential aufder Kugelober
�a
he = 0 sein soll. Mit dem Beoba
htungspunkt r = rn , r � R lautet dann dasPotential�(r) = Q4�"0 � 1jrn� r0n0j � �jrn� un0j �mit � = �Q=Q ; 0 � r0 � R � u ; 0 � r � RZur Wahrung der Randbedingung �(r)jr=R = 0 mu� demzufolge gelten, mit 
os(
) = nn0 ,jRn� r0n0j� = jRn� un0j[R2 + (r0)2 � 2Rr0 
os(
) ℄�2 = R2 + u2 � 2Ru 
os(
)[R2(1� �2) + u2 � �2(r0)2 ℄� 2R 
os(
)[ u� r0�2 ℄ = 0
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 beliebig ist, ist es notwendig, da� der Vorfaktor von 
os(
) vers
hwindet, alsou� r0�2 = 0 ; �2 = ur0Dies in den verbleibenden Term ein- und nullsetzenu2 � u(R2r0 + r0) +R2 = 0 ; u = 12(R2r0 + r0)�r14(R2r0 + r0)2 �R2| {z }r14(R2r0 � r0)2 = 8><>: R2=r0r0Die L�osung u = r0 ma
ht nur f�ur r0 = R Sinn, also istu = R2r0 ; �2 = R2(r0)2 ; � = Rr0Grenzf�alle: F�ur r0 ! 0 geht der Abstand u der Spiegelladung ! 1 wie au
h deren Ladung�!1 . F�ur r0 ! R geht au
h u! R mit �! 1 . Beide F�alle sind einsi
htig, wenn man si
h dieFeldlinien verans
hauli
ht.Einsetzen der L�osungen f�ur u und � in das Potential und ablesen der Greens
hen Funktion �uber�(r) = �Q"0GD(r; r0) f�ur eine Punktladung Q bei r0liefert s
hlie�li
hGD(r; r0) = �14� " 1jr� r0j � Rr0jr� R2(r0)2 r0j #mit n = r=r und n0 = r0=r0 eingesetzt.3 a) Wir nehmen mal eine Punktladung Q am Ort r0 = (x0; y0; z0) im re
hten Halbraum an,dann liegt die (hypothetis
he) Spiegelladung im linken Halbraum, an dem Ort, der si
h dur
hspiegeln von r0 an der y-z-Ebene ergibt. Das Potential am Ort r = (x; y; z) im re
hten Halbraumist also�(r) = Q4�"0 " 1p(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 � 1p(x+ x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 #Die Greens
he Funktion kann man jetzt ablesen:GD(r; r0) = �14� " 1p(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 � 1p(x + x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 #



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 3 (10.11.04) 3b) Es gilt�(r) = � 1"0 Zx0�0 d3r0GD(r; r0) �(r0)Um die Randbedingung �(r)jx=0 = 0 zu erf�ullen, mu� �0 = 0 angenommen werden; die Diri
hlet-GF gen�ugt der Randbedingung GD(r; r0)jx=0 = 0 .Einsetzen der Ladungsdi
hte der Stange,�(r) = ��0"0 Z 10 dx0 Z 1�1 dy0 Z 1�1 dz0 Æ(x0 � a) Æ(y0)�(L� jz0j)GD(r; r0)= ��0"0 Z L�L dz0GD(0�xyz1A;0� a0z01A)= �04�"0 Z L�L dz0 " 1p(x� a)2 + y2 + (z � z0)2 � 1p(x + a)2 + y2 + (z � z0)2 #Das erste Integral wird mit K2 = (x� a)2 + y2 und BronsteinLZ�L dz0 1pK2 + (z � z0)2 = L�zZ�L�z du 1pK2 + u2 = ln ju+pu2 +K2j����L�z�L�zAnalog f�ur das zweite Integral, und mit K2 = (x+ a)2 + y2 erh�alt man f�ur das Potential�(x; y; z)����x�0 = �04�"0 24 ln �����(z � L)�p(z � L)2 +K2(z + L)�p(z + L)2 +K2 ������ ln ������(z � L)�q(z � L)2 +K2(z + L)�q(z + L)2 +K2 ������ 35Dies ist o�ensi
htli
h das (komplizierte) Potential der Stange, plus dem einer \Spiegelstange".Da� Ladungsverteilung und gespiegelte Ladungsverteilung glei
h aussehen, liegt nat�urli
h daran,da� die Spiegel
�a
he eine simple Ebene ist.Randbedingung: F�ur x = 0 ist K2 = K2 und damit � = 0 . pIm Unendli
hen: F�ur x!1 werden K und K gr�osser als alles andere in der obigen Formel, d.h.,limx!1�(r) = �04�"0 [ ln(1)� ln(1) ℄ = 0 . Im Unendli
hen vers
hwindet das Potential, wie s
hon f�ureine Punktladung.Genauer: Wenn man die ln jj-Ausdr�u
ke f�ur x � L , also K � L und K � L entwi
kelt, erh�altman (mit y = z = 0 der Einfa
hheit halber)x� L : �(x; 0; 0) = �0 2L4�"0 � 1x� a � 1x + a �



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 3 (10.11.04) 4Im Unendli
hen sieht die Stange also aus wie eine Punktladung, mit der Gesamtladung der Stange:Q = �0 2L . Sti
hwort: Multipolentwi
klung.4 a)jr� r0j =pr2 + (r0)2 � 2rr0 ; ^(r; r0) = 
 ; rr0 = rr0 
os(
) � rr0 xF�ur r0 � r erstmal r aus der Wurzel ziehen,jr� r0j = rp1 + (r0=r)2 � 2(r0=r)x = rp1 + (y2 � 2yx) ; y = r0r � 1 ; x = 
os(
)Die (: : :) ist � 1 : 1=p: : : entwi
keln bis zur 3. Ordnung (Bronstein), dann alle Terme bis � y3sammeln und alle h�oheren Terme � y4;� y5; : : : wegwerfen:1jr� r0j = 1r � 1� 12(y2 � 2yx) + 38(y2 � 2yx)2 � 1548(y2 � 2yx)3 + : : : �= 1r � 1� 12(y2 � 2yx) + 38(4y2x2 � 4y3x+ : : :)� 1548(�8y3x3 + : : :) �= 1r � y0 + y1 x+ y2 12(3x2 � 1) + y3 12(5x3 � 3x) + : : : �Dur
h Verglei
h mit der Formel aus dem Aufgabenblatt kann man die ersten Legendre-Polynomeablesen:P0(x) = 1 ; P1(x) = x ; P2(x) = 12(3x2 � 1) ; P3(x) = 12(5x3 � 3x)b) Da mu� man nur l einsetzen und ausre
hnen ...
) Die Legendre-Polynome bilden ein Orthonormalsystem auf dem Intervall �1 � x � 1 . Damitist gemeint, da� giltZ 1�1 dxPl(x)Pk(x) = Æl;k 22l + 1Insbesondere ist das Integral = 0 f�ur l 6= k .Na
hre
hnen f�ur l 6= k d.h., (l; k) = (0; 1); (0; 2); (1; 2) :l = 0 : 1Z�1 dxPk(x) = 8>><>>: k = 1 : Z 1�1 dx x = 0k = 2 : Z 1�1 dx 12(3x2 � 1) = 12 [ x3 � x ℄��1�1 = 0l = 1 : 1Z�1 dx xPk(x) = � k = 2 : Z 1�1 dx 12(3x3 � x) = 0
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h die Normierung best�atigen: l = k = 0; 1; 2 :2l + 12 1Z�1 dxPl(x)2 = 8>>>>>><>>>>>>: l = 0 : 12 Z 1�1 dx = 1l = 1 : 32 Z 1�1 dx x2 = 1l = 2 : 52 Z 1�1 dx 14(9x4 + 1� 6x2) = 54[ 95 + 1� 2 ℄ = 1


