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Gaufl anwenden und die Definitionsgleichung der Greenschen Funktion einsetzen:

1 fallsr' eV
/ daVG(r,r') = / d*r V- VG(r,r') = / d*r AG(r,r') = / d*rér—r') =
av v v v

0 sonst

1
Poisson: A¢(r) = ——p(r). A-Operator auf Potential loslassen:
€0

Ag(r) = —— /V & p(r') AG(r,r) = —gpm

=4(r—1')
Punktladung: p(r') = Qd(r' —R). Das einsetzen in die Losung der Poisson-Gleichung;:

Q
¢(r) = ——G(r,R)
€0
Das heifit, G(r,r’) ist im Prinzip das Potential einer Punktladung am Ort r'. Wenn man ein
Problem fiir eine Punktladung gel6st hat, kennt man die Greensche Funktion, und kann damit

das Potential fiir eine beliebige Ladungsdichte berechnen <+ Superpositionsprinzip.

Die Punktladung mit Ladung Q befindet sich innerhalb der Hohlkugel bei r' = r'n’, ' <
R. Die Spiegelladung ) mufl aus Symmetriegriinden in derselben Richtung n’, aber anderer
Entfernung u > R auflerhalb der Hohlkugel angenommen werden, also am Ort u = un’. Die
Ladungen @ und Q haben gegensitzliche Vorzeichen, Q = —a @, a > 0, wenn das Potential auf
der Kugeloberfliche = 0 sein soll. Mit dem Beobachtungspunkt r = rn, r < R lautet dann das
Potential

Q 1 «

e, rn — /'] |rn — un’|

¢(r)

mit a=-Q/Q , 0<r7<R<u, 0<r<R
Zur Wahrung der Randbedingung ¢(r)|,—x = 0 mufl demzufolge gelten, mit cos(y) = nn’,

|Rn — r'n’|a = |Rn — un/|
[R? + (r')? = 2Rr'cos(y) Jo* = R”+u” — 2Rucos(y)
[R*(1 - ®) +u? — a®(1")?] = 2Rcos(y)[u — r'a®] = 0
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Da 7 beliebig ist, ist es notwendig, da8 der Vorfaktor von cos(7y) verschwindet, also

u
u—r'a?=0, a’=—
TI

Dies in den verbleibenden Term ein- und nullsetzen

92 1 92 1 2 R2 ,,,.I
uQ—u(%—i-r')—i-RQ:O, u:§(%+r')i\/—(R—+m2—R2: /

Die Losung v = r' macht nur fiir v = R Sinn, also ist

= O‘_(T/)z’

R , R R
pr

Grenzfille: Fiir v — 0 geht der Abstand u der Spiegelladung — oo wie auch deren Ladung
a — 0o. Fiir ' — R geht auch u — R mit o — 1. Beide Fille sind einsichtig, wenn man sich die

Feldlinien veranschaulicht.

Einsetzen der Losungen fiir v und « in das Potential und ablesen der Greenschen Funktion iiber

!/

o(r) = }QGD (r,r') fiir eine Punktladung @ bei r
0

liefert schlieflich

-1 1 R
Gpr,r') = — -
D(rar) 47T |r_rl| T’|r—(ﬁ§21"|

mit n =r/r und n’ = r’/r’ eingesetzt.

a)  Wir nehmen mal eine Punktladung @ am Ort ' = (2/,1/, 2') im rechten Halbraum an,
dann liegt die (hypothetische) Spiegelladung im linken Halbraum, an dem Ort, der sich durch
spiegeln von r’ an der y-z-Ebene ergibt. Das Potential am Ort r = (z,y, ) im rechten Halbraum

ist also

o(r) = 2 [ ! - ! ]

R R Ve L CE DY GRS VRO R EEEE

Die Greensche Funktion kann man jetzt ablesen:

Cnle.r) 1 [ 1 - 1 ]

A [Ve—P P =P Ve P+ Gyl (=)
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b_) Es gilt

o) =~ [ drGplrr) ol

€0

Um die Randbedingung ¢(r)|,_, = 0 zu erfiillen, muf ¢y = 0 angenommen werden; die Dirichlet-

GF geniigt der Randbedingung Gp(r,r')|[,_, =0.

Einsetzen der Ladungsdichte der Stange,

ow = -2 [ [ Zdy' / :dz'a(x'—a>a(y'>e<L—|z'|>GD(r,r'>

L T a
S dZ'Gp(ly],[0])
f0 /-1 z 2

= P /Ldz'
471'80 L

Das erste Integral wird mit K2 = (x — a)? + y? und Bronstein

1 1
Ve—af+ 2+ (z-2)? \/(x+a)2—|—y2—|—(z—z’)2]

= In|u+ Vu? + K?|

L—z

L—z

L L—=z
1 1
dz’ = / di————
/L \/K2+(z—z’)2 J /K2 1+ 92

Analog fiir das zweite Integral, und mit K = (r 4+ a)? +y* erhilt man fiir das Potential

(-~ 1)~/ -1+ K]
(AerL)—\/(erL)2+F2 J

(-1~ VE-IPF R

Po [ln
(z4+L) = V(z+ L)+ K?

>0 471'80 [

o(2,y,2)

Dies ist offensichtlich das (komplizierte) Potential der Stange, plus dem einer “Spiegelstange”.
Dafl Ladungsverteilung und gespiegelte Ladungsverteilung gleich aussehen, liegt natiirlich daran,

daf} die Spiegelfliiche eine simple Ebene ist.
Randbedingung: Fiir z = 0 ist K? = K und damit p=0. +/

Im Unendlichen: Fiir £ — oo werden K und K grosser als alles andere in der obigen Formel, d.h.,

. _ _Po
A 00) = g

eine Punktladung.

[In(1) —In(1)] = 0. Im Unendlichen verschwindet das Potential, wie schon fiir

Genauer: Wenn man die In ||-Ausdriicke fiir # > L, also K > L und K >> L entwickelt, erhilt
man (mit y = z = 0 der Einfachheit halber)

2L [ 1 1
r> L ¢(x’0’0):47r50 lx—a_x+a
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Im Unendlichen sieht die Stange also aus wie eine Punktladung, mit der Gesamtladung der Stange:
@ = po 2L . Stichwort: Multipolentwicklung.

e

r—r'|=r2+ ("2 —=2rr' , <«(r,r)=v, rr'=rr'cos(y)=rr'z

Fiir v’ < r erstmal r aus der Wurzel ziehen,

!

r—v| = ry/1+ (7/r) =20 =1+ (7 —2y3) . y= =<1, x=cos()
T

Die (...) ist < 1: 1/,/--- entwickeln bis zur 3. Ordnung (Bronstein), dann alle Terme bis ~ y?*

sammeln und alle hoheren Terme ~ y*, ~ 3%, ... wegwerfen:
1 [ 1 3 15
— = 1—=(y* =2 “(y? = 2yx)? — —(y* — 2yz)®> + ...
T_r| 507 = 2yx) + (v = 2y2)” — o (y” = 2yx)” +

[ 1 3 15
L= §(y2 — 2yx) + §(4y2x2 —dyPr+ .. — 4—8(—8y3x3 +.. )]

S|I—= 3|~ 3S|=
1T T

1 1
y0+y1x+y2§(3x2—1)+y3§(5:1:3—3x)+...]

Durch Vergleich mit der Formel aus dem Aufgabenblatt kann man die ersten Legendre-Polynome

ablesen:
[ L3
Py(x)=1, P(z)=2 , Pyz)= 5(3x —-1), Ps(z)= 5(5x — 31)

b_) Da mufl man nur [ einsetzen und ausrechnen ...

C_) Die Legendre-Polynome bilden ein Orthonormalsystem auf dem Intervall —1 < z < 1. Damit

ist gemeint, daf} gilt

/ 4 P Pale) = Gip 2

. 20 +1

Insbesondere ist das Integral = 0 fiir [ # k.
Nachrechnen fiir [ # k d.h., (I,k) = (0,1),(0,2),(1,2):

1

! k=1: /dxx:()

[=0: /dek(x) = i ] X
| k=2: /dx§(3x2—1):—[:1: —:1:”71:0

1

I=1: /dxka(x) = {k:2: /_Idx%(3x3—x):0

1
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Nun mufl man noch die Normierung bestéitigen: [ =k =0,1,2:

[=0:
[=1":
=2 :

1 1

1
1

§/ dez? =1
2/,

(10.11.04)

5 11 59
5/ dz=(92' +1-62%) = [-+1-2]=1

!

4°5



