
Theorie C f. Lehramtskandidaten (WS2004/05)Musterl�osung �Ubungsblatt 6 01.12.041 a)�2xf(kx� !t) = k2f 00 ; �2t f(kx� !t) = !2f 00 ) k2 � !22 = 0 ; ! = �k f ist also L�osung f�ur beliebiges k und ! = k oder ! = �k . Wenn wir auf k � 0 beshr�anken(k ist der Betrag des \Wellenvektors") und ! := k de�nieren (wie �ublih: Frequenz positiv),dann gibt es zu festem f vier L�osungen:f(k x� ! t) ; f(k x + ! t) ; f(�k x� ! t) ; f(�k x + ! t) ; k � 0 ; ! = k Eine harmonishe L�osung ist f = os oder f = sin . Von den insgesamt 8 L�osungen sind aber nur4 linear unabh�angig:	k(x; t) = a os(kx� !t) + b sin(kx� !t) +  os(kx + !t) + d sin(kx+ !t)= â os(kx� !t+ '�) + b̂ os(kx + !t+ '+)Die Zahl der (reellen) Integrationskonstanten ist korrekterweise 4 : DGL 2. Ordnung pro un-abh�angiger Variable x; t .b) Realteil von e	k berehnen:Mit eAk = (A+ iA0) ; eBk = (B + iB0) folgte	k(x; t) = (A+ iA0)[ os(kx� !t) + i sin(kx� !t) ℄ + (B + iB0)[ os(kx + !t)� i sin(kx + !t) ℄= [A os(kx� !t)� A0 sin(kx� !t) +B os(kx + !t) +B0 sin(kx + !t) ℄ + i[ : : : ℄) Ree	k = 	k f�ur A = a ; A0 = �b ; B =  ; B0 = dalso ist k(x; t) = Ref(a� ib)ei(kx�!t) + (+ id)e�i(kx+!t)g2 a)e	k(x; t) = [ eAeikx + eBe�ikx ℄e�i!t



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 6 (01.12.04) 2Randbedingungen:x = 0 : ( eA + eB) = 0 ; e	k(x; t) = eA2i sin(kx) e�i!tx = L : sin(kL) = 0 ) kL = n � ; n = 0; 1; 2; : : : (k � 0 !) ) k � kn = n �Lalso iste	k(x; t) = eD sin(knx) ei!nt ; !n = kn = n�L ; eD = 2i eAmit einer willk�urlih benannten neuen Konstanten eD .Der Realteil lautet dann	k(x; t) = sin(knx)[ d1 os(!nt) + d2 sin(!nt) ℄mit d1 = Re( eD) , d2 = Im( eD) , die durh weitere Anfangsbedingungen festgelegt werden k�onnen.Alternativ kann man shreiben: eD = d ei' , also	k(x; t) = d sin(knx) os(!nt� ')F�ur jedes kn bzw. n gibt es einen Satz der auftrenden Integrationskonstanten d1; d2; d; ' et.Dies ist eine stehende Welle; die Amplitude oszilliert mit der Zeit, die Welle propagiert aber niht.b) Allgemeinste L�osung:(i) : 	(x; t) = 1Xn=0 �n	kn(x; t) = 1Xn=0 dn sin(knx) os(!nt� 'n)Ohne Randbedingungen sind alle k erlaubt, also(i) : 	(x; t) = Z 10 dk �(k)	k(x; t)Hier mu� man z.B. Gl.(1) einsetzen,	(x; t) = Re�Z 10 dk h eA(k)ei(kx�!t) + eB(k)e�i(kx+!t) i� ; ! =  kMit der De�nitioneA(k)���k<0 = eB(�k)



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 6 (01.12.04) 3l�a�t sih das kompakter shreiben	(x; t) = Re�Z 1�1 dk eA(k) eik(x�t)�Dies ist die �ublihe Darstellung eines eindimensionalen Wellenpaketes.) A(k) = Æ(k � k0) ) 	(x; t) = Re(eik0(x�t)) = os(k0x� !0t) ; !0 = k0 ... eine monohromatishe Welle.A(k) = �(K � jk � k0j) = 8><>: 1 f�ur �K < (k � k0) < K0 sonstA(k) beshreibt also ein Wellenpaket, dessen Verteilung im k-Raum um k0 zentriert ist, aber ebenniht sharf wie oben, sondern mit einer Breite 2K :	(x; t) = Re8><>: (K+k0)Z(�K+k0) dk eik(x�t)9>=>; = Re�ei(K+k0)(x�t)i(x� t) � ei(�K+k0)(x�t)i(x� t) �
= Re�2 sin(K(x� t))(x� t) eik0(x�t)�= 2K sin() os(k0(x� t)) ;  = K(x� t)Es handelt sih also um eine monohromatishe Welle mit Wellenzahl k0 , die von einer H�ullkurvesin()= moduliert ist (mal plotten f�ur K � k0 !). Die Breite der H�ullkurve ist ungef�ahr durh1=K gegeben. Das ganze propagiert mit  in x-Rihtung mit der Zeit. Man beahte: Die Wel-lenz�uge unter der H�ullkurve propagieren niht relativ zur H�ullkurve: Phasengeshwindigkeit =Gruppengeshw. =  .3 a)A(r) = (0; 0; Az) ; Az = Az(x; y) = A0 ln(px2 + y2) = A02 ln(x2 + y2)B(r) = r�A = 0��x�y�z1A�0� 00Az1A = 0� �yAz��xAz0 1A



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 6 (01.12.04) 4�xAz = A0 xx2 + y2 ; �yAz = A0 yx2 + y2) B(r) = A0x2 + y20� y�x0 1Ab) Eihtrafo: A0 = A+r� .F�ur A0 = (A0x; A0y; 0) mu� also gelten:A0z = Az + �z� = 0 ) �z�(r) = �Az(r) ) �(r) = �z Az(x; y) + onst:(x; y)Die \Konstante" darf noh von x; y abh�angen, wir setzen am einfahsten onst: = 0 . Also:A0(r) = 0� �x��y�Az + �z�1A = 0��x��y�0 1A = 0��z �xAz�z �yAz0 1A = A0x2 + y20��xz�yz0 1ATest: es mu� dasselbe B-Feld resultieren:B0 = r�A0 = 0��x�y�z1A�0��z �xAz�z �yAz0 1A = 0� �yAz��xAzz[ �x�yAz � �y�xAz ℄1A = 0� �yAz��xAz0 1A = B ) p
4 a)E = �r�� �A�t = ��A�t = i!A0 ei(kr�!t) = i!AB = r�A = 0��x�y�z1A�0�Ax0 e:::Ay0 e:::Az0 e:::1A = 0�ikxikyikz1A�0�Ax0Ay0Az01Aei(kr�!t) = i(k�A0)ei(kr�!t) = i(k�A)b) Maxwell-Gleihungen im Vakuum:rE = 0 ; r� E = ��B�t ; rB = 0 ; r�B = 12 �E�tDer Reihe nah auf beiden Seiten einsetzen:rE = i!0��x�y�z1A0�Ax0 e:::Ay0 e:::Az0 e:::1A = i!0�ikxikyikz1A0�Ax0Ay0Az01Aei(kr�!t) = �! kA ) kA = 0



Theorie C f. Lehramtler (WS2004/05) Musterl�osung Blatt 6 (01.12.04) 5rB = i0��x�y�z1A0�(k�A0)x e:::(k�A0)y e:::(k�A0)z e:::1A = i0�ikxikyikz1A0�(k�A0)x(k�A0)y(k�A0)z1Aei(kr�!t) = �k(k�A) � 0 p
r�E = i! (r�A) = i!B ; �B�t = �i!B ) p
r�B = i0��x�y�z1A�0�(k�A0)x e:::(k�A0)y e:::(k�A0)z e:::1A = i0�ikxikyikz1A�0�(k�A0)x(k�A0)y(k�A0)z1Aei(kr�!t) = �k� (k�A)= �k2jAj ek � (ek � eA)| {z }= �eA = k2A ; 12 �E�t = !22 A ) !2 = 2k2 ) ! = �kDiese ebene Welle ist also eine L�osung der Maxwell-Gleihungen, falls giltA � k = 0 ; ! = � kAus Ak = 0 folgt auh Ek = 0 . Au�erdem gilt sowiesoEB = �!A(k�A) � 0so da�E ? B ; E ? k ; B ? k) transversale Welle.


