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O f(kx —wt) =kf" | Oif(kr —wt) =w’f" = kK ——==0, w=+kec

2

f ist also Losung fiir beliebiges k£ und w = kc oder w = —ke. Wenn wir auf | £ > 0 | beschrinken

(k ist der Betrag des “Wellenvektors”) und | w := ke | definieren (wie iiblich: Frequenz positiv),

dann gibt es zu festem f vier Losungen:
flkr —wt) , flkr+wt), f(-kzr—-wt), f(-kzx+wt), k>0, w=kec

Eine harmonische Losung ist f = cos oder f = sin. Von den insgesamt 8 Losungen sind aber nur

4 linear unabhéngig:

Uy(z,t) = acos(kx —wt) + b sin(kx — wt) + ¢ cos(kx + wt) + d sin(kx + wt)
= acos(kz — wt+ @_) + beos(kx + wt + @)

Die Zahl der (reellen) Integrationskonstanten ist korrekterweise 4: DGL 2. Ordnung pro un-
abhéngiger Variable x,¢.

b_) Realteil von ¥ berechnen:

Mit Ay = (A+iA") , By=(B+iB') folgt

Up(z,t) = (A+id)[cos(kx — wt) + isin(kz — wt)] + (B +iB)[cos(kz + wt) — i sin(kz + wt) ]

= [Acos(kx —wt) — A'sin(kx — wt) + Bcos(kx + wt) + B'sin(kx + wt) | +4[...]
= Rel, = ¥, fir A=a, A=-b, B=c, B =d

also ist

Ui (@, 1) = Re{(a — ib)el®=D 4 (¢ 4 jd)e—iha+eny

BE

\T/k(l“, t) _ [Z@ikm + Eefikz ]67iwt
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Randbedingungen:
z=0: (A+B)=0, Wy(z,t)= A2 sin(kz)e ™"
r=L: sin(kl)=0 = kL=nn, n=012,...(k>0!) = k=k,=—

also ist

Uy (z,t) = Dsin(kyz) €7 | wy = cky = cn% , D=2iA

mit einer willkiirlich benannten neuen Konstanten D .

Der Realteil lautet dann
Uy (z,t) = sin(k,z)[ dy cos(wyt) + da sin(wyt) ]

mit d; = Re(D), dy = Im(D), die durch weitere Anfangsbedingungen festgelegt werden koénnen.
Alternativ kann man schreiben: D = d e , also

Uy (x,t) = d sin(k,z) cos(wpt — @)

Fiir jedes k, bzw. n gibt es einen Satz der auftrenden Integrationskonstanten d, ds, d, ¢ etc.
Dies ist eine stehende Welle; die Amplitude oszilliert mit der Zeit, die Welle propagiert aber nicht.

b) Allgemeinste Losung:

(i): U(z,t) = Z an Yy, (x,t) = Z d,, sin(k,z) cos(wpt — ¢y,)

n=0

Ohne Randbedingungen sind alle k£ erlaubt, also
(): Ut = /Oo dk (k) Uy, 1)
0
Hier mufl man z.B. GL.(1) einsetzen,
U(z,t) = Re { /0 "k [Z(k)e““—“t) + B(k)eilka+en ] } . w=ck

Mit der Definition
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148t sich das kompakter schreiben

W@J)zRe{Kwdkﬁwyﬁ@cw}

o0

Dies ist die iibliche Darstellung eines eindimensionalen Wellenpaketes.
c)

Ak) =60k —ky) = Y(z,t)= Re(eik(’(z’d)) = cos(kox — wot) , wo=koc

... eine monochromatische Welle.

1 fir —K<(k—ky) <K
A(k) = O(K — |k = ko|) =

0 sonst

A(k) beschreibt also ein Wellenpaket, dessen Verteilung im k-Raum um kg zentriert ist, aber eben

nicht scharf wie oben, sondern mit einer Breite 2K :

(K+ko)

' et (K +ko)(z—ct) ei(—Ktko)(w—ct)
U(x,t) = Re / dk e*@=) § — Re { . o }
(— K +ko) i(z — ct) iz — ct)
- 0
_ Re 2sin(K (z — ct)) piko(@—ct)
(x — ct)
sin(7)

= 2K cos(ko(z —ct)) , v=K(x —ct)

Y
Es handelt sich also um eine monochromatische Welle mit Wellenzahl kg , die von einer Hiillkurve
sin(vy)/~y moduliert ist (mal plotten fiir K < kg!). Die Breite der Hiillkurve ist ungefihr durch
1/K gegeben. Das ganze propagiert mit ¢ in z-Richtung mit der Zeit. Man beachte: Die Wel-
lenziige unter der Hiillkurve propagieren nicht relativ zur Hiillkurve: Phasengeschwindigkeit =

Gruppengeschw. = c.



Theorie C f. Lehramtler (WS 2004/05) Musterlésung Blatt 6 (01.12.04)

T Yy
3$AZ = Agm , ayA A

)
A
7\ o

b) FEichtrafo: A’'= A + V.
Fiir A’ = (A}, A},0) muf also gelten:

A=A, 40,2=0 = 0Ar)=—-A,(r) = Xr)=—-2A.(z,y)+ const.(z,y)

Die “Konstante” darf noch von z,y abhédngen, wir setzen am einfachsten const. = 0. Also:

Oz Oz A —z0,A, A —xz
A'(r) = Oy A =loA]|=|—-204, ] = p +0y2 —yz
A, 4+ 0.\ 0 0 0

Test: es mufl dasselbe B-Feld resultieren:

d, —20,A, 0, A, 0, A,
B =VxA=[09,]| x| -20,A. | = —0,A, = | -0,4, | =B
9, 0 2[9,0,A, — 0,0,A. ] 0
2)
A OA .
E=_Vo— 22— _ 22 Ay eflr—o — i) A
Vo 5 5 wAgpe w
D AL e ik, AL
B=VxA= |09, x| Abe | =ik, | x| Ay |e® D =ik x Ag)e'™™) = j(k x A)
9. Az e ik, Az

b_) Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

VE =0 , VXE:—a—B, VB =0, VxB:la—E
ot c? Ot
Der Reihe nach auf beiden Seiten einsetzen:
Oy A e 1k, AF
VE=iw|d, || Ale | =iw | ik, | | A4 | ) = —wkA = kA =0

9,) \Aze~ ik, ) \ Az
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3x (k X Ao)x e ka (k X Ao)x

VB=il|d, || (kxAy,e | =ilik, || (kxAy), |* ) =—KkkxA)=0 /
3Z (k X AO)Z e Zkz (k X A[))Z
: . 0B .
VxE=w(VxA)=iwB , E:—sz =
8,0 (k X Ag)x e ka (k X AO):(:
VxB=i|ld, | x| (kxAy),e | =ilik, | x| (kxAp), | ) =_kx (kxA)
8z (k X Ag)z e Zkz (k X AO)z
10E W
— k?|Alep % (ep x e4) = K2 A | ?aa_t - i—zA = W=E2K = w=tck

= —ey

Diese ebene Welle ist also eine Losung der Maxwell-Gleichungen, falls gilt
A-k=0, w==ck

Aus Ak = 0 folgt auch Ek = 0. Auflerdem gilt sowieso
EB=-wAkxA)=0

so daf

EIB, ELk, Blk

= transversale Welle.



