Theorie C f. Lehramtskandidaten (WS 2004/05)
Musterlosung Ubungsblatt 7 08.12.04

a) Aus den Maxwell-Gleichungen folgt fiir eben Wellen E L B L k. E muf also in der
Ebene 1 k liegen, die von xwei linear unabhéngigen Vektoren e, e; aufgespannt wird. Ein Term

E3 e3 wire lin. abhingig.

b_) Das kompleze E-Feld lautet jetzt

A
E = [ Be® |zt =ke
0

Linear:
A
¢=0: = Re(E)=| B | cos(kz —wt)
0

Fiir festes z liegt die Orientierung in der z-y-Ebene fest, lediglich die Amplitude (Linge des
Vektors) oszilliert.

Zirkular:

- cos(kz — wt)
Y= i§ , B=A = Re(E)=A| Fsin(kz — wt)
0

Fiir festes z beschreibt ReE einen Kreis mit Radius A in der z-y-Ebene; die Welle gleicht einer
Schraube entlang der z-Achse.

Elliptisch:
cos(kz — wt)

@:ig, B#£A = Re(B)=A| FLsin(kz —wt)
0

Aus dem Kreis wird jetzt eine Ellipse mit Halbachsen entlang der x bzw. y-Achse.

Und als Ergénzung: Allgemein:

E, = Aelh=«t — Re(E,) = Acos(kz — wt)

E, = Bek2wt9)  Re(E,) = Becos(kz — wt)cos(p) — Bsin(kz — wt) sin(y)
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Acos(kz — wt) Acos(kz — wt)
Re(E) = | B[cos(kz — wt) cos(p) — sin(kz — wt)sin(p) ] | = | Bceos(kz —wt + )
0 0

Fiir z = const. ist dies auch eine Ellipse, mit gedrehten Hauptachsen. Das wird etwas deutlicher,

wenn man schreibt
A 67“p/2
E = B 61'(,0/2 6i(kz7wt+cp/2)
0

Nach einer Neudefinition des Zeitnullpunktes folgt jetzt fiir 2 = const. eine Ellipse wie fiir ¢ = 7/2,
die um den Winkel ¢’ = (¢ — 7/2) gedreht ist. Nachpriifen durch explizites Anmultiplizieren einer

Drehmatrix.

2]
T

~ 1 . 1 —wT _ +iwwT 2 : T
SHO =0T =)+ Flo) == [are -t = |2ty

=T

e f(t) = cos(wot) = %(6““ 4 ot

o @] o @]

- 1 fit(wfwo it(w+wo)
= flw) = \/_2[/dte /dte

(.

= 27r5(21 —wo) = 27r5(w-|—w0)

= flw) = \/g[é(w—wg)—k(?(w—i-wo)]

o F() = O()e " sin(wyt) = l,(ewot ¢ 0t) i)t

o0

= f(w) — 2__ /dt 6—zt w—wo—iy) _ /dt e—zt(w-}-wo—w) ]
0 0

= flw) =

11 1
Vo2 | wHwy — 1y w—wo 1y

3/2
e f(r) =cos(qr) = f(k) - (i) 1[ /d3r o—ir(k+q) -|-/d37“ 6_ir(k_q)]

2T 2
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o0 o0 o0

/d3re“‘Q: /dx@iww : /dyeiy% -/dze”@z = (27)%6(Q,) 6(Q,) 3(Q.) = (27m)* §(Q)

— 00 —00 —00

= ) = n)25[6(k+ a) + 6k — )

« ) =0(R—|t) = Fk) = (273)3/2/@/_ d(cos ) /Oooﬁdrefms(")a(}z—r)

1

2 2 o
_ R /dxe_ikR‘”:R—2sm(kR)

V2T . Vor (kR)
_ Y _ 1 [ —iky x [ —iky y r —ik, 2
e f(r) =g(2)h(x) = f(k) = an / dre h(x) / dye / dze g(2)
= V27 h(ks) 8(k,) G(k.)

a_) Wenn G bekannt, dann ist

f(t) = / dt' G(t —t') h(t)
eine partikuldre Losung. Beweis:

(0] + 270, + wi | f(t) = / dt'§(t —)h(t") =h(t)
b_) Fourier-Darstellungen:

Git—t) = b /Oodw =) G(w)

V2T

v
ot—t) = 2—/dweW<t—t>
m
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Das einsetzen in die DGL fiir G':

b ]Odw [é(w) £32 + 270, + wg)ei“(t_tli —Lei“(t_t')] 0
\/%700 = (—tw2 + 22'7:1 + w%)eiw(t*t’) Vo
= b /Oodw ew(t=t) [ (—w® + 2ivw + w?) G(w) — L] =0
v Vor
Da t,t beliebig, muf die [...] verschwinden,
S Gw) = — !

V21 (W — w?) + 2iyw

Fiir kleine Didmpfung werden alle Terme ~ ~? vernachlissigt. Das angegebene G ist dann die

entsprechende Néherung fiir G : Bilden des Hauptnenners liefert

W)= ——— - _= -
V2 2wy | wi — (w —i7y)? V2 | Wi — w? + 2iyw + 2

Fiir 42 — 0 entspricht das dem oben abgeleiteten Ausdruck. Der Vorteil der Niherung fiir kleine

Déampfung ist, dal die Fourier-Riicktransformation leichter zu berechnen ist.

C_) Von wissen wir:

f() 1 1{ 1 1
w) = =
Vo2 (wo+w—1y  wy—wHy

Also ist zu vermuten, dafl

gehort zu  f(t) = O(t) e sin(wy t)

Gt =) = wioe(t — e gin(u [t — #))

Durch explizite Berechnung von G 1iBt sich leicht iiberpriifen, dafl das stimmt.

Randbedingungen: G(oc) = G(—o0) =0 = /

d)
o h(t)=hyd(t—ty) = f(t)=hy /Oo At Gt — 1) 5(t — ty) = ho G(t — L)
ho ita) s
= f(t)= w—@(t — to) e 710) sin(wy [t — to])

Dies ist geddmpfte Schwingung, die bei ¢ = ¢, einsetzt.
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G(t —t') ist offenbar die Impulsantwort auf einen 0-Impuls zur Zeit ¢ .

Im Frequenzbereich, allgemein:
Einsetzen der Fourier-Darstellungen fiir f(¢), G(t — t'), h(t') in den Ausdruck fiir f(¢) liefert

f(t) = / a4t Gt — ) h(f) =
L ]Odw et [f(w) — é(w)i ]Odw,%(u/) ?dt' et it | _
2 V2T
2 6(w — W)
Fiir alle ¢,

= f(w) = V27 GWw)h(w)

Das ist natiirlich gerade das Faltungstheorem.

Fiir eine monochromatische Anregung (schon in berechnet)

h(t) = ho cos(@t) = h(t) = \/gho[é(w —w)+0(w+w)]

ergibt das

Flw) = hor[ G(@) 6(w — @) + G(—@) 6(w + @) ]

Fiir positive Frequenzen w, @ ergibt sich

Flw) = hor G(&) b(w — @)
D.h., G beschreibt die Antwort des Oszillators im eingeschwungenen Zustand auf eine bestimmte

Anregungsfrequenz. Da die externe Kraft linear (in 1. Ordnung ~ h(t)) an das System ankoppelt,

wird G auch lineare Antwortfunktion genannt.

Im Allgemeinen (z.B. auch der Oszillator) ist G’ komplex. Im Zeitbereich ist

== [ et i) = | [T ra

Vit G) =166 ol 70 = | 3ho 6]
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also
™ ~ N
Re f(t) = \/;ho |G| cos(wt + )

Der Betrag von G bestimmt also die Amplitude, die Phase von G die Phasenverschiebung relativ

zur Anregung.

_ 1 kR
Gr—r w)= R R=|r—T1|
Laplace darauf loslassen:
\V& é(r —rw) = S (VQe““R)l + eikR(VQE) + 2(VekR) (Vl)
’ 4T R R R
Die Einzelteile:
(Ve ™) = (ik)e™*(VR)
1 1
~) = —— (VR
(V&) = —=(VR)
(v26ikR) — (_kZ)eikR(VR)2 4 (ik)eikR(V2R)
1
(VQE) = —And(r—1')
Das einsetzen ergibt zunéchst mal
~ 1, VR)? (V?’R (VR)?
V2G(r —r,w) = EekR (—kQ)( R) + (zk)( 7 ) _ 2(zk)( RZ) —4rd(r —1')
Es fehlen noch die folgenden Ausdriicke/Teile/Brocken:
_ _,2:r—r’:r—r’ QZR_2:1
(VR) V(r—1) T—v - R = (VR) i
1 1 1 3 1 2
2 — — — —
(V°R) = Vﬁ(r—r')_—ﬁ(VR)(r—r')qLﬁV(r—r')_ﬁ—ﬁ_ﬁ
=3

Die Terme ~ (ik) fallen damit heraus, und schlielich:

1 6ikR

VQé(r—r’,w):—(S(r—r’)—kQ(ER) =




