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Aufgabe 1: Rechenübungen mit dem Nabla-Operator 4 Punkte

i) 1PBerechnen Sie folgende Ausdrücke (r = |~r|):
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ii) 1PWeiterhin berechnen Sie
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(
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)
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,

wobei ~q und~k feste Vektoren sind.

iii) 2PEs seien φ(~r), ~v(~r) und ~w(~r) stetig differenzierbare Skalar- bzw. Vektorfelder. Zeigen

Sie, dass

~∇(~v × ~w) = ~w(~∇× ~v) − ~v(~∇× ~w),(a)

~∇× (~v × ~w) = ~v(~∇~w) − ~w(~∇~v) + (~w~∇)~v − (~v~∇)~w),(b)

~∇(~∇× ~v) = 0,(c)

~∇× (~∇× ~v) = ~∇(~∇~v) −△~v.(d)

Benutzen Sie die folgende Methode (Nabla-Kalkül):

Der Nabla-Operator ist ein linearer Differentialoperator, der formal wie ein Vektor

behandelt werden kann (d.h. es gelten die üblichen Regeln der Vektorrechnung),

(bitte wenden)
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wenn man beim Umformen obiger Ausdrücke durch eine spezielle Notation die

Vektor- bzw. Skalarfelder kennzeichnet, auf die der Nabla-Operator wirkt. Dies

kann z.B. auf folgende Weise geschehen:

~∇× (φ~v) = ~∇×
⇓

φ ~v + ~∇× φ
⇓

~v= ~∇× ~v
⇓

φ +φ~∇×
⇓

~v= −~v × (~∇φ) + φ~∇× ~v.

Der Pfeil “⇓” über einer Größe bedeutet, daß der Nabla-Operator nur auf die-

se Größe wirkt. Am Ende einer solchen Umformung verwendet man wieder die

üblichen Ausdrücke der Vektorrechnung.

Aufgabe 2: Nicht-konservative und konservative Felder 3 Punkte

Gegeben sei ein im Allgemeinen nicht-konservatives Feld:

~E(~x) =
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i) 2PBerechnen Sie das Linienintegral
I

C

d~x ~E(~x)

längs des Weges C, der in folgender Abbildung definiert ist.
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ii) 1PBerechnen Sie rot~E. Für welches α ist ~E ein konservatives Feld? Wie lautet in die-

sem Fall das elektrostatische Potential φ(~x)?

Aufgabe 3: Rotation eines Vektorfelds 2 Punkte

Ein Vektorfeld ~A sei in Kugelkoordinaten (r, θ, φ) gegeben und habe als einzige nicht-

verschwindende Komponente Aφ, wobei

Aφ =
4π

3
M

{

r sin θ, r ≤ a,
a3

r2 sin θ, r > a.

Berechnen Sie rot~A.


