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Aufgabe 1  Kugel- und Zylinderkoordinaten (12 Punkte)

Oftmals vereinfachen sich Probleme, wenn man anstatt des kartesischen Koordinatensystems
(x,y,z) ein der Symmetrie des Problems angepasstes Koordinatensystem wihlt (insbesondere
Zylinder- und Kugelkoordinaten). Dies gilt auch fiir die Darstellung von Gradient, Divergenz und
Rotation. In dieser Aufgabe wird der Gradient in Kugelkoordinaten (r;60;¢) transformiert, und
die Rotation in Zylinderkoordinaten (p; ¢; 2).

Der Zusammenhang zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten ist:
xr=r-sinfcos¢p, y=r-sinfsing, z=r-cosb,
und fiir die Einheitsvektoren gilt:

é, = (sinf - cos ¢)é, + (sinf - sin ¢p)é, + cosbé,
ép = (cos@ - cosp)é, + (cosf -singp)e, —sinbé,,

€y = —sin@g e, + cos P e,.
Der Zusammenhang zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten ist:
T = pcos ¢, Yy = psin o, z =z,

und fiir die Einheitsvektoren gilt:

~

€p=Ccospé, +singé,, éy=—singé,+cospe,, €,=eé,.

a) Berechnen Sie aus den Angaben oben die Kugelkoordinaten r(z, vy, 2) 8(z,y, z) und ¢(z,y, 2)
als Funktion der kartesischen Koordinaten. (4P)

b) Berechnen Sie ﬁf(r(x, y,2),0(x,y, z), p(x,y, 2)) in Kugel-Koordinaten-Komponenten unter
Verwendung der ersten oben angegebenen Gleichung und Benutzung der Kettenregel. Be-
rechnen Sie aufierdem V x f(p(z,y),0(x,y), z) in Zylinder-Koordinaten-Komponenten. (4P)

c¢) Ersetzen Sie schliefflich mit obigem Hinweis die kartesichen Einheitsvektoren fiir den Zylinder
€y, €, durch é,, é,, und fiir die Kugel é,, ¢, é, durch é,,éy, é5. (4P)



Aufgabe 2 Anwendungen von krummlinigen Koordinaten (12 Punkte)

Wenden Sie die neu gewonnenen Darstellungen an. Die Vektorableitungen in Zylinderkoordinaten
sind:
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Dabei sei U = v,€, + v4€4p + V€.

Die Vektorableitungen in Kugelkoordinaten sind:

af of 1 of,
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Dabei sei U = 0,6, + vg€y + V4.

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Angaben:
a) den Gradienten der Funktion f(p, ¢, z) = ,l). (3P)
b) die Divergenz von v(p, ¢, z) = l%ép und U(p, ¢, z) = é4 . (3P)
¢) den Gradienten der Funktion f(r,0,¢) = +. (
d) die Divergenz der Rotation von o(r,0,¢) = ¢, und 0(r,0,$) = é4. (3P)

Aufgabe 3  Potential auf Kugeloberfliche (12 Punkte)

Zeigen Sie folgenden "Mittelwertsatz’: Im ladungsfreien Raum ist der Wert des elektrostatischen
Potentials an jedem Punkt 7 gleich dem Mittelwert des Potentials auf der Oberfliche S einer
beliebigen Kugel um diesen Punkt, also:

= |r] ist der Betrag des Vektors.

VIEL ERFOLG!!!



