Losungsvorschlag zu Aufgabe 1 Helmholtz-Spulen

(a)

Die zwei Leiterschleifen werden jeweils vom Strom I durchflossen und liegen parallel zur (z, y)-Ebene,
haben beide den Radius R und ihre Mittelpunkte bei (z,y, 2) = (0,0,b) und (0,0, —b).

Die dazugehorigen Stromdichten j sind also fiir Leiterschleife bei z = b

1 =1T5(p— R)5(z — b)éy
sowie fiir Leiterschleife bei z = —b
Jo = I8(p — R)(= + b)éy

Fiir das Vektorpotential gilt allgemein die Beziehung

o B[ g)
A = 47r/dr 7 — 7]

Weiterhin gilt aufgrund der Symmetrie des Problems (und der Stromdichte)

A7) = Alp, 2)éq
wobei
€y = —sin(¢)é, + cos(d)é,
betrachtet man nun z.B. die y-Komponente, so erhélt man

3 /dF’Ié(p/ — R)§(2" — b) cos(¢')

4 |7 — |

A, = Alp, ) cos(@) =

um A(p, z) zu bestimmen geniigt es offenbar obige Gleichung fiir ¢ = 0 auszuwerten

iw [ 1605 = R)S( = b) cos(¢)
E/dr

Al(ﬂ, Z) =

(der Index 1 bezieht sich hier auf die Leiterschleife bei z = b)
weiterhin gilt fuer das Volumenelement in Zylinderkoordinaten

di’ = p'dp’d¢’dz’
und mit 7 = (2,5, 2) = (p,0,2) (da ¢ ja null ist) und 7 = (a',y, 2") = (p cos(¢'), p' sin(¢'), 2')
22+ (y—y)+ (2 - )"
(p— o cos(#))? + (0 — p' sin(@))* + (= — #)%)/?
¢') + o sin(¢)’ + (2 — 2)?)
= (P + 92— 20 cos(¢) + (= - 2)))

(
= ((
(p* 4 p"* cos(¢')? = 2pp’ cos( 12

Somit folgt fiir das Vektorpotential der Leiterschleife bei z = b

(BN Ié(pl — R)(S(Z/ — b) COS(¢/)

Ap2) = | yapasd

1(p; 2) 4 /p pdgdz (p2 + p'2 — 2pp! cos(¢') + (Z—Z/)2)1/2
MR [y, cox(8)

ir ] 7 (2 4 R = 2pReos(¢f) + (2 — b)2) 2

(dies ist ein sogenanntes elliptisches Integral)
Fiir die Leiterschleife z = —b folgt analog

I6(p" — R)6(2" + b) cos(¢’)

H RN PEW
As(p,z) = —/pdpd¢dz
72 Am (P2 + p = 2pp/ cos(¢/) + (= — 2/)2)"/?
_ KR Ao’ cos(¢')
Am (p? + R2 — 2pRcos(¢/) + (2 + 0)2)"/?

Somit gilt fiir das gesamte Vektorpotential A(p, z) nach Superposition A(p, z) = A1(p, z) + Aa(p, 2)
oder

Alp,z) =

pIR [ cos(¢) cos(#)
Ao ¢[@2+RQ—2pRasw0+wz—bvﬂ”*w2+R2—2pRamww+«z+bvf”



(b)

Die Entwicklung des Integranden bis zur geforderten Ordnung ergibt fiir den erste Summanden

cos(¢) _cos(@) | co’(¢)Rp
(02 + R2 — 2pRcos(¢) + (z — b)2)"/? VRZ 102 (R?+02)(3/2)

R? cos? (¢’
COS(¢/) (32(R2;b§§52) - 2(R2}H72)2) P

* (B2 1 12)(1/2)
5R®cos®(¢') _ 3Rcos(¢')
N COS(¢/) ( Q(R(;(i‘ilﬂ)' (Rc;i‘rb2)2)
(R? + b2)(1/2)
n cos(¢')bz
(R? + 62)(3/2)
. 3cos?(¢')Rbzp
(R? 4+ b%)(5/2)
L conlo) (Y5 — eit) o’

(R? + b2)(1/2)

der zweite Summand folgt analog (aber Vorzeichenwechsel bei den Termen linear in z)
Beim Ausfithren der Winkelintegration ergeben alle ungeraden Potenzen des Cosinus Null, und

2m
/ d¢' cos’(¢p) = =
0

27
d / 4 — _

Somit gilt fiir das Vektorpotential A(p,z) = A1(p, z) + Aa(p, 2)

uwIR pR 3p24+ 22 15 p?R? 4 4b%22
A(ﬂ) ) = (1 -

2 e - 44
I TR )G\ 2R T8 (R )2 +O(p’z)>

pIR pRR 3 R? — 4b? , L
o (s 6 ) 0

Wenn R? = 4b% d.h. wenn R = D = 2b, dann fillt der zweite Term in der Klammer weg und es
bleibt

Al )_,uIR PR
P = T TR T 02)(3)2)

setze b> = R?/4 (s.0.) dann folgt

kL,
Pop °
47 55 Rp
4
j
H 5v5 RP
das Magnetfeld ist dann weitgehend homogen, da
B~ B.é,
und
1d 8
B, = —— [pA] =~ pl ———
d[p]u5ﬁR

Diese Anordnung der Leiterschleifen ermoglicht also Experimente in einem (nahezu) homogenen
Magnetfeld, obwohl das Magnetfeld einer einzelnen Leiterschleife inhomogen ist!



Losungsvorschlag zu Aufgabe 2 Dipol im externen Magnetfeld

(a)

Die potentielle Energie W eines magnetischen Dipols 7 im dufleren Magnetfeld Bist W = —mi- B.
Ein drehbar gelagerter magnetischer Dipol stellt sich im Gleichgewicht so ein, dass W minimal wird.
Dies ist der Fall, wenn m in die Richtung von B zeigt. Wenn B = Byé,, dann zeigt m also in die
z-Richtung.

(b)

Der Draht mit der Stromdichte j erzeugt ein zusétzliches Magnetfeld Bp (Zylinderkoordinaten)

—sing —y
= ul wl ul 1
B =85 =-— 3 = —
p(7) 27p 27tp COS ¢ 21 22 + y?

(im letzten Schritt mit p = /a2 4+ y? erweitert, also z = 0 gesetzt, wegen Symmetrie moglich)
Am Ort d = (d,0,0) des Dipols ist das effektive, d.h. das wirksame, Magnetfeld dann also

— — — - N ILLI R
B = BQ +BD(d> = Boeg; + ﬁey

Der Magnet stellt sich parallel zu diesem Magnetfeld ein und bildet damit einen Winkel « zur
z-Achse

arcta pl 1

a = arctan | — —
2md Bo

fiir kleine Winkel ist der arctan in etwa linear, dann gilt also

pul 1

~ -

“ = 9rd B,

d.h. der Winkel ist proportional zur Stromstéirke I und erméglicht deshalb Strommessungen (Ampéremeter).



Losungsvorschlag zu Aufgabe 3 Homogen magnetisierte Kugel
Betrachte zun#chst ein kleines Volumenelement an der Kugeloberfliche, das von den Flachenele-
menten

dA- = R? sinfdfdge,
und

dA. = —R% sin #dAdee,
begrenzt ist (wobei Ry = R+ e und R = R — € fiir ¢ — 0).

Aus
divB =0
(gilt iiberall, also auch bei r ~ R) folgt (Gaufischer Satz)
f dA-B=0
A
~ B7(R)— Bs =0 (1)

D

Das skizzierte (fett gezeichnete) viereckige Element sei nun ein kleines Fldchenelement. Seine Kon-
tour C' besteht (abgesehen von infinitisimalen Zwischenstiicken) aus den Wegelementen

d7 = R-dféq

und
dr = —R.dféy

wende hierauf das Ampére-Gesetz an (fc d7- B = qu dA - j= wl, wobei wir fiir diese Aufgabe
(wie generell sehr hiufig) u = 1 setzen wollen)

10) (% 16
(By (R) — By (R)) Rd6 = 16) / drrdfé(r — R) = 16 )dQ
TR Jg_ m
1(6)
B7 (R) — By (R) = —= 2
- B7 (R) = Bf (R) = - 2)
Die sphérischen Komponenten des gegebenen Magnetfelds sind
B, = Bycosf By = —Bgsin6 By =0 (r<R)
B, =2mcosf/r? By = msin/r3 By =0 (r>R)
Einsetzen der B, Komponenten in Beziehung Gl. (1) liefert sofort
1
= —ByR?
m 9 0
und das Einsetzen der By Komponenten in Bezichung Gl. (2) liefert
(0
msin@/R* — —Bysinf = 16
TR

1(6) = 7R (% + Bo) sin 6

ausdriicken von By durch das gerade gefundene m als By = 2m/R? liefert



