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‘Aufgabe 1: Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpakets 3‘
f sei die Uberlagerung dreier Sinuswellen,
f(z,t) = sin(wt — k) + sin((w + Aw)t — (k + Ak)z) + sin((w — Aw)t — (K — Ak)x),
wobei Aw < w, Ak < k.
i) Schreiben Sie f um in die Form
f(x,t) = sin(wt — kz) B(z — v,yt),
und bestimmen Sie die Gruppengeschwindigkeit v, der Einhiillenden B.

ii) Kann man die Parameter w, k, Aw, Ak so wahlen, dafs die Gruppengeschwindig-
keit v, der Phasengeschwindigkeit vy = w/k entgegengesetzt ist, dafd also v, = —v,
gilt?
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‘Aufgabe 2: Fouriertransformation 6

Die Fouriertransformation einer integrablen und quadratin’tegrablenT komplexwertigen
Funktion v (x) ist definiert als

0 = (FOR) = <= [ drv)e s,

Die inverse Fouriertransformation lautet

i) Zeigen Sie: (Fy/)(k) = z’kn/?(k). Hierbei ist ¢/(z) = 2, 1P
ii) Zeigen Sie: 1P

Fiin) () = —= [~ dar(a)dalh— 0.
Dabei bezeichnet 111, das punktweise Produkt, also (¢11)2)(x) = 91 ()¢2().

iii) Fur Funktionen ¢ (x) definieren wir Verschiebung 7,, Phasenverschiebung s, und 3P
Skalentransformation 4, durch

(ra)(2) = P(x —a) (e €R),
() () == e y(z)  (beR),
(B)(x) = A" p(/A) (A >0).

Zeigen Sie:

(Fra) (k) = e *(k),

(Frp)(k) = (k= b),
(Fonp)(k) = A2 (k)
iv) Zeigen Sie: 1P

[ et = [~ drjw.

Dies ist der Satz von Plancherel, manchmal auch Parsevalsche Formel genannt.

fintegrabel: [y, dz 1 (z) existiert, quadratintegrabel: [ dz [¢(z)|* < oc.

(bitte wenden)



‘ Aufgabe 3: Hermitesche Matrizen 3

Die Transponierte einer Matrix A ist definiert als die Matrix mit den Komponenten
(AT)mn - Anm .

Wir definieren auflerdem die konjugiert komplexe Matrix A* als die Matrix mit den
Komponenten

(A*)mn = A:m .

Wir stellen ferner fest, dafy die Transposition und komplexe Konjugation kommuta-
tiv sind, was bedeutet: (AT)* = (A*)T. Daraus ergibt sich, dass die Hintereinander-
ausfiithrung dieser beiden Operationen (in beliebiger Reihenfolge) zum gleichen Ergeb-
nis fiithrt, ndmlich zur sogenannten hermitesch konjugierten Matrix (benannt nach dem
franzosischen Mathematiker Charles Hermite, 1822-1901). Wir bezeichnen diese als AT.
Stimmt eine hermitesch konjugierte Matrix mit der urspriinglichen Matrix iiberein, so
bezeichnet man diese als hermitesch. In anderen Worten ist die Matrix A genau dann
hermitesch, wenn A = AT ist. Offensichtlich muss eine hermitesche Matrix also quadra-
tisch sein. Weiterhin gilt die Identitat

(AB)' = BTAT
fiir ein Produkt zweier Matrizen A und B.

i) Ein Skalar ) ist genau dann ein Eigenwert der (quadratischen) Matrix A, wenn es
einen Spaltenvektor x gibt, so dass

Ax = Ax,
gilt. Beweisen Sie, daf$ die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix immer reell sind.

ii) Beweisen Sie, dafs die Eigenvektoren einer hermiteschen Matrix orthogonal sind
(vorausgesetzt, es handelt sich um Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten).
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