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Ubungen zur Theoretischen Physik III (Theorie C, Electrodynamik),
WS 2011/12 Blatt 0
Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S. Thambyahpillai Besprechung 19. 10. 11

Dieses Ubungsblatt ist nur fiir die Praxis.

*

Aufgabe 1: 0—Distribution

i) Die Dirac’sche Delta-Funktion (genauer Distribution) kann dargestellt werden als

1 1
5(z) = —=lim e /" a>0.

\/%(Hoa

Beweisen Sie folgende Eigenschaften

[T ams@ =1 [ @) i) = F0); slex) = () £ 0;

o oo ||

w@) =0 [ e @) ) = ~f1(0).

— 00

Hinweis: verwenden Sie nur das Gaufs’sche Integral

+o00
/ dre " /"" = VTa

—00

sowie die Taylor-Entwicklung fiir f(z) um z = 0.

ii) Die Darstellung 276(x) = [*°° dke™* soll durch Auswertung von lim, o [+ dkete =

und Riickfithrung auf die obige Darstellung der j-Funktion abgeleitet werden.

i1i)) Berechnen sie

+oo
/ dzz®§(x? — 3z 4 2)

—00

Aufgabe 2: Fourier-Transformation

Gegeben sei die quadratintegrable Funktion f(z). Die Fourier-Transformation ist defi-
niert durch

fa) = [ Srem iy fy = [ dret o)

— 00

i) Berechnen Sie die Fouriertransformierten von x f(z) und f'(z).

1) Wie lautet die Fouriertransformierte der §-Funktion?

*7.Oktober 2011 17:59 Uhr



Aufgabe 3: Vektoralgebra

Zeigen Sie daf3
(axb)x(ecxd)=—-a(b-(cxd))+b(a-(cxd))

sowohl in Vektor- als auch in Indexnotation (in letzterer gilt (axb); = €;;,a;b,, wobei €;
der vollstandig antisymmetrische Tensor ist und tiber zweimal vorkommende Indizes
summiert wird).



1. Aufgabe: )—Distribution

a) ?dxé( —h_)m fdx eaz_hg%z§_1
b) }O dxd(z) Soll sein:
f(z) = f(0)
:_Z dxd(z)[f(0) + = f'(0) + z_?f//(()) 4] = f(0) + f(0) i%ﬁ?_z d:m:e*ié
x
e
a
%fﬂ(o) ll_%ﬁ 7? dxx%‘% = %f”(O) 1%%79 drezle—?
/da:é(:c)f(a:) = f(0)

der) = lim 2oz = lim Zme™o? = 50(x)
(d) wé(z )—0 g(z) =z - f(x)

[ dws()e - f(z) = g(0) = 0

[ dzé(x), f(x) = —£(0)

o'(x) = h{)f(l) #e*iﬁ(_%)

[ dat'(@)f () = —(O) lim 2 [ dowe

—/f(0) lim B 7 dmxze_zé = _f’(())% j"o drrle—®

o 2m(x) = [ dke ™"
: T ikx—ek?
g J e



lim f dkekv—=2* — lim e~ 7ic f dke¢
e—0 —5o e—0
zx
z=k— 5
2 OO_H
. _ -z 2
lime 2= [ dze =
e—0 i
—oo—it
oo—% 00 )
f dz = fdze €z :\/§
_OO_% —00

k—ﬂ 2

lim f dkettv—ek* — hm 2\/T 5 e2+62 = 276(x)

e—0_"

—a; * brEpopColy + bianEpopCod, =

o [ drat(a? =32 +2),6(f(2)) = ¥ (e — 22)

[ dea®s(a? — 32 +2) = [ deat[d(a—2) +6(z —1)] =8 +1=9
2. Aufgabe: Fourier-Transform
fz) = J ar etk f(k) f dze ™ f ()
[ dweoaf(z) = T dri G f(2)) = i 5 F (k)
T dre=* {7 () = — T de e f(z) =if(k) -k
f dre=*v§(x) = 1 = 6(k)
3. Aufgabe: Vektoralgebra

ax (bxd) = (ad)-b—(a-b)
—@xd)x (@xb)=—C@xd)-b)-a+(Exd-a-b

((@xD) X (€Xd))i = €ijkE jmntmbnEropColy = —Eiki€ jmnEroplmbnCoy =

—a;(b- (&% d)) + b;(@(Ex d))

10

- (5zn5kn _5in5km)€kopambncodp -
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UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111

(THEORIE C, ELECTRODYNAMIK), WS 2011 /12 BLATT 1

Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 24. 10. 11

Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 26. 10. 11
Name: ...

Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):

D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4

Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot
D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8

Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis

Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12

Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn
D Gruppe 13

Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Nabla-Operator in kartesischen Koordinaten 3

i) Berechnen Sie (wobei 7" = (z,y, z), r = |1]) 1P

Vr, V-7, Vx7, Vfr), Vx(f(ﬂ;).

—
4

ii) Es seien ¢(7), W(7) stetig differenzierbare Vektorfelder. Zeigen Sie, daf} in kartesi- 2P
schen Koordinaten gilt

V- (U x W) = d(V x ) —9(V x i)

V x (U x W) = d(VW) — d(VV) + (& - V)T — (7 - V)
V-(Vx1)=0

V x (Vx @) =V(V-9) - VT

*18. Oktober 2011 18:25Uhr

(bitte wenden)



Aufgabe 2: Nabla-Operator in Kugelkoordinaten 5

i) Leiten Sie die Form von V und A = V? in Kugelkoordinaten her. Hierbei soll
der Vektoroperator V in der Orthonormalbasis {é;, &, €, } der Kugelkoordinaten
ausgedriickt werden (beachten Sie daf3 die Ableitungen dieser Basisvektoren im
Allgemeinen nicht verschwinden).

ii) Berechnen Sie V - ¢ und V x ¥ in Kugelkoordinaten.

Aufgabe 3: Inkompressible Fliissigkeit 4

Der Flufs einer inkompressiblen Fliissigkeit um einen Zylinder mit Radius R wird be-
schrieben durch das Geschwindigkeitsfeld ¢ (wobei p? := 22 + y* > R? gilt)

i) Zeigen Sie, daf3 V - v = 0 gilt. Was bedeutet das physikalisch?
ii) Zeigen Sie, dafs V x ¢ = 0 gilt. Was bedeutet das physikalisch?

iii) Aus ii) folgt dafd ¥ = Vi, d.h. die durch ¢ beschriebene Stromung ist eine soge-
nannte Potentialstromung. Versuchen Sie, ¢ zu finden. (Hinweis: versuchen Sie,
1 aus einer Komponente der obigen Vektorgleichung zu bestimmen, z. B. aus
v, = 0p1; das so gefundene ¢ mufi die zweiten Gleichung v, = 0,7 wegen der
Integrabilitdtsbedingung V x ¢ = 0 automatisch erfiillen, wenn allfdllige Integra-
tionskonstanten richtig gewihlt werden.)

Was muf fiir Ay gelten?

3P

2P

1P

1P

2P



4. Aufgabe: Nabla-Operator in kartesischen Koordinaten
(i) e

Az +y*+2%)2  a
ox o
7
= Vr=-
r
* or Oy 0
. z Y z
Vr=—+4+-—-4+—=3
" 0x+8y+82
[}
oz 0
oy o 0
- ox 0z _
V xr= 2 oz | T 0
0 ox
e~ oy 0

e Dies ist nur moglich, falls f stetig differenzierbar ist.

of _ofor
or  Or ox
0
Vf(r):a—‘f-Vr
_ofr
- orr

v (107)] =eug (n)

N L A AN
_gljk |:7“2 (arjr 7”) +5jk7“:|

Erklarungd;, =1 <= j =k = cyp =455 =0

_ [3f7“k / ]
= &ijk | 3

arj r 13 J

N K7 V) B e
= €ijk {arj r} T3(7‘ X T);

= (V) x )

14



(ii) Verwende

0
(V x(Vx 75))1 = Eijka_xjgkzlmvlwm

= (0i01m — Oimdj1) <a_$]wm + Ulﬁ_a:j
81}1

= 5,~15jmwm% —+ ...
j

81}1

: j@xj

ov; oy, n Ow,, y ow;

0T, 0x; 0T, : ox;

— (6(VB) — B(VE) + (Vi) — (5V)d),

+ ...

V(V X V) =¢g;in—
( ) jk@ﬂ]iq]'

_ . Ow
B ﬂk@f}j%

= —V(V x 7)
— V(Vx19)=0

15



o ou,
Oz, O

ov,,
= S G o,
YLy

(V X (V X 17)) = Eijk

o0v,y,

- (5il5jm - 6Zm5]l)m

vy, o0v,y,
10im G By Oxdr; Oim 0,0,
O 9%v,,
- Ox,,0x; ol?
= (V(V 7)) — VQU)i

=0

5. Aufgabe: Nabla-Operator in Kugelkoordinaten

Es gilt fiir eine Funktion f(x,y, z)

T dx

_ af f f ofofof oy
df = % 8 vt 5 (%8_3;5) ;ly =V/f Zy
z z

Weiterhin gilt aber auch fiir diese Funktion nach Substitution der kartesischen Koordinaten

durch Kugelkoordinaten. Dann gilt auch

,
of of of of of of
df = —dr + —d —d -
f =50+ 56+ 5,9 = (5500, | 4©
de
Mit der Jacobi-Matrix J als Funktionalmatrix gilt
dr dx
Ao | =71 dy
dy dz

Wobei hier

16



1 0 0
J = (é}é’g@,) 0 r 0
0 0 rsin®

Mit dem totalen Differential in Kugelkoordinaten ergibt sich damit

af of of e
_ (2 S S —1
F=Goraeag) V) | @
dz
Durch Vergleich mit
dx
af =V [ |dy
dz
ergibt sich in Kugelkoordinaten
_(OFOFOF\ 1
vf_(8r8®8cp)(J )
of of of o0 e
_ (9197 9] 1 T
=Groea,) |0 0 ]|
0 we/ \&
_(.Oof 1, 0f 1 . of\"
- (erar e rsin@e“’ag)

Fiir die Divergenz eines Vektorfeldes V' = v,.€, 4+ ve€g + v,€, gilt

9 1. 0 1o\, . B, _
V-V = (G + g + g (4 e+ )
ov, 10ve 1 Ov, v, Oe v, _ O0é, ve _ Oég
=== +- . L gt Ep ot
or  rdO rsin®@dp r 00 rsin® "Jdp rsin® T Jdyp
=1 =sin© =cos ©
1 or*v, 1 Ovesin® 1 Ov,

2 or rsin® 00 +rsin@ Op

Fiir den Laplace-Operator wird folgende Definition verwendet

Af=V-(V])

17



Somit ergibt sich mit oben gezeigten und v, = %, ve =

1of 1 of
rd©’ "¥®  rsin® dp”

C20f | & 1 af 10%f 1 0%

Af= ror  or2 ' r2tan©900 ' 12002 ' r2sin?0 dp?

Fiir die Rotation gilt dann

0 0

_U —_— —

oy ° 0z
1 0sin Ov,, )

rsin © ( 00 8@Ue>
— 1 1 Ove _ Orvg
r \ sin® Jp or

(%52 - )

—

V xv=( Uy)Ey + ...

6. Aufgabe: Inkompressible Fliissigkeit

Gegeben ist der Vektor

1— 24 v’
p

o4
U = v —2“{’)—?2 p* =2+
0
(i)
V.5_ v, % ov,
Jor Ody 0z
4 4 2
= 1 (2R2£4 — 8y2R2£4) — 2voxR2p 5 udd
p p p

Dies bedeutet, dass ¢ ein Quellenfreies Vektorfeld ist.

18



(i)

vy _ Ovy
oy 0z
= vy _ Ovg
VX = 0z ox
vy _ Oug
ox oy
0-0
= 0-0
Vo R2y o V0 y3R2 — (=2 V0 R2y + () zzyR2
(x2+y?)° (x2+y?)° (x2+y?)* (x2+y?)°
0
= 0
] Ry 8v0yR2(12+y2)
(@2y2)2 (22 +42)3
0
=10
0

Daraus ergibt sich, dass v wirbelfrei ist. Desweiteren zeigt es, dass es eine Funktion
gibt mit
Vi =0

(iii) Es sei ¢ mit ¥ = V1. Damit gilt auch

19



Weiterhin muss gelten

WL,
or "
o, —at+y* Ok
or vl (22 +y2)? T o

2 1 Ok
= 2UOR2(m2—yk—y?)2 — UOR2W + 9
ok
or O
k(x,z) = vox + q(2)
N
FER
oY Oq
? "0z
q
— 5 0
q(z) =C

Also ergibt sich insgesamt

i

Es gilt
AYp =divi=0

20
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UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111

(THEORIE C, ELECTRODYNAMIK), WS 2011 /12 BLATT 2

Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 31. 10. 11

Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 02. 11. 11
Name: ...

Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):

D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4

Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot
D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8

Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis

Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12

Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn
D Gruppe 13

Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Vektorfelder, Satz von Gaufs 5

Gegeben sind die Vektorfelder (R ist konstant und p = /2% + y?)

Yy
- 1 - 1
A=— | — B—= _——
R? 1 2 Ox ) R? 1 2
i) Berechnen Sie Divergenz und Rotation beider Vektorfelder. 1P

ii) Gegeben sei ein Wiirfel mit Mittelpunkt in (0,0,0) und Kantenldnge 2 (die Kanten 1P
sind parallel zu den Koordinatenachsen gelegen). Berechnen Sie das Oberfldchen-
integral [ A-df entlang der Wiirfeloberfliche. Hitten Sie das Resultat mithilfe des
Gaufsschen Satzes vorhersagen konnen?

iii) Berechnen Sie das Oberflichenintegral [ B-df entlang derselben Wiirfeloberfliche 3P
wie in ii). Uberpriifen Sie das Resultat mithilfe des Gaufischen Satzes. Hinweis:

*21. Oktober 2011 16:55Uhr

(bitte wenden)



Die zweite Integration (unter Beniitzung des Gaufischen Satzes) ist einfacher in
ebenen Polarkoordinaten ((z,y) — (7, ¢)).

Benétigte Integrale:

/1 dx 1 1
——— = —arctan —,
0

a?+22  a a
/”/4 do _am —4arctan £
o aX+tan®(¢)  da(a2—1)
Aufgabe 2: Satz von Gauf$ und Stokes 2

Gegeben ist das Vektorfeld

i) Uberpriifen Sie den Satz von Gaufs fiir den Wiirfel mit den Eckpunkten (0,0,0),
(2,0,0),(0,2,0), (2,2,0), (0,0,2), (2,0,2), (0,2,2), (2,2,2).

i1) Uberpriifen Sie den Satz von Stokes fiir das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0,0),
(0,2,0), (0,0,2).

Aufgabe 3: Linien- und Oberflichenintegral 5‘

Gegeben sei das Vektorfeld ¢ = ; (wobei wieder 7" = (x,y, z) und r = |7).

i) Berechnen Sie das Linienintegral [, 7 - di” entlang einer beliebigen Kurve C' zwi-
schen den Punkten 7} und 75.

it) Berechnen Sie das Oberflichenintegral [q v'- d f iiber eine Kugeloberfldche S; mit
Radius R, wobei der Kugelmittelpunkt im Ursprung (0, 0, 0) gelegen ist.

iii) Berechnen Sie das Oberflachenintegral [ ¥'- d f iiber eine Kugeloberfliche S, mit
Radius R, wobei der Kugelmittelpunkt im Punkt (0,0, b) gelegen ist. Nehmen Sie
R > b an. (Hinweis: Das etwas unschon gelegene Integrationsgebiet ldsst sich
durch einen einfachen ersten Schritt leicht in ein schoner gelegenes tiberfiihren.)

1P

1P

1P

2P

2P



7. Aufgabe: Vektorfelder, Satz von Gaufs

Die Vektorfelder sind

1 Y 1 g
=y a | B=—rr> v
R*+p 0 R +p 0

(a) Die Divergenz der beiden Vektorfelder ist

) —2xy 2yx
A (RN R
div B R+ 2% +y* — 222+ R2+ 2% + 4% — 22 2R?
iv B= =
(R? + p?)? (R? + p?)?
Die Rotation ist
0
1 2R?
rot A = TPz 2)2 0 ~ T2 22
(R +p?) . (R + p?)
2R* 4 22° + 2y* — 22° — 2y -1
) 0
tB= ———— =0
ro YL 0
2xy — 2yx

(b) Betrachtet man einen Wiirfel, so hat dieser 6 verschiedene Seiten.

Das Oberflichenintegral kann also in 6 einzelne Fléchenintegrale zerlegt werden. Die
+ bzw. F kommen gerade von der unterschiedlichen Orientierung der Normalen auf
der Flache.- Fiir x,y oder z = 1 zeigt die Normale in positive Richtung, fir =,y oder

z = —1 in negative.

Fiir eine Seite F; senkrecht zur z-Richtung gilt:

/Adf:j://AwéZdXdy:O
Fz

24



Abbildung 1: Wiirfel zur Berechnung der Oberfléchenintegrale

Fiir eine Seite Fx senkrecht zur z-Achse ist dies (jeweils fiir x = —1 oder z = 1)

11 11
R? 4 (£1)% + 12

. Y 2
Adf =+ Aé,dydz =+ —2  dydz=4+-1 =
/ / Ca QY 2 //R2+p2 v 2“(R2+<i1>2+<—1>2) 0
Fyx —1-1 —1-1

Analog kommt man auch (mit vertauschtem Vorzeichen und wieder einmal fir y = —1

/Adf=0
Fx

Somit ist das Gesamtoberflichenintegral gerade 0.

und y = 1):

Mit dem Satz von Gauf erhélt man sofort (wenn F' die Oberfliche des Wiirfels mit

Volumen V ist):
/Adfz/A-ﬁdfz/divAdeO
F F v

25



(c) Hier erhdlt man ebenso, dass das Integral der Flachen senkrecht zur z-Achse 0 ergeben.

Fiir die Integrale der Flachen Fx senkrecht zur xz-Achse gilt jetzt

11 1

x x
Bf=+ —  dyvdz=42 | ———— d
/ //Rz+x2+y2 v &z /]%2—|—:1ﬁ2—|—y2 Y

Fx —1-1 -1

Nun wenden wir die Formel vom Blatt mit a®> = R? + 22 an und erhalten

dy 4x 1 4x 1
= +4x ==+ arctan | —— | = *———=arctan | ——
0/ (R? + 22%) + y? VR? + a2 (\/R2 + :z:2) VR?+1 (\/R2 + 1)

und analog

/ Bf—+ Y t ! L2 t ( ! )
=+———arctan | —— | = +———=arctan | ——
J R2+y2 /R2+y2 ‘/R2+1 “/R2+1
Y
Fir 2 =y =1 oder x = y = —1 sind die Ausdriicke gleich (weil sich zwar durch die
anderen Normalenrichtung das Vorzeichen umdreht, aber durch das andere Vorzeichen
von x bzw. y wieder umgekehrt wird). Somit ist die Summe der Oberflichenintegrale

gegeben durch

1 1
/B df = 4/B df’le = \/R2—67_|_1 arctan (W)

F Fx

Auch hier kénnen wir den Satz von Gauft anwenden und miissen das Integral

. 2R?

F %4 %4

l6sen. Dafiir gehen wir in Zylinderkoordinaten iiber. Die z-Komponente bleibt dabei
gleich. Da die Divergenz rotationssymetrisch um die z-Achse ist, konnen wir auch
nur iiber einen Teil der Wiirfelgrundflache in der x — y-Ebene integrieren und dann
entsprechend mit dem richtigen Faktor multiplizieren. Wir wéhlen das Dreieck (0, 0,0)—
(1,0,0) — (0,1,0) = F uns miissen dann mit dem Faktor 8 multiplizieren. Das Dreieck
ist beschrieben durch 0 < ¢ < 7/4 und 0 < r < 1/cos(¢). Insgesamt ist also das
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Integral

1 %cosl(¢>) 2R2
r
F —-10 O

zu berechnen. Das innerste und &duferste Integral sind noch relativ einfach. Das z-
Integral fithrt zum Faktor 2. Und gliicklicherweise ist 2r gerade die Ableitung der

Klammer im Nenner.

INE]

r=1/ cos(¢) 1 1

RQ
= —16R* | —— d¢ = —16R? - —d
0 0

Um wieder die Formel auf dem Blatt verwenden zu kénnen, benutzen wir die Trans-

formationsformel )

c0s2(9)

und berechnen das Integral iiber den hinteren Summanden.

— 1 = tan?(¢)

™

1 T
= —16R? dep — —
/ R? + 1 + tan?(¢) AR
0

Jetzt wenden wir die Formel an

16

7V R% + 1 — 4arctan(——— 1
( s ) T arctan (—)
VR +1 vVR?+1

2+1

= —16R?
AR2V/R? + 1 4R?

und erhalten das selbe Ergebnis wie vorher.

8. Aufgabe: Satz von Gaufl und Stokes

(a) Zuerst soll das Integral als normales Oberflachenintegral {iber F' bestimmt werden.

Dies ist also

2 2 2 2 2 2

vdf://vzdxdy—i—//vxdydz+//vydxdz

0 0 0 0 0 0

ﬁj\
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jeweils nur fiir die Seite mit z, y oder z = 2, da fiir z, y oder z = 0 das Integral wegfillt.

2 2 2 2 2 2

3 1 T,y,2=2
= // 3rz dx dy+// xy dy dz+// 2yz dx dz = §x2yz + §xy22 + zy2? =48
z,y,2=0

0 0 0 0 0 0

Berechnet man die Divergenz, so erhalt man
divv=y+2z+ 3z

Damit ist nach dem Satz von Gauft das Integral auch

3 1 T,y,2=2
/Vdf:/y+22+3xdxdydz:§x2yz+§xy22+xyz2 =48

i v z,y,2=0
Zuerst wollen wir das Linienintegral berechnen. Wir durchlaufen im mathematisch
positiven Sinne das Dreieck mit (0,0,0) — (0,2,0) — (0,0,2). Der erste und letze

Weg wird jeweils parametrisiert durch

0 0
o= |2t 3= 0 t=0...1
0 2 — 2t

Setzt man dies aber in v ein, so erhélt man in beiden Féllen 0. Interessant ist also nur

der zweite Weg mit

Setzen wir ein und integrieren

/ i 0 0 23 16 8
d~ = Pdt = 16 2l -1l dt=-16(—-—)="-8=——
/v ¥ /V(%)% / t—t 1 <2 3> 3 3

c 0 0 0 1
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Diesmal benotigen wir zum Vergleich den Satz von Stokes und erhalten
/Vdvz/rotvdf:/(mtv)x df
c F F

da das Dreieck senkrecht zur z-Achse steht. Die xz-Komponente der Rotation ist
(rot v), = —2y

und das Integral ist dann

22—z 2
/(rot v), df://_Qy dy dZ:/—(Q—z)2 dz:—g
F 0 0 0

9. Aufgabe: Linien- und Oberflachenintegral

(a) Wie schon auf dem letzten Ubungsblatt berechnet, gilt
Vr = 'y
T

Somit ist v ein Gradientenfeld und das Linienintegral lésst sich sehr einfach darstellen
mit

/V df = r[[Z2 =ro — 1

c

also gerade die Differenz der Betrage.

(b) Wir benutzen Kugelkoordinaten (mit der Funktionaldeterminante 72 sin(f) und als
Normalenvektor

r
é = —

,
Das Integral lautet dann

™

/V df—//—r sin@ dfd¢ = 2mr? /sin@ df = 4mr?

-7 0 " 0

(c¢) Transformiere

z—=z—0
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z—0b
Nun
vdf ! (zdydz + ydzdz + (z — b)dxdy)
vdf = xdydz zdr + (z — b)dr
VRET IR —aps YT y
1
= (R?’sin@—bRQsin@cos@) dOdyp
VR?2 + b2 — 2bRcos ©
Damit

/ 7df = 2 R® / 5in © dO — 27bR? / Ocos® g
/ VR? + b2 — 2bR cos © / VR?2 + b2 — 2bR cos ©

t =cos®
dt
- sin ©
/ dt P tdt
/mf: 27rR3/ —QWsz//
: VR2 + b2 — 2Rbt ) VR? + b2 — 2Rbt
R? +b?
a =
2Rb

/*df 5 R3 2 R?b /
v = 4T
V2RB \/a ¢t V2RbJ Va—t

1

dtm:—%/a—t
t 2
/dtm:—g(t—km)\/a—t
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Insgesamt

/aﬁ:

AT R?
V2Rb

(\/(H—l —Va-— 1) - ;77;_:; ((Qa— Dva+1—(2a+1)vVa-— 1)
(R+w43—w—g$§Kﬁ+#—3mmmmy4m+ﬁ+3w3—m
4,
im,
3
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UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111

(THEORIE C, ELECTRODYNAMIK), WS 2011 /12 BLATT 3
Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 07. 11. 11
Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 09. 11. 11
Name: ...
Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):
D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4
Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot
D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8
Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis
Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12
Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn
D Gruppe 13
Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Laplace-Gleichung 4

Bestimmen Sie die allgemeinste Losung der Laplace-Gleichung A® = 0 mit der Zusatz-
forderung

) X)) =d(r), r=/22+y>+22, 2P
i) B(E) = B(p), p=ETL 1P
iii) ®(7) = ¢(z). ip

Geben Sie in jedem Fall eine Losung an, die in # = 0 reguldr ist und, soweit moglich,
eine Losung, die im Unendlichen verschwindet (die triviale Losung ® = 0 gilt nicht).

Aufgabe 2: Sphirische Raumladung 3

Der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen mit Radien R; und R, (R; < R2)
sei mit Ladung gefiillt. Fiir die Ladungsdichte gelte p = a//r%.

*21. Oktober 2011 17:06 Uhr

(bitte wenden)



i) Berechnen Sie die Gesamtladung.

ii1) Berechnen Sie das Potential und die Feldstirke mithilfe der Poissonschen Glei-
chung.

Aufgabe 3: Wasserstoffatom 3
Das Wasserstoffatom im Grundzustand wird durch folgende Ladungsdichte beschrie-
ben: die Kernladung ist punktférmig im Ursprung konzentriert,

e
42

5(’]") Y

Pk

und die mittlere Elektronenladungsdichte ist durch

€ 2

pe = ——e a
a3 ’

gegeben, wobei a der Bohr’sche Radius ist.

i) Berechnen Sie unter Verwendung des Gaufischen Satzes die elektrische Feldstdrke
und das Potential der Ladungsverteilung p = px + pe.

i1) Diskutieren Sie die Grenzfille r < a und r > a.

Aufgabe 4: Flichenladung 2

Eine unendlich ausgedehnte Ebene sei mit der homogenen Flichenladung (Ladung pro
Flacheneinheit) pr = const belegt. Berechnen Sie die Feldstdarke und das Potential.

1P

2P

2P

1P



10.

Aufgabe: Laplace-Gleichung

In all diesen Aufgaben ist die Laplace-Gleichung

AP =0

zu 16sen. Auflerdem sollen die einzelnen Losungen in x = 0 regulér sein und wenn moglichst

fir x — oo verschwinden.

(1) Setze r = /22 + y* + 22 und wechsle in Kugelkoordinaten. Wie auf Ubungsblatt 1

berechnet, lautet der Laplace-Operator dann

10 [ ,00
AP =5 ( E)

da die Zusatzbedingung auf dem Ubungsblatt ® nur noch von r abhéingig macht. Somit
gibt es auch keinen Unterschied zwischen totaler und partieller Ableitung mehr. Damit

dieser Term jetzt 0 wird muss (fiir r # 0) die Differentialgleichung

d [ ,dd
5(7“5>—0

gelost werden. Durch einmalige Integration kommt man auf

,dd

242 de G
dr

dr r2

i
wobei (] eine Konstante ist. Wieder integrieren liefert
(1) - — + CQ
’

Nun ist diese Losung aber fiir x = 0 nicht regulér. In diesem Fall miisste C; = 0 gelten,
damit ® regular wird. Mit der Bedingung ® = 0 fiir x — oo erhélt man aber Cy = 0

und damit die triviale Losung.

Analog zur (1) bezeichnen wir mit p den Radius

p=ar+ 2

und wechseln jetzt in Zylinderkorrdinaten. Dort lautet der Laplace-Operator (da @
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11.

nur von p abhéngig ist):

10 [ 0%
AD ==— ( p=—
pOp (pap)

Wieder konnen wir die totalen Ableitungen benutzen und fiir p # 0 integrieren (analog

zur (1)):
de G

dp p

(' ist wieder eine Konstante. Weiteres Integrieren liefert

AP =0 =

CI>:Cllnp+C'2

Fiir x — 0 geht dieser Ausdruck ebenfalls nur fiir C; = 0 nicht gegen Unendlich. Dann
misste aber auch wieder die Konstante Cy = 0 sein und wir hitten wieder die triviale

Losung.

Diesmal benétigen wir nur den Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten, jedoch

ohne die Teile fiir y und z:
9%
~ Ox2

Damit die Laplace-Gleichung erfiillt ist, muss also fiir ® gelten:

<I>=//0dx=01$+02

mit zwei Konstanten C4, (5, da wieder partieller mit totaler Ableitung vertauschbar

Ad

ist. Damit die Losung fiir x — oo gegen 0 geht, miissten jedoch C} = C5 = 0 gelten,

was nur die triviale Losung mdéglich machen wiirde.

Aufgabe: Spharische Raumladung

Q:qu

wenn V' das Volumen des Korpers ist. Mit der Beziehung iiber die Ladungsdichte

Die Gesamtladung @) ergibt sich als

_dg _«

Pmav = p
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und die Transformation in Kugelkoordinaten erhilt man

7 m™ Ro

Q:///asinédrdedqﬁ

—m 0 Ry

da sich das 7? im Z#hler und das in der Funktionsdeterminante gerade wegkiirzen. Die

Losung dieses recht einfachen Integrals ist

Q == 47’(’0((R2 — Rl)

Da die Ladungsverteilung eigentlich nur fiir den Bereich Ry < r < Ry definiert ist,
schreiben wir

«Q
p= ﬁ@(R2 —7r)O(r — Ry)
Nun miissen wir die Poisson-Gleichung
o
Ad = —4mp = —47Tﬁ@(R2 —7)O(r — Ry)

16sen. Offensichtlich hat das E-Feld (aus Symmetriegriinden!) nur eine r-Komponente.

Also ist @ nur von r abhéngig. Wir wechseln wieder in Kugelkoordinaten und erhalten

10 , 0P o
ﬁ% (’f‘ W) = _47Tﬁ@(R2 — ’l“)@(’l“ — Rl)

Nach Multiplikation mit r? miissen wir dies jetzt integrieren (von 0 bis 7) und erhalten

0 firr < Ry
0P "
7"25 = / —4ma©(Ry — r")O(r" — Ry) dv' = ¢ —dma(r — Ry) fiir Ry <7 < Ry
0
—47TOC(R2 — R1> fir Ry <r
Rechenweg:

/ —47aO(Ry — ')O(r' — Ry) A’ = —drar'| =)
0

r < Ry: Die beiden Heavisidschen Thetafunktionen liefern beide 0 fiir das ganze Inte-

grationsgebiet (da r < Ry). Somit ist auch das Integral 0.

Ry < r < Ry: Die untere Grenze wird durch die ©-Funktion von 0 auf R; gesetzt. Die
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obere Grenze bleibt bei r. Deshalb miissen r und R; eingesetzt werden.

Ry < r: Die beiden Heavisidschen Funktionen sind nur fiir den Bereich r € [R;, Rs]

Eins. Deshalb muss nur dieser Bereich ausgewertertet werden.

Jetzt dividieren wir durch r? und integrieren wieder nach 7:

Cl fir r < R1
¢ =< —dra(lnr + %) +Cy fur Ry <r < Ry
dro( Ry — Rl)% + (4 fir Ry <1

Rechenweg:

r < Ry: Dieser Fall ist trivial. Das Integral iber Null ist eine Konstante.

Ry <7 < Ry: Geteilt durch r? steht einmal der Summand 1/r (integriert Inr) und

einmal 1/r? (integriert —1/7).
Ry < r: Hier gibt es nur einmal 1/r%, was integriert —1/r ergibt.
Damit das Potential im Unendlichen verschwindet, setzen wir C'y = 0. Die restlichen

Konstanten erhalten wir {iber die Stetigkeitsbedingung an den Randflachen. Es gilt

R
®(Ry) = 47« <1 — 3?1) = 4 (ln Ry + %) +Cy = Cy =4ma(l+1nRy)
2 2

Somit erhélt man fiir den mittleren r-Bereich R; < r < Ry:

o0 (1 () - 1)

Damit auch die anderen Randfliche bei R; stetig ist, muss gelten

Ci1 = ®(R,) = 4naln <&)
Ry

und man erhélt insgesamt

4draln (%) firr < R;
O(r) = {4ra (In () — B 4 1) fir Ry <7 < Ry

47TO((R2 — Rl)% fiir Ry <7r
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Das E-Feld besitzt nur eine r-Komponente. Diese erhélt man durch einfaches Ableiten

(und Minus setzen):

0 fﬁI‘T’<R1

E, = 47?04(1 %) fir Ry <r < Ry

T

47r—&(ng — Rl) fir RQ <r

r2

12. Aufgabe: Wasserstoffatom

(1) Wir benutzen den Gaufsschen Satz

/ E~ndA—47r/pdV
oV 1%

Aus Symmetriegriinden wirkt das E-Feld nur in r-Richtung, weshalb es reicht, nur die

r-Komponente zu betrachten. Also gilt
/ E-ndA=E, - 4mr?
oV

Auf der anderen Seite steht (mit dem Integral {iber Kugelkoordinaten)

™ ™ T T /
/ pdV = / / / pr + per’?sinf dr’ df d¢ = 47?/ edlr’) _ %6_2”“7“2 dr
v 0 J-nJo o 4w na

Der erste Summand liefert aufgrund der Deltafunktion einfach nur e. Beim zweiten

Summanden wenden wir zweimalige partielle Integration an:
r ! T ! 1
/ T/26—2'r /a dr’ = CL/ T’IG_QT /a dr’ — _ar26—27‘/a
0 0 2

1 2 fr ) 1 1 r
= ——aPre ¥/ 4 a_/ e~ qy — Zarfe= /e = Zg (a2 — 6_% (a2 + 2ar + 27“2))
2 2 /o 2 4

Insgesamt erhélt man

2
/pd\/ze—@—l—%f2’"/“(a2—|—2ar—|—2r2):e-62r/“ <1+2Z—|—2(f) )
v a a a

Fiir das E,-Feld ist dies dann insgesamt (die 47 fallen weg und man muss nur noch
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durch 7? teilen)

1 2 2 2 1 2
Er:e_e—Qr/a 24z :_66—27“/11 _<E> ‘l‘g“—l
r2  ra a® a? 2 \r r
Um jetzt das Potential zu berechnen, benutzen wir die Formel

®(r) :—/Er dr

da E der Gradient von —® ist und der Gradient in Kugelkoordinaten bei fehlender

Abhéngigkeit von ¢ und 6 ganz einfach V = (%ér lautet. Insgesamt haben wir also

—2r/a
(I):Ee (a_'_r):Ee—Qr/a (1+E)
a r a r

Fiir r > a ist a/r — 0, also lautet die Feldstéirke in r-Richtung

E. = %6721"/(1
s a2

und das dazugehorige Potential

e
O(r) = —e /e
() ="
Wir haben also gar keine Proportionalitit mit 1/r oder 1/r%. Der Exponentialterm
kommt von der ladungsverteilung der Elektronenwolke. Fiir grofse Absténde sieht es
also so aus, als wire das Wasserstoffatom eine Kugel mit Radius a und einer Elektro-
nenwolkenformigen Ladungsverteilung.

Hingegen fiir @ > r ist r/a — 0. Schreiben wir E, um, so erhalten wir

ET — %6—27‘/0] l + C + <£>2 — 36—21”/0/ ~ E
r2 2 a

und das Potential

P — Ee—2r/a (1 + t) _ Ee—Qr/a ~
T a T

3| 0®

Was in etwa der Formel fiir eine Punktladung entspricht.
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13. Aufgabe: Flichenladung

Wir betrachten ein Gaufsches Kéastchen mit Volumen V' und Grundflache F', welches einen
Teil der Ladungsverteilung welche in der x — y-Ebene liegt einschlieftt und sich jeweils
um z nach oben und unten erstreckt. Aus Symmetriegriinden kann das E-Feld nur eine

z-Komponente besitzen. Das Gauftsche Gesetz lautet in diesem Fall
/E-ﬁdA:/EZ dA =2FE.F
oV oV

(da die Seitenflichen durch die fehlenden Komponenten von E in x und y-Richtung weg-
fallen und damit nur die Flache hinter und vor der Ebene zé&hlt. Diese ist wird einmal als
E, und das andere Mal als E_ gezahlt, wobei sich die beiden nur durch das Vorzeichen
unterscheiden. Durch die verschiedene Richtung der Normalenvektoren haben sie aber doch

wieder das selbe Vorzeichen.) und auf der anderen Seite

47?/ pdV = 47?/ prd(z) AV = dmppF
1% v

da der Quader die Grundfliche F' hat und die z-Komponente durch die Deltafunktion
gerade wegfallt. Also zusammen

E, =2mpp
Mit der Beziehung E = —V® erhélt man noch

0P

— = 2mpr = ® = 2mppz
0z

Die anderen Komponenten von E miissen Null sein, somit hangt auch ¢ nur von z ab.

5. Ubung
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Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 16. 11. 11
Name: ...
Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):
D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4
Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot
D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8
Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis
Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12
Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn
D Gruppe 13
Yasmin Anstruther
Aufgabe 1: Potential zweier Punktladungen 4

Wir betrachten ein System aus zwei Punktladungen ¢; und —¢» (g2 > ¢ > 0) an den
Orten 77 = 0, 75 = (0,0, a). Zeigen Sie: Das Potential verschwindet auf einer Kugelfldche
vom Radius R, deren Zentrum auf der z-Achse liegt und von den Punktladungen die
Abstande [y, I; hat. [;, I; und R hdngen durch

2
h_ (@) R? = il
ly @)’

zusammen.

*8. November 2011 1228 Uhr

(bitte wenden)



Aufgabe 2: Linearer Quadrupol 3

Ein linearer elektrischer Quadrupol bestehe aus drei Punktladungen, die entlang der
z-Achse angeordnet sind: die Ladung ¢ an der Position (0, 0, a), die Ladung —2¢ an der
Position (0, 0,0) und die Ladung ¢ an der Position (0,0, —a).

i) Berechnen Sie das Potential fiir sehr grofie Abstinde r := |Z| > a in fithrender 2P
Ordnung in a.

ii) Berechnen Sie die zum in ¢) berechneten Quadrupol-Potential gehoérende Feldstarke 1P
in den beiden Orthonormalbasen {é,, €,, €.} und {é,, €y, €, }.

Aufgabe 3: Spiegelladung 5

i) Berechnen Sie mit der Methode der Spiegelladungen das Potential einer geerde- 2P
ten, leitenden Kugel vom Radius R und einer Punktladung ¢ im Abstand a > R
vom Kugelmittelpunkt.

ii) Wie ist die Oberfldchenladung auf der Kugeloberfldche verteilt? 2P

iii) Welche Kraft wirkt auf die Ladung ¢? 1P



14. Aufgabe: Potential zweier Punktladungen

Wir verschieben das Koordinatensystem so, dass der Nullpunkt im Mittelpunkt der benan-

nten Kugel liegt. Fiir die Orte der Punktladungen gilt dann
X) = (0, 0, ll) X9 = (0, 0, lz)
und damit fiir das Potential

q1 q2
d(x) =P(x,y,2) = _
&) (:9.7) V2 + 2+ (z—4h)?2 2+ y?+ (2 — b)?

Nun losen wir die binomischen Formeln auf und benutzen die Identitét

_ \ﬁ
q2 = q1 I,

1 1
R e N N e R S PR

auf dem Blatt

(I)(l‘v Y, Z) =q

Zur Abkiirzung schreiben wir

2 +yt 42 =07

und schreiben den hinteren Nenner um

1 1
\/7’2 — 2zl + l% \/% — 2zl + 11l

=

Betrachten wir dieses Potential jetzt fiir einen Punkt auf der Kugeloberfliche. Fiir ihn gilt
sichtlicherweise:

TQZRQ

damit er auf der Kugel liegt. Setzen wir dies also ein

~ 1 1
q)(xaya Z) = -

\/R2 — 22[1 —+ l% \/lll2 o 2Zl1 + R122l1
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Mit der Identitit R? = [;l, auf dem Blatt wird hieraus

~ 1 1
P(x,y,2) = —

was offensichtlich 0 ergibt. Also haben wir die Behauptung gezeigt.

15. Aufgabe: Linearer Quadrupol

(a) Wir betrachten die Ladungen q1, ¢z, g3 mit
g1 =4q,T1 = (07 07 CL) q2 = _2q7 Iy = (07 07 0) q3 = q,rg = (07 O) —CL)

Fiir einen beliebigen Punkt r = (x,y,z) ergibt sich das Potential erst einmal als

Superposition der Einzelpotentiale:
Z 4di
i 1

Setze C' = 2?2 + y? und die Formel lisst sich ausschreiben als

q —2q q

B Y o P MY e E ==V oxm ey

Fiir sehr grofe Abstédnde berachten wir einfach eine Taylorentwicklung dieses Aus-

drucks fiir ¢ < 1. Dazu miissen wir die Taylorformel aufstellen

0P(x,vy, 2) N 182®(x,y,z)

d — P B oY, 2) 2 3
(.T, Y, Z) (.Z', Y, Z)a—O + da a:Oa 9 a2 a:()a + O(a )
1. Schritt ®(z,y, 2)a=0 = 0, denn
(I)(xawa)a:O = d 3 + _2q > + d 5
VO+(z—a? VC+22 O+ (z+0a)?| |
-2
¢ 2 4
VO +22 JC+22 O+ 22
2q —2q

N \/C+z2+\/0+22

2. Schritt %azo = 0, denn der mittlere Summand enthélt kein a (seine Ableitung
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ist also 0) und fiir die anderen beiden gilt:

0P(z,y,2) 1 2¢(z—a)(-1) 1 2¢(z +a)
da  2(C+(z—a)?)BP 2(C + (z + a)2) B2

und somit

0®(z,y,2) —Z N z _0
da a=0 q (C + 22)(3/2) (C’ i 22)(3/2) -
3. Schritt Der gesuchte Wert:

’d(x,y,2z) 0 (8(1)(x,y,z))

Oa? ~ Oa da

B 2 a—=z z4a
~ 5 ((0 Iy P G 7 R (o pen a)2)3/2>

Betrachten wir dies summandenweise:

P ( 0 - ) (O (=@ = Ba = (€ + (= = )2 — @)(=1)

Oa \ (C + (2 — a)?)*? (C+ (z — a)2)5?
1 B 3(z — a)?

(C+ (z—a)2)3?  (C+(z—a)?)?

und fira =0
1 322

(C+ 2232 (C + 22)52

2( z+a ) (CH+(z+a))P?=3(z+a)(C+ (2 +a)*)'?2(z + a)
0a \(C'+ (z +a)?)*?2) (C + (2 + a)?)0

1 3(z +a)?
(C+ (z+a)2)32 (C+ (2 +a)?)??

und fir a =0
1 322

(C+ 22)32  (C + 22)5/2

Insgesamt erhélt man also

PP (x,y,z) 6q2> 2¢  6g2* —2¢(C + 2?)

da®>  a=0  (CH+ 2202 (C+ 22032 (C+ 22)52
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Nun miissen wir unsere Ergebnisse nur noch in die Taylorformel einsetzen:

102®(x, vy, 2) 5
P(z,y,2) 0+ 0+ 3 02 ud”

und mit C' = 2% + y? erhalten wir

24 24 .2 3.2 2 2 9.2
@(m,y,z)%—qaﬂs +y +z z (x*+vy 2%)

@2+ 202 (@2 g2y 2)

(b) Nun wollen wir die Feldstarke zu diesem Potential berechnen. Zuerst in kartesischen

Koordinaten. Leiten wir also zuerst nach x ab:

0P ) 27 Sr (22 +y* — 227) 3a*qr (2* + y* — 42?)
o, 4 5/2 772 | T 772
Oz (22 + 2 + 22) (22 + 2 + 22) (22 + 2 + 22)
durch Anwendung der Produkt oder Quotientenregel. Fiir y ergibt sich analog

0P  3atqy (x® +y® — 427)
dy (x2 + y2 —|—z2)7/2

Das Vorgehen fii die z-Komponente ist analog, das Ergebnis aufgrund des anderen

Zahlers jedoch verschieden

0P 3a’qz(=32® - 3y* +22°)

0z (22 +y2 + 22)7

Insgesamt hat man fiir das E-Feld in kartesischen Koordinaten

z (2% 4 y* — 42?)
7| v (22 + y? — 42?)
z (32% + 3y* — 227)

3a’q

E(z,y,2z) = —-V®(x,y,2) =
(r.02) = V0L p2) = o

Fiir die Betrachtung in Kugelkoordinaten schreiben wir ® in Kugelkoordinaten um.

Es gilt

r? =2+ + 22 2z =rcosf

also > 5. )
O(r,0,9) = —qagu = %(3 cos® 0 — 1)

7D
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16.

Nun leiten wir dies nach r ab und erhalten

0P 3qa?
= q4a (3cos*f — 1)
r r
Nach 6 ergibt sich
0P 6ga®
- qga cos 6 sin
r

und nach ¢ sogar noch einfacher 0. Schreiben wir den V-Operator jetzt noch in

Kugelkoordinaten um (sieche UB 2), so erhalten wir

8(1) 15’@ 3@ 3 2 3C 82 1
R R qa .

E - (b — =

(r,0,9) Vi 5 €r+——9969+0<—> 1 2 cosfsinf

Aufgabe: Spiegelladung

Wir betrachten das Potential das entsteht, wenn die Ladung ¢ am Ort r = (0,0, a)
und die Spiegelladung g am Ort rg = (0,0, b) liegen. Um das Potential auferhalb der

Kugel nicht zu verfalschen, muss natiirlich R > b gelten. Das Potential lautet dann

_ q i dB
o 2 2 — 2 2 2 — b2
Vaityt+(z—a)? 2ty + (2 -b)

O(x) = @(z,9,2)

Damit jetzt die Kugel geerdet ist, also die Randbedingung erfiillt ist, muss zum Beipsiel

gelten
®(0,0,R) = ®(0,0,—R) =0 (1)

Da es sich hierbei nur um 2 Unbekannte handelt, benotigen wir auch nur 2 Gleichun-
gen. Wir werden zeigen, dass dann auch allgemein das Potential auf der Kugel 0 ist.

Berechne also ¢p und b iiber (1):

q dqB  a>R>b ( qB
®(0,0,R) = A
(0.0.8) = =0+ Ty «— R TR0
q aB q qB

®(0,0,—R) = =
(0,0, ~F) yR+ay+yR+by a+R+R+b
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Nun werden beide Gleichungen nach ¢p aufgelost und man erhalt

R—-10 R+
=0 "= e, (R=b)(R+a)=(R+b)(a—R)
Ausmultipliziert erhélt man

2
R)2—Rb+Ra—ab=Ra+ab—R>—br = b= —

a
Dies konnen wir wieder in die Gleichung fiir ¢ einsetzen und erhalten schlieflich

Nun setzen wir dies wieder in die Formel fiir ® ein und 10sen die binomische Formel
auf:

1
P(x,y,2) =q

R 1

Va2 +y? + 22 — 2za + a? a\/xQ—l—y?—i—z?—&—l—R—;
Fiir bessere Ubersichtlichkeit setzen wir r

2

= 22 + 3% + 2? und vereinfachen weiter:
1 1
(z,y,2) =1¢q

V2 —2az+a® \/(a_];:)z — 2za + R?

Befinden wir uns jetzt gerade auf der Kugel, so gilt 7> = R? und das Potential wird
gerade 0. Also ist die Randbedingung fiir diese Wahl der Spiegelladung erfiillt.
(b) Benutze

dro =nkE |

Achtung: Es muss die ganze Feldstérke betrachtet werden, die Ergénzung sei dem Leser
iiberlassen.

Wir wollen das E-Feld der inneren (Spiegel-)Ladung in radialer Komponente betra-

48



chten, deshalb schreiben wir ¢ in Kugelkoordinaten um

1

(I)(T,H’QS) = —q
\/(%)2 — 2rcosfa + R2

Geéindert hat sich eigentlich nur die Darstellung von z. Nun leiten wir nach r ab, um

E,. zu erhalten:
&7 —acosf
E.=q

<(%)2 — 2racosf + R2>3/2

und fiir r = R (also auf der Kugelschale)

1 —cost

E(R), =qa
(8) (a2 + R? — 2a cos 0)*/*

Somit ist die Ladung auf der Kugel (abhéngig von 6):

o(6) = - E(R),

Die Kraft auf die Ladung wird natiirlich durch die Anziehung der Spiegelladung her-

vorgerufen. Diese hat das Potential
—q
\/(%)2 — 2za + R?

Aus Symmetriegriinden ist die Kraft in x und y-Richtung Null. Deshalb soll hier nur

dp(x,y,2) =

die z-Komponente berechnet werden. Zuerst leiten wir daraus das elektrische Feld in

z-Richtung her. Dazu leiten wir die Formel fiir ®5 nach z ab und beachten 7? =

22 +y? + 2%
a22
oo, a(%—a)

0z <(%)2 94+ R2> 32

und an der Stelle der Ladung, also fiir r = z = a gilt

a® — R%a a? — R? qaR

_E — — =
2(07 Oa CL) qR(a4 — 2R2a2 + R4)3/2 (a2 _ R2)3 (Cl2 _ R2)2
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Also ist die Kraft mit F = Eq

in z-Richtung zum Ursprung hin.

6. Ubung
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Aufgabe 1: Dielektrika 3

Gegeben seien zwei dielektrische Halbraume mit den Dielektrizitdtskonstanten e und €.
Im ersten Halbraum (¢) befinde sich eine Ladung ¢ im Abstand a von der Grenzfldche.

i) Berechnen Sie das elektrostatische Potential dieser Anordnung (Hinweis: Methode 2P
der Spiegelladungen).

i1) Diskutieren Sie die Fille e = ¢ und ¢ — oo. 1P

Aufgabe 2: Greensche Funktion 6

Auf der Oberfldche einer Kugel mit Radius R sei das Potential U (6, ¢) vorgegeben.

i) Geben Sie die Greensche Funktion G (%, #") fiir das Dirichletsche Randwertpro- 1P
blem fiir den Aufienraum der Kugel an.

*8. November 2011 19:05 Uhr

(bitte wenden)



Hinweis: Zeigen Sie, dass das in Blatt 4, Aufgabe 3 berechnete Potential bereits
Gp fur den speziellen Fall 2/ = (0,0, 2’) ergibt, und finden Sie hieraus G fiir

allgemeines 7.

Wie lautet Gp fiir den Innenraum der Kugel?

ii) Zeigen Sie, dass das Potential im Innenraum r» < R (Auflenraum r > R) in der 1P

Form

R|R? — r?| U, ¢
O(r,0,p) = ————— & 7
(T, 790) A7 /d (r2 + R?2 — 2rRcos 04)3/2 ’

dargestellt werden kann, wenn der Innenraum (AufSenraum) der Kugel ladungs-
frei ist. Hierbei ist cos @ = cos § cos ¢’ + sin 0sin &' cos(p — ¢') und d€¥ = sin ¢'df'dy’.

iii) Berechnen Sie mit Hilfe von i) das Potential entlang der positiven z-Achse fiir die 2P
auf der Kugeloberfldche vorgegebenen Potentiale U; = ¢ = const und U, = cos 6.
Entspricht das Resultat fiir U; Thren Erwartungen? Wenn U, als von einer La-
dungsverteilung erzeugt gedacht wird, was kann fiir die zugehorige Gesamtla-
dung aus dem Resultat fiir &(z > R) geschlossen werden?

iv) Zeigen Sie, dass das Potential aus i) fiir r < R in die dquivalente Form 2P
7’9,(,0 z Z C(lm< ) m(e 90)7
I=0m=

ubergefiihrt werden kann, wobei

Oy = / dYE (0, U0, ) .

Aufgabe 3: Potential im Quader 3

Gegeben sei ein Quader mit den Kantenldngen a, b und c in -, y- und z-Richtung. Alle
Seitenfldchen bis auf zwei befinden sich auf dem Potential Null, nur die Flachen z = ¢
und y = b haben beliebige Potentiale U(z,y) und V(z, 2).

i) Berechnen Sie das Potential im Inneren des Quaders. 2P

ii) Was ergibt sich fiir den Spezialfall U = V' = k = const? 1P



17. Aufgabe: Dielektrika

Wir setzen fiir das Potential ¢ einen Tei ¢; im Halbraum mit der Ladung ¢ an und einen

Teil ¢ im Halbraum ohne Ladung. Fiir das erste Potential setzen wir

= d + a a
elx — a| elx + a

$1(x)

mit einer noch zu bestimmenden Konstante o und dem Vektor a mit Lange a in z-Richtung
von der Trennschicht weg. Im Halbraum 2 gibt es keine Ladung und deshalb auch keine
Spiegelladung (wiirden wir eine ansetzen, so miisste sie sich in diesem Halbraum 2 befinden

und wiirde somit das Ergebnis verfélschen!). Wir setzen also

17
elx — a|

Pa(x) =8

wieder mit einer Konstanten f3.
Nun betrachten wir die Stetigkeitsbedingungen. Einmal muss die Tangentialkomponente

von E stetig sein. Mit der (etwas stérkeren) Forderung

o1 = P

fiir die Grenzfliache ist auch die Tangentialkomponente von E auf jeden Fall stetig. Also

muss gelten

q

eV a® +y* + 22

q

s
eV a? +y* + 22

¢1(an7z) = (1 + Oé) = ¢2(an7z) =
oder einfach
l+a=p

Die andere Bedingung betrifft die Normalkomponenten von D = ¢E, also die Ableitung
von ¢ nach der Normalen x. Da keine freien Ladungen vorhanden sind, miissen auch diese

an der Grentflache {ibereinstimmen, also

8¢1 aq /aqb? / aq
R = —1 g _— = —
“on (0.9,2) 86(@2 + 42 + 22)3/2) (-l+a)=¢ on (0., 2) c e(a®+y%+ 22)(3/2)ﬁ
oder einfach
e(l—a)=¢€p
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Die beiden Gleichungen fiir o und g lassen sich jetzt auflésen und man erhélt

€ 2e
:—2— =
B=S0-8) b=
und .
e—¢
pr— —1:
a=p e+ &

Fiir ¢ =& ergibt sich

da der hintere Teil gerade wegfallt und

P2(x) = ¢1(x)

da auch im Nenner dann 2¢ steht. Also insgesamt das ganz normale Potential einer Punk-

tladung im Dielektrikum mit Dielektrizitdtszahl e (wie erwartet).

Fiir ¢/ — oo geht
a— —1lund g8 — 0

und somit

G1(x) = ——2 d $a(x) = 0

T ex—al ex+al

Dies ist das Potential, welches von einer Punktladung vor einer Metallplatte erzeugt wird
(mit um e verminderter Ladung). Das Medium mit ¢’ — oo kann als perfekter Leiter

aufgefasst werden.
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18. Aufgabe: Greensche Funktion

(1) Auf Blatt 4 Aufgabe 3 wurde ein Potential der Form

1 R 1
V1?2 —2za + a? CL\/T.Q_%_F?_;

P(x) =¢q

berechnet mit r = |x| und x’ = aé,. Die dazugehodrige Greensche Funktion lautet also

1 R

,,,/

G0 = Sl

mit dem neuen Vektor x/; der in die Richtung von x’ zeigt, aber nur noch die Lénge
R?/r" hat. r’ soll hier immer die Linge von x’ angeben. Diese Greensche Funktion
erfiillt sichtlich das Problem in Aufgabe 3 auf Blatt 4. Doch auch fiir ein allgemeines
x’, das nicht auf der z-Achse liegt, ist dies eine mogliche Greensche Funktion. Denn
bei einem allgemeinem x’ lassen sich die Achsen so drehen, dass x’ wieder auf der z-
Achse liegt und die Greensche Funktion geht in die einfache Greensche Funktion von
Aufgabe 3 Blatt 4 {iber.

Betrachte also jetzt x und x’ in Kugelkoordinaten, also

rsin 6 cos ¢
. . /
X = | rsinfsin¢ x analog

rcosf

Méchte man jetzt den Abstand |x — x| zweier Vektoren in Kugelkoordinaten bes-
timmen, so muss man die Differenz aller kartesischer Koordinaten quadrieren und
summieren. Dabei ergéinzen sich die Terme mit 72 und 72 jeweils mit sin? 4+ cos? = 1

und man erhalt
Ix — x| =72 + 7% — 2rr'(cos  cos 0 + sinfsin §'(cos ¢ cos ¢’ + sin ¢sin ¢')))
Beim letzten Term benutzt man noch

cos ¢ cos ¢ + sin ¢ sin ¢’ = cos(¢p — @)
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und erhalt

GD(X7 Xl) ! -

- \/7»2 + ()% — 2rr' cos a \/7‘2 + (f_f)? — 27“?—,2 cos &

i

mit der Definition von cos « auf dem Blatt. Fiir den Innenraum lautet die Greensche

Funktion genauso, mit gleichem Vorzeichen, da nur x und x’ die Rollen tauschen.

Im Aufsenraum zeigt die Ableitung der Normalen nach innen, deswegen kommt noch

ein Minus davor, im Innenraum hat die normale ein postives Vorzeichen.

Wir benutzen den Greenschen Satz und kommen auf

o) = [ Gole o) - 1= [[an 280X
14 1%

Nun befindet sich aber im gerade betrachteten Teil keine Ladung, also féllt der erste
Summand weg. Fiir ¢(x) setzen wir U (¢, ¢'), da so das Potential auf der Randfldche

des Volumens definiert wurde (siehe Aufgabenstellung). Auferdem erhalten wir mit

dA = 7?sin 6 df d¢ die Gleichung

R? 9G D
o) = -7 | A
%

u(e',¢')

Die Ableitung von GGp nach der Normalenkomponente ist gerade die Ableitung nach

r’. Zuerst fiir den Aufenraum: Diese ist gegeben durch

0Gp(x,x) R/r" N R/ (rr' R? cos oo — R*)

on’ \/7"2 + (f—,z)z — 27’17?—,2 coS o (7“2 + (R—/2>2 - 27"15—/2 Ccos a)

3/2

T

cosar —1r'

(r2 + ()% — 2r1’ cos a)3/2

und mit v = R

7a2 - R2
R(r? — 2rRcosa + R2)*?

Fiir den Innenraum bekommt man gerade ein anderes Vorzeichen. Da dann aber r? —

R? < 0 ist, kann man auch einfach |r* — R?| schreiben und erhélt immer das richtige
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Vorzeichen. Insgesamt ergibt sich also die Formel auf dem Aufgabenblatt:

R|R? —r? U,y
47 s (r2 —2rRcosa + R?)

Nun sollen exemplarisch ein paar Potentialverteilungen betrachtet werden. Der Punkt
x liegt immer auf de z-Achse. Fiir ihn gilt also # = 0 und r = 2. Insbesondere ist also

cosa = cosf'.

Fiir das Potential U; = g Jetzt lautet die Gleichung fiir ¢:

o(z) = qR|R* — 27| / sin @ d¢’ d¢’
dm o (22 — 2zRcos 0 + R2)*?

Da der Integrant nicht von ¢’ abhéngt, liefert dies den Faktor 27. Gliicklicherweise

steht im Zé&hler schon fast die Ableitung des Nenners und man erhélt

¢(Z)__q|R2—z2] ( 1 B 1 )
2z V2+ R2+22R  V22+ R?2—22R

_ qR® =27 I
B 2z z+R| |z—R|

Fir R > z wird daraus ¢ = ¢ und fiir R < z g. Dies war zu erwarten, denn das

Potential ¢ erzeugt sozusagen eine Gesamtladung ¢R im Nullpunkt und deshalb lasst
sich das Potential auferhalb (sehr salopp!) also % schreiben. Innen muss das Potential

konstant sein (aus Symmetriegriinden und da E 0 ist.).

Fiir das Potential U; = cosf Hier lautet die Gleichung jetzt

o(2) R|R? — 22| / sin @ cos @' d¢’ d¢’
Z) =

dm 3 (22 — 2zRcos 0 + R2)*?
Wir benutzen partielle Integration mit den Teilfunktionen

f = sin 0’ fe— 1 1
Rz (22 — 22Rcos ¢ + R?)"?

(22 — 2zRcos 0 + R2)*?
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und

g=cosl ¢ =—sint

Also erhalten wir fiir R > z (Rechnung analog zu oben)

o) = 5
und fir z > R .
P(2) 2

R

an ’n:RE — _27TR

Q Z{ =0 dA =2R
Qges = 0
(4)
#lr,0,¢) = Z Z Cim <—> Yim (6, )
Mit o

Clm - /dQ,YZ:n(Q/’ gpl)U<0/’ SOI)

¢ _ R|R2 _ 7"2| /dQ, U(Ql /)
Am (r2 + R? —QTRcosoz)%
1 1
lz —af| (72 1

+ R2 — 2rR cos 04)

T'/:R / /
- Z Z 2l +1 Rl+1 lm(e ) P )Ylm(ga 90)

=0 m=—1
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Verwende % =1

1 o0
R

(rR)z (t+1 —2(:0304)%

m=—I
d von dem oben driiber 1 1— %

dt - _5 1 3
(t+ 1 —2cosa)?

0o l 1

4r(l + =

=30 3
— 2041

R(R? —r?) _ i

(r2+ R? — 2rRcos )

Nl

Somit l
0= Y (3) [ v i@ o)
=0 m=—1

Mit der Definition von C},, steht das gewiinschte Ergebniss da.

19. Aufgabe: Potential im Quader

(i) Wir setzen die Laplacegleichung fiir das Potential ¢ in kartesischen Koordinaten an

02 02 02
22° T 92?52 ?=°

Als Ansatz wihlen wir jetzt (motiviert durch den Ansatz in der Vorlesung) ¢ = ¢1 + ¢

mit

b= Aumsin(,s) Sn(Buy) sith(yumz)  dr= > Bumsin(ane) sin(@,2) sinh(7),,3)

n,m=1 n,m=1

mit
nm mm
anIF ﬁm:T f)/nm:\/a%—i_ﬁr%
und analog
nm mm
W=y =T = VRO



¢ erfiillt die Laplacegleichung Betrachte exemplarisch ¢; (mit vertauschten Koor-

dinaten funktioniert die Beweisfiihrung fiir ¢, analog). Dann ist

O’
0x?

= — Z Anmai sin(a,z) sin(B,,y) sinh(Ynm2)

n,m=1

da die doppelte Ableitung des Sinus der negative Sinus ist. Aufserdem

1
Oy?

= — Z Anmﬁi sin(anx) Sln(ﬁmy) sinh(’yan)

n,m=1
analog. Schlieflich gilt noch

¢y

022

= Z Anmfyi sin(ay,z) sin(B,,y) sinh(Ym 2)

n,m=1

da die doppelte ABleitung des Sinushyperbolicus wieder der Sinushyperbolicus
ist. Nun sind aber die Konstanten «,, 8,, und v, gerade so gewihlt, dass a? +
B2 —~2,. = 0 gilt und damit erfiillt ¢; die Laplacegleichung. Also erfiillt auch
ganz ¢ die Laplacegleichung.

Die Randbedingungen sind erfiillt. Es gilt
sin(0) =0 sin(nm) =0 sinh(0) =0
fiir alle n € N und damit auch
60.)=0  9(.0.)=0  (..0)=0

und
¢(av'7')20 ¢1('ab7’)20 9252('7'76) =0

Somit sind die Randbedingungen fiir die 4 trivialen Seiten erfiillt. Fiir die Seite

z = c gilt jetzt

Ulz,y) = ¢(x,y,c) = p1(x,y, 2) = Z Apm sin(a,x) sin(8,,y) sinh(v,,,¢)

n,m=1
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oder anders geschrieben und etwas erweitert

2 2
A 2.
\/_bsmh ’anc Z nm\/781n ana:)\/;sm(ﬁny)

n,m=1

Nun konnen wir die Orthogonalitit der Fourierreihe ausnutzen und dies mithilfe
der konjungierten Funktionen (die in diesem Fall die selben sind!) auf beiden Seit-
en erweitern. Wahle also feste n, m € N. Auf der rechten Seite steht also nur dann
etwas, wenn diese n,m auch getroffen werden, also nur bei einem Summanden.

Insgesamt erhélt man

il // _Ulry) () sin(a,x) sin(Bny) = Apm

smh (YmnC

und vollkommen analog

4 a c
" // dxdz %Sin(a,ﬂ?) sin(3),2) = Bum
00

Somit sind auch die Randbedingungen erfiillt. In der Kugel herrscht also ein

Potential mit diesen Konstanten.

(ii) Mit V = U = k konstant werden die A, und B,,, zu

a

a b b
4
= // Y ool ijc) sin(a,x) sin(B,y) = pr R smh o) // dxdy sin(a,z) sin(S,,y)
0 0

Dieses Integral ist jetzt einfach analytisch 1osbar. Mit [ dx sin(z) = —[cos(x)]j = 2

erhalt man
4 4k 2-2 81 1
" absinh (Ymn) anBn w2 namsinh(Yume)

und wieder analog
8 1 1

Bnm = T . 15, I~
w2 nm sinh(vy!, b)
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und insgesamt

8 X1/ . sinh(yamz) | oo SIh(,,Y)
o(z,y,2) = — n;ﬂ — (sm(omx) Slﬂ(ﬁmy)m + sin(onz) Slﬂ(ﬁmz)m

. Ubung
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Aufgabe 1: Potential auf der Kugeloberfliche 3

Auf der Oberfldche einer Kugel mit Radius R sei das Potential U (0, ¢) vorgegeben, und
der Raum sowohl innerhalb als auch aufierhalb der Kugeloberfldche sei frei von La-
dungen. In Blatt 5, Aufgabe 2-iv) wurde gezeigt, dass sich das Potential innerhalb der
Kugeloberflache als

D(r, 0, ) = z Z sz< ) Yim (0, ),

= [ Y, 0.0 ).

ausdriicken lasst.

i) Wie lautet das entsprechende Resultat fiir das Potential aufserhalb der Kugelober-
flache?

*15. November 2011 19:15 Uhr

(bitte wenden)
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i) Beniitzen Sie die obige Formel (und das entsprechende Resultat aufierhalb der Ku-
geloberfldche), um die Potentiale inner- und aufSerhalb der Kugeloberfldche fiir
die vorgegebenen Potentiale U; = cos?§ und U, = sin 6 sin ¢ auf der Kugelober-
flache zu berechnen.

Aufgabe 2: Multipolentwicklung 2
Berechnen Sie alle Multipolmomente fiir

i) eine Kugel mit Radius R und homogener Ladungsdichte p(7") = p, = const.

i) die Ladungsverteilung

_ q 2 —r/a ;. 2
p(ﬂ—647ra5re sin“f, a>0.
Aufgabe 3: Dielektrische Kugel 4

Eine dielektrische Kugel mit Radius R und Dielektrizitdtskonstante ¢ wird in ein ur-
spriinglich homogenes elektrisches Feld in z-Richtung (d.h. E = ké.) eingebracht.

i) Berechnen Sie das resultierende Potential im ganzen Raum. Hinweis: ® erfiillt die
Laplace-Gleichung (warum?). Beniitzen Sie fiir die Losung den zylindersymme-
trischen Ansatz ® = ¥,(A;r + Byr='=1) P(cos 0).

ii) Beschreiben Sie die resultierenden Felder im Innen- und Auflenraum der Kugel.
Geben Sie die Polarisation der Kugel und die Polarisationsflachenladung an.

Aufgabe 4: Stromdurchflossener Kreisring 3

i) Berechnen Sie die magnetische Flussdichte eines stromdurchflossenen Kreisrings
mit Radius R fiir einen Punkt auf der Achse des Rings im Abstand a vom Mittel-
punkt. Diskutieren Sie die Grenzfélle ¢ < Rund a >> R.

ii) Zwei gleichartige, scheibenférmige Spulen, deren Hohe gegen ihren Radius R ver-
nachléssigbar ist, sind so angeordnet, dass sie die z-Achse als gemeinsame Sym-
metrieachse haben und ihr Abstand gleich 4a ist. Die erste Spule befindet sich an
der Position (0, 0, —a) und wird vom Strom / durchflossen. Die zweite Spule befin-
det sich bei (0, 0, 3a), und in ihr fliefit der Strom —8I. Wie muss a gewdhlt werden,
damit B an der Position z = 0 verschwindet?

2P

1P

1P

2P

2P
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20. Aufgabe: Potential auf der Kugeloberflache

(i) Setze t = £ ' = R

oo l

1 1 47 R!

= Iy v,
S (7’2+R2—27’Rcosa)% ZZ;; 2 + 1 plr1 im™!

Umformen und einmal nach ¢ ableiten gibt

durch umformen ergibt sich

(r2 + R? — 2rR cos a) 1=0 m=—1

Mit

2 _ p2
b= l/dQ'U(G’ ) R|r* — R?|
(T2+R2—2chosa)

¥a()

Nlw

(ii) Wir entwickeln zuerst einmal in Kugelfunktionen. Dazu betrachten wir

Yio = 5=

Vi = Le-i%, /2 sing Yio = 4y/2 cos Vo = Lo /2 sing

Yooy = ey /32 cosOsinf Yy = \/5(3 cos0? — 1) Yy = —1ei@\ /1 cosfsind

Um jetzt U; und U, darzustellen, wihlen wir die Linearkombinationen

4 m \/5
Uy =cos?0 =~/ = | Yoo + Y,
oo 3\/;(20+ > )
. ) .27
ngSlnﬁsquS:zU?(Yu—l—Yl_l)
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die man schon fast durch scharfes Hinsehen, spéatestens aber durch Ausprobieren findet.
Da die Kugelflichenfunktionen nach Definition orthogonal sind, ergibt das Skalarpro-
dukt im Integralraum von Y}, mit dem jeweiligen Yy, Yoo bzw. Yi_1, Y]; genau dann

1, wenn die beiden Indizes gleich sind. Fiir U; ergibt sich also

2 4 I
Coo—gﬁ 020—§ g
und fir Us
2T
Cioi=Ch =1 3

also gerade die Indizes vor den Kugelflachenfunktionen. Die restlichen C's sind jeweils
Null. Setzt man dies jetzt in die Formel auf dem Blatt ein, so erhdlt man fiir das

Potential Innen fiir U;:

¢1(r,0,0) = Coo (%)OYOO(@, ¢) + Co (%)23/20(9, )
_—\/— 24\/7 \/7 300802—1 %(1—%4-3}{—22608 9)

und fir Us
r. |2 (A .
¢1(r,0,0) = }—%2\/ ?(Yn +Yi) = ﬁsmﬁsmqﬁ

nach der umgekehrten Rechnung wie oben. Fiir den Aufenraum ergeben sich die selben
Ergebnisse, nur das der Bruch r/R immer umgekehrt wird und die Potenz um eins
erhoht wird.

21. Aufgabe: Multipolentwicklung

Die Formel fiir die Multipolmomente ist gegeben durch

im = / Yir,(8,9)r'o(r, 0, 6) dx® = / Yira(6.0)r2p(r.6,6) sin ) dr a9 do

Da beide gegebenen Ladungsverteilungen von ¢ unabhéngig sind, kann man auch schreiben

Qim = /dr dgr™*2p(r, 0) Sin@/Ylfn(a@dgb
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Fir m # 0 sind die Kugelflichenfunktionen aber gegeben durch
Yin(0, ¢) = C(0)e™?

und damit verschwindet das Integral fiir m # 0 und fiir m = 0 erhélt man nur den Faktor

2m. Insgesamt also
Qo = 2 / dr dOr'2p(r, 0)Y;5(6) sin 0

und alle anderen g¢;,, = 0. Fiir m = 0 sind die Kugelflichenfunktionen gegeben durch

Yio(6) = | L Beost) = vi(6)

Auferdem fiihren wir noch die Substitution u = cos#,du = — sin df durch und erhalten:

2041
Qo = —2m4 4—; /dr du 72 p(r, 0(u)) Pr(u)
(i) Im ersten Fall ist p = py = const. Wir konnen also schreiben

1
/21 1 /21 1 RIF3
Qo = —2m + /dr/du " 2p(r, 0(uw)) P (u + p0l+3 /du P(u)

Im hinteren Schritt wurden die Grenzen vertauscht (deshalb verschwand das Minus).

Jetzt benutzen wir noch 1 = F, und

1

2
PP/: (5/
/ll 21—{—1”

-1

und erhalten

1
2041 RS 2041 R 2
—9 du P(u)Py(u) = 2 )
o = 2T\ =0 p°l+3/ u Fi(u) Po(u) = 2m\[ = —po——5 57— %0

-1
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Die Deltafunktion ist fiir [ # 0 Null, also verschwinden alle Terme aufer

/1 R? 1
= 4 _— _— = —
qoo m 47TPO 3 \/EQ

mit der Gesamtladung Q = 37 R%p.

Wieder setzen wir das Potential ein und benutzen
) 2 5 2
sin“=1—cos* =1—u" = g[Po(u) — Py(u)]

Damit erhalten wir

q ) + 1 7 144 _—r) /1 2
— 2 d r/a d —P P B P
(o 64mwa® 7T\,/ A / rree » u 3 () [ Po(u) 5 (u)]

Also ergeben sich nur fiir [ = 0 und [ = 2 Werte, da sonst der Term P[Py — P5] keinen
Wert hat. Fiir [ = 0 erhalt man f PPy = 20,9 und damit

29 1 [ ..,
_ 4 - r/a g
doo 185 \/dn / re r
0
Das Integral ergibt (nach mehrfacher partieller Integration)
—ae”a (24a* + 24a’r + 12a%7* + dar® + 1*) [1Z5° = 24a°

und damit der gesamte Term

9
qoo = \/E

Fir | = 2 erhélt man — f PP, = —%512 und dann

G20 = — 205 /7“66_’"/“ dr
5. 48ad V2V
0

Das Integral ergibt diesmal 720a® und insgesamt

_ —0q
420 \/E
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22.

Richtige Losungen ::

C_Ioozzﬁ

Y
G20 = —3qa’ \/j
0

Aufgabe: Dielektrische Kugel

Die Potentialverteilung erfiillt die Laplacegleichung
V=0

da keine freien Ladungen vorhanden sind (und damit die Ladungsverteilung 0 ist).
Dies kommt daher, dass sich in der Kugel und im Raum aufsen herum keine Ladung
befindet (diese befindet sich nur auf der Oberfliche der Kugel). Wir wihlen den zylin-

dersymmetrischen Ansatz fiir das innere ¢; und das dufsere Potential ¢,:

¢i = (Ar'+ Br " )P(cost) ¢y =Y (Air' + Bir~'"!)P(cos0)
l l

Durch Benutzung verschiedener "Randbedingungen” kommt man nun zur Losung. Wir

iibertragen immer die Ergebnisse eines Schrittes schon auf den néchsten:

¢; < oo fiir r < R Vor allem auch fiir » — 0. Deshalb miissen alle B; = 0 sein (weil

sonst 7!~ fiir r — 0 gegen unendlich geht.

¢o — —kz = —krcosf Dies wissen wir, weil das duflere Feld in grofser Entfernung
immer noch gleich bleibt. Also sind alle A} = 0 bis auch das fiir [ = 1. Da gilt
Al = —k.

¢; = ¢, fiir r = R An den Randflichen muss das Potential iibereinstimmen, damit
die Tangentialkomponente des E-Feldes stetig ist. Betrachten wir also ¢; — ¢, fiir
r=R:

Z(AlRl — B/R7"NP(cosf) = —kRcosf = —kRPi(cos )
I

Diese Differenz muss jetzt Null sein. Da die P, orthogonal und vollstiandig sind
(wobei hier vor allem die Orthogonalitdt wichtig ist), reicht es, nur die einzelnen

Faktoren vor den Legendrepolynomen fiir jedes [ getrennt zu vergleichen. Also
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fiir l #1

AR —BR"™ =0 = A/ =BR?*!

da auf der rechten Seite nur P, vorkommt und fiir [ =1

Im Moment haben wir also

! B/
b EO + (—k: + E;) rcosf + Z B/ R 7' P(cos b))

1>1
B B
g = —2 + (—k‘r - —21) cos 0 + Z Bjr~1Py(cos §)
" " I>1
D,, = D,, Die letzte Bedingung betrifft das D = ¢E-Feld. Die Normalkomponente an
der Grenzflache r = R muss stetig sein, also

5a¢l o a¢a
or  Or
fiir r = R. Leiten wir also ab und setzen r = R ein:

, B
%¢Z = (—k + R—;) cos + Z IB/R™'"2P(cos 0)
r

I>1
B 2B;
a;a = _Eg + (—k - R31> cos ) + g B/R™'7?(—1 — 1)P/(cos )
”

>1

Wieder nutzen wir den Koeffizientenvergleich mit den Legendrepolynomen: Fiir
[ = 0 erhalten wir sofort B = 0. Fiir [ # 1 steht dort

elBjR7"2 = BIR™7*(—1 - 1)

Da el aber (im Allgemeinen) ungleich —! — 1 ist, ist die einzige Losung B] = 0.
Fiir [ = 1 erhélt man schliefslich

B 2B
—ka—i—ﬁe: —k — 7
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und damit
_ RPk(e—1)

B
e+2

Unsere Ergebnisse konnen wir jetzt zusammensetzen und erhalten

-1
O = (—k’+k(€ 2)>r0080:— Sk rcosf = — Sk z

€+ €+2 €42
R3k(e — 1)
o= | —kr+ ———7= 0
) ( T+ T2(€+2>>cos
Die Bedingungen werden offensichtlich erfiillt.
Korrektur:
Es gilt

— — — — — —1 —
<D:E+4ﬂ%:d2:¢F%:CE )E
T

Nun betrachten wir die Felder. Zuerst im Innenraum: Hier ist die Ableitung nach den

Koordinaten x udn y offensichtlich 0. Fiir die z-Komponente erhélt man

0 3k

E, = -
0z e+2

Also ein konstantes Feld in z-Richtung welches durch das Material verdandert wurde

(es hat nichtmehr die Stérke k). Insgesamt

3k .
= ez
e+2

Nun zum Feld im Aufenraum: Hier betrachten wir jetzt die Ableitung in Kugelkoor-

09 =k <1+%) cos 6

dinaten. Es ist

~ or r3(2+¢)
Oba R3(e—1)\ .
—%—k(—T—Fm sm@
Also 96 196
S A
2R3(e — 1) . R(e—1)\ . .
A I I e S T G
k;( + P21 e )cos@er—i—k( + r3(2+8))sm969

Diese Felder wollen wir uns jetzt vorstellen:
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23.

dann

3k(e —1
o 3he—1)
e+2
Betrachtet man jetzt noch das Potential aufsen, so findet man im hinteren Term das

Dipolpotential schon versteckt (es steht schlieRlich r? im Nenner). Man erkennt

Rk(e —1) .
= —ez
P e+2
erfiillt gerade
¢a = —kz + E
rf?

und somit ist p das Dipolmoment.

Aufgabe: Stromdurchflossener Kreisring

Wir betrachten ein infinitisimal kleines Stiickchen des Kreisrings 1 und den Betrach-

tungspunkt a an den Koordinaten

Rcos@
1= Rsin® a=
0

Q@ O O

Das Kreisstiick wird also durch 6 parametrisiert mit

—Rsin6
o Rcosd
50— cos
0

und die Verbindungsstrecke zwischen a und 1 ist gegeben durch

—Rcost aR cos0
a—1l=| —Rsinf la—1)? = R? + a? Jlx (a—1)= | aRsinf | 00
a R?
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Wenden wir nun das Biot-Savartsche Gesetz an, so erhalten wir

2 (aR cos6

I fdix(a-l) I 1 ,
B(a) - E% Ha— 1||3 - E(RQ +a2>(3/2) / (IRS;HH de
0 R

Das Integral iiber eine Periode des Sinus sowie des Cosinus ist gerade 0 (was aus
Symmetriegriinden sowieso klar war). In der z-Komponente kommt nur ein linearer

Term hinzu, der mit den Grenzen zu 27 wird. Man erhélt also

I R?

und fiir die anderen Komponenten 0.

Fir a > R Wir stellen um

I R? I R? 1
B =2 s o ~ e (2 )

2
Wir benutzen die Taylorreihenentwicklung von
(22 +1)32x1—3224 ...
und fiir x = R/a sehr klein sogar
(% + 1)_3/2 ~ 1

Insgesamt ist die Naherung

was der eines Dipols gleichkommt.

Fir R > a Wir verfahren analog und stellen wieder um

I R? I1 1 ol
B(a). = 2n— s —5immy = 21— 5 572)
R+~ TR (s )@ T Re
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(ii) In der vorigen Aufgabe wurde das B-Feld eines Kreisringes in z-Richtung berechnet.
Hat eine ganze Spule (mit vernachlissighbarer Hohe) jetzt N Windungen, so ist das

erzeugte Feld gerade
R2
(R? + 22)B/2)

Die beiden Felder der beiden Spulen addieren sich. Am Punkt z = 0 hat die eine Spule

I
B(z), = N27n—
c

mit I = I einen Abstand von z = a und die andere Spule mit I = —8I einen Abstand

von z = 3a. Wenn das Feld also verschwinden soll, muss gelten

1 8
B(a) —8B(3a) =0 = (R2 + a?)B3/2) - (R? + 9a2)3/2)

Wird die ganze Gleichung mit 2/3 potenziert und umgestellt, so erhdlt man

R? +9a® = 4R? + 44>

3

also

8. Ubung

24. Aufgabe: Wasserstoffatom nach Thomson

" / EdA = 4r / pdV

mit

e=pV = 47:3%
Somit
E, = %
Wegen Kugelsymmetrie
E=Eeé = %F

Und somit
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(b) F = m%, 7(t) = 7 exp (iwt) Einsetzen in F' = —e - E ergibt

2
2 6

w =
mR3

3 e \2 1
= (%)a

25. Aufgabe: Ladungen iiber geerdeter Flache

und somit

Spiegelladungen von ¢ als —¢ bei —de., und von —@Q als @ bei —2de’,.
Kraft auf Ladung ¢ ergibt

= L (@ q Q\
F = _—— — e =
¢ <d2 @ Toe) 7
Und somit 0
“=u

26. Aufgabe: Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten

(a) Ansatz
¢ = R(p) - Q)
Somit L/ 96 | 0%
20 i i
Ve p <p3p> p* 0p? 0
Dies ergibt
W (p@) _ 2
R(p) \" Op
100 _ o
Q O

Mit Q(¢) = Q(¢ + 2) folgt n € N.
Falls n # 0 Q(¢) = Q(¢) = ¢, cos(ny) + d,, sin(ny)
n=0Q(p)=co+ dop

—

Fallt weg wegen Periodizitdtsbedingung
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n# 0 R(p) = anp" + bpp™"
n =0 R(p) = ap+ by In(p)

Also .
¢ = agln(p) + Z p" (¢, cos(ny) + d, sin(ny))
n=—00,n#0
es gilt
lim ||¢ + Fox|| = lim ||¢ + Egpcos(p)
pP—00 p—>00
Somit

c=—F, ¢; = 0 sonst

Da der Zylinder ungeladen ist, gilt

CL():O

Tangentialkomponente an Zylinderoberfliche muss verschwinden.

0 ! : — :
a—z\p:a = 0 = Eyasin v+ ; p " (—ncy, cos(ny) — nd, sin(ne))
Also .
—FEpasinp = Z a " (—nc_, cos(ny) — nd_, sin(ny))
n=1
somit
d_1 = aon, C_p = d_n =0
Also
o2
6 = —Ey cos(p) <p - ;)

. Ubung

77



UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111
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Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 12.12. 11

Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 14. 12. 11
Name: ...

Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):

D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4

Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot

D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8

Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis
Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12
Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn

D Gruppe 13

Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Leiter mit Bohrung 3

Ein zylindrischer gerader Leiter mit Radius a hat parallel zu seiner Symmetrieachse eine
kreisformige Bohrung vom Radius b, deren Mittelachse im Abstand d von der Symme-
trieachse des Zylinders liegt (es gilt a > d + b). Die Stromdichte j im verbleibenden
Material ist homogen und parallel zur Zylinderachse gerichtet. Bestimmen Sie die ma-
gnetische Flussdichte innerhalb der Bohrung und driicken Sie diese durch den gesam-
ten Strom I aus.

Aufgabe 2: Rotierende Ladungsverteilung 4

i) Ein Zylinder mit Radius a und Ho6he h trage die Ladung ) (gleichméfiig auf der 2P
Oberflache des Zylindermantels verteilt) und rotiere mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit um seine Achse. Bestimmen Sie die dadurch erzeugte Stromdichte
und das magnetische Moment.

*29. November 2011 17:17 Uhr
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ii) Wie i), diesmal fiir eine rotierende Kugel mit Radius R und gleichméflig auf der
Kugeloberfldche verteilter Ladung Q).

Aufgabe 3: Vektorpotential 2

Gegeben sei das Vektorpotential einer Spule mit Radius a,

—

innen: 2°+y*<a®, A=0b(—y,0,0),

2
.2 2 2 T a b
auﬁen. xr° + Y- >a”, A= bm<—y,$,0) — §<y,l’, 0) s

(wobei b eine Konstante ist). Berechnen Sie B = V x A. Geben Sie Eichfunktionen X1 und
X2 an, die das Vektorpotential innen auf die Form 4; = (b/2)(~y, z,0) bzw. A, = b(x —
y,0,0) bringen. Wie lauten A; und A, auBerhalb der Spule? Welche Vektorpotentiale
erfiillen die Coulomb-Eichung V - A = ?

Aufgabe 4: Magnetisierter Zylinder 3

Ein langer Zylinder mit Radius R und Langsachse entlang der z-Achse habe eine Ma-
gnetisierung M = mp?€,, wobei m eine Konstante, p der Abstand von der z-Achse und
€, = (—sinp, cos ¢, 0) ist.

Finden Sie den Magnetisierungsstrom.

Finden Sie die magnetische Flussdichte B sowie das (makroskopische) magnetische
Feld H innerhalb und auerhalb des Zylinders.
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27. Aufgabe: Leiter mit Bohrung

Die Stromdichte ist im ganzen Zylinder konstant j = jpé.. Statt den ausgebohrten Zylinder
zu betrachten, konnen wir uns auch einen Zylinder ohne Bohrung mit gleicher Stromdichte
j vorstellen und additiv die Bohrung mit entgegengesetzter Stromdichte. An den Stellen
ohne Bohrung bleibt die Stromdichte dann gleich und in der Bohrung hebt sie sich gerade
auf (was einem materialfreien Raum entspricht!). Betrachten wir jetzt das Amperesche
Durchflutungsgesetz an einer beliebigen Stelle auf einem Kreis mit Radius » um die Mit-

telachse fiir den ganzen Zylinder mit Stromdichte j:

: 2
/B.dlzﬁ[:m
& &

Aus Symmetriegriinden muss das B-Feld fiir einen vollstindigen Zylinder natiirlich auf

einem Kreis mit Radius » um die Mittelachse iiberall gleich sein, also gilt

250mT

/B'dl:B¢27TT — B¢:

c

wobei mit B, die Tangentialkomponente des Feldes gemeint ist. Alle anderen Komponenten

fallen aufgrund der Symmetrie weg. Nun gilt also

A

2) 2J
= jOﬂ-Té = ]071—7" (62 X I‘)

B _ 2j07T

(é, x &)

C ¢ C C

in Zylinderkoordinaten. Betrachten wir jetzt den ausgebohrten Zylinder an einer Stelle x

so gilt also fiir die magnetische Flussdichte
B(X) = Bganz - BBohrung

Die magnetische Flussdichte fiir den ganzen Zylinder haben wir schon berechnet

2j0m
Bganz(x) = T(BZ X I')

Sie die Bohrung jetzt d auf der z-Achse vom Mittelpunkt entfernt. Dann konnen wir die

magnetische Flussdichte des Bohrungszylinders schreiben als

290m . .
Brctruns (%) = Bans (%) = (6. % (1 — des)
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weil die Bohrung in unserem Sinne auch ein ganz normaler Zylinder ist, dessen Mittelpunkt

einfach verschoben ist. Es ergibt sich also insgesamt

2j07’(’d

€y

29 29 29
B(x) = %(éz xr) — %(éz X (r — deé,)) = %(éz x déy) = =

also in der ganzen Bohrung konstant! Da der Gesamtstrom gegeben ist durch Stromdichte

mal Grundfliche, kann man schreiben

21d
. 2 2 . ~
[_]0(71'@ —7Tb) — B—mey

28. Aufgabe: Rotierende Ladungsverteilung

Wir betrachten zuerst die Kugel!

(a) Die Kugel hat insgesamt die Ladung @ und die Oberfliche 47 R?. Da die Ladungsverteilung
homogen ist, ist die Flachenladungsdichte o gegeben durch

_ @
41 R?

g

d(r —R)

Die Deltafunktion sorgt dafiir, dass die Ladung wirklich nur auf der Oberflache sitzt.

Die Stromdichte ist dann an einem beliebigen Punkt x gegeben durch
j(x) = 0%
Betrachten wir jetzt den Punkt mit Kugelkoordinaten

sin 6 cos ¢
X =7 | sinfsing

cos

So ist seine Geschwindigkeit x gegeben durch (wenn w die Winkelgeschwindigkeit der
Kugel ist)
— sin#sin ¢
X=rw | sinfcos¢p | =rwsinbey

0
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Die Stromdichte betragt also

—sin ¢
j(x) = owrsiné(r — R)é, = %rw sinfdé(r — R) | cos¢
m
0

Das magnetische Moment ist gegeben durch

1

=% Vd3xx><j(x)

m

Der Vektor x lasst sich mit Kugelkoordinaten schreiben als
X =Té,

Auflerdem ist
—cos 6 cos ¢

Er X €y = —€g = | —cosfsing
sin
Integriert man die ersten beiden Komponenten fiir ¢ = 1...27 so fallen sie gerade

weg. Fiir die dritte Komponente gilt:

Quw
m, =
87 Rce

/sin3 Orto(r — R) dr df d¢

wobei die 72 durch die Integration in Kugelkoordinaten und jeweils ein r vom Vektor x
und von der Stromdichte kommt und jeweils ein sin § vom Vorfaktor der Stromdichte,
vom Kreuzprodukt und von der Integration in Kugelkoordinaten kommt. Man erhalt

aufgrund der Deltadistribution

9 2
- Gl / sin’ 0 9 dg = X7 / it 09 = 2L propt Z AT o R

8mc c c 4 R? 3 3¢
in z-Richtung.

Fiir den Zylinder lauft das ganze sehr analog ab. Diesmal haben wir die Flache F' =

2mah und damit die Flachenladung

7= 27mh5(p —a)
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Wir betrachten diesmal x in Zylinderkoordinaten

p COS ¢ —sin ¢
X=|psing | = X=pw| cos¢ | = pweéy
z 0

mit den Definitionen von oben.Die Stromdichte ist also gegeben durch

() = opwd(p — a)é,

und das magnetische Moment durch

1 1
m = —/d3xx x j(x) = —aw/pQép X €40(p—a)p dp d¢ dz
2c 2c N——
und insgesamt
3 2
m =L oo 2k e, = 90¥,
c 2c
29. Aufgabe: Vektorpotential
Es gilt
B=VxA
Also
aa: -y
B;=b|d,| x| 0 | =0e.
0, 0
0
B,.=1]0
0

(fiir letzteres siche auch erstes Ubungsblatt). Setze jetzt A; = A; + Vy; und A, analog.

Damit die Beziehungen auf dem Ubungsblatt erfiillt sind, muss gelten:

3X1_b_y 3X1_b_96

b
V=g e 2 oy 2

o 8w
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Also kommt fiir x; nur xy; = 2y + ¢ und eine Konstante ¢ in Frage. Fiir das dufere Feld

gilt dann
-y
a’b
A, =A,+Vx1 =
: YT | 7
Analog fiir den zweiten Fall muss gelten
N 9 0
Vys=b]0 I e 2
ox oy
0
Diesmal muss x2 = 22% + ¢ gelten. Es ist dann
Apy = Ayt Vo= =00 g ’
2a — {}a X2 = 2(1’2 T y2) X 5 OI

Die gegebenen Potentiale A; und A, erfiillen offensichtlich die Coulomb-Eichung (da z
nach y abgeleitet natiirlich 0 ergibt und umgekehrt). Da auch Vx; aus dieser Begriindung
quellfrei ist (die Divergenz also verschwindet), muss auch die Divergenz von A;; und Ay,

verschwinden. Die Divergenz von Vs ist jedoch b, deshalb gilt

V. Ay=V -Ap=b#0

30. Aufgabe: Magnetisierter Zylinder

Die Stromdichte j,, des Magnetisierungsstroms ist definiert iiber
jm =V x M = ¢(V x mp?é,)

Betrachtet man den Rotationsoperator in Zylinderkoordinaten, dann fallen alle Terme
auker M, weg. Das bedeutet
oMy 1

+ —M¢) e, = 3mpé,

VM=
(89 p
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und dann fur die Stromdichte

Jm = 3cmpé,

Der Gesamtstrom durch einen Querschnitt des Zylinders wére dann
I:/jm-dA:3cm/ppdpdgz§:27rcmR3

Felder aufien Wir benutzen das Amperesche Durchflutungsgesetz mit

/B~d1—4—7TI—27r-47rmR3
C

Aus Symmetriegriinden existiert das B-Feld nur in der ¢-Komponente und es gilt dafiir
/B-dl:B¢,-27rr

wenn wir uns im Abstand r zum Zentrum befinden. Es gilt also

B ArmR3
N r

~

€o

B
Dies entspricht auch dem H-Feld, da im Auferen keine Magnetisierung vorhanden ist.

Felder innen

I = /J dA = 2cp®mm
/B dl = 4%1 = 87°p’m
/B dl = By2mp
= B, = 4np*m

B = 4np*mé,

H=B-4rM =0
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UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111

(THEORIE C, ELEKTRODYNAMIK), WS 2011 /12 BLATT 8

Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 19.12. 11

Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 21. 12. 11
Name: ...

Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):

D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4

Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot

D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8

Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis
Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12
Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn

D Gruppe 13

Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Draht im Hohlzylinder 6

Ein unendlich langer, gerader Draht mit kreisformigem Querschnitt (Radius a), Leitfahig-
keit o, Dielektrizitdtskonstante e und Permeabilitédt 4 wird von einem homogenen Strom
I durchflossen. Die Riickleitung des Stroms erfolgt durch einen koaxialen Hohlzylinder
mit innerem Radius b > @ und dufSerem Radius ¢ — oo (sowie ebenfalls Leitfdhigkeit o,
Dielektrizitatskonstante ¢ und Permeabilitat p).

i) Berechnen Sie die Felder B und H im Draht, im Zylinder und im Zwischenraum. 1P

ii) Geben Sie das elektrische Feld im Draht und im Zylinder an. Berechnen Sie das 2P
elektrostatische Potential und das elektrische Feld im Zwischenraum (Hinweis:
Ansatz ®(7) = zf(p), wenn der Draht in z-Richtung zeigt).

iii) Welche Oberflichenladung befindet sich auf dem Draht? Wie grofs ist die Span- 1P
nung zwischen Drahtoberflache und (innerer) Zylinderoberflache? Wie grofS ist

*6. Dezember 2011 19:04 Uhr
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die Kapazitidt pro Liangeneinheit des von Draht und Riickleiter gebildeten Zylin-
derkondensators?

iv) Bestimmen Sie den Energiefluss im Zwischenraum und im Inneren des Drahtes,
insbesondere die Energie, die pro Langeneinheit durch die Oberfldche ins Drah-
tinnere fliefst.

Aufgabe 2: Elektron in elektromagnetischer Welle 4

Auf ein anfanglich (zur Zeit t - —oo) ruhendes Elektron féllt eine elektromagnetische
Welle, die durch die Potentiale

—

A=(0,A(x —ct),0), ®=0,

mit einer beliebigen, fiir |s| — oo verschwindenden Funktion A(s) (wobei kartesische
Koordinaten 7 = (z,y, z) beniitzt werden).

i) Uberpriifen Sie die Coulomb-Eichbedingung und die Wellengleichung, und be-
rechnen Sie die Feldstirken E und B.

ii) Stellen Sie die (nichtrelativistischen) Bewegungsgleichungen fiir die Ortskoordi-
naten 7(t) auf. Integrieren Sie diese so weit wie moglich und zeigen Sie, dass das
Elektron nach der Bestrahlung (d.h. zur Zeit t — +00) wieder in Ruhe, aber gegen
seine urspriingliche Position um 7 = (a, b, 0) mit a > 0 verschoben ist.

Aufgabe 3: Ebene elektromagnetische Welle 2

Bestimmen Sie das (reelle) elektrische und magnetische Feld einer ebenen elektrischen
Welle im Vakuum mit Amplitude a, Frequenz w und Phasenwinkel Null, die

i) sich in die negative y-Richtung bewegt und in z-Richtung polarisiert ist,

ii) sich in die Richtung des Ortsvektors (1,1, 1) bewegt und parallel zur z-y-Ebene
polarisiert ist.

2P

1P

3P

1P

1P



31. Aufgabe: Draht im Hohlzylinder

(Bitte nicht das ¢ des Radius mit der Lichtgeschwindigkeit verwechseln! Eigentlich keine
gute Wahl der Konstanten...)

(a) Wir berechnen zuerst das H-Feld fiir die drei Félle. Aus Symmetriegriinden besitzt es

nur einen Wert in ¢-Richtung. Alle anderen Komponenten (r und z) sind Null. Also

Innen Betrachten wir einen Kreis mit Radius r, so umschliett dieser einen Strom

von 9 9
wr T
I, =1— =]—

wa? a?
Aus dem Ampereschen Durchflutungsgesetzt folgt also
2
/H d=2Tp — g, =t L2
c

c a?2mr  ca?

Luftschicht Hier wird jetzt - egal wie grofs der Radius ist - immer nur der gesamte

Strom aus dem inneren Zylinder eingeschlossen. Also

4 1 21
Hy=—]— ===
c 27r cr

Aufien Zu den eingeschlossenen Strom in inneren Zylinder (I) kommt jetzt ein neg-

ativer Teil I}, mit
I w(r?=0v?)

T

I (e —b?)

21 r? — b?
H(b:E( _62—62)

Die Stetigkeitsbedingungen sind offensichtlich erfiillt. Nun zum B-Feld. Dieses besitzt

Insgesamt also ein H,; von

natiirlich auch immer nur eine Komponente in ¢-Richtung. Diese ist gegeben durch:

Innen und Auflen Es ist
By = pHy
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Luftspalt Hier gibt es kein umgebendes Material, deshalb ist
By =H,
Auch hier sind die Stetigkeitsbedingungen trivialerweise erfiillt (kein Feld in Normalen-

richtung).

(b) In einem Leiter gilt
j=o0oE

Betrachten wir die drei Félle
Im inneren Draht also fiir p < a ist dies gerade

I
E]. = 2 62
Taco

Im Aufteren Hohlzylinder fiir ¢ > p > b gilt

I
Ey=——¢
BT T RE )

und fiir den Grenzfall ¢ — oo geht dies gegen Null:
E;=0
Im Zwischenraum war der Ansatz
=z flp)
gegeben. Da keine Ladung vorhanden ist, muss auch gelten
AP =0

Dies fithrt (mit dem Laplace-Operaor in Zylinderkoordinaten) auf

i+l£+ii+i d =0
p  pop  prog?  0z2)

0 )
(8_p2+%3_p) flp)=0 = flp)=Alnp+B
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Betrachten wir jetzt die Grenzflichen, so muss die Tangentialkomponente des

E-Feldes stetig sein. Insbesondere also auch die z-Komponente. Es ist also

o fiirp=a

0 I
B=—2®=_f(a) =
0z f(a) Talo
o flirp=2=
Bo= Yo fy=0 — o= L 1
S P n _7TCL2O'E

Diese Ergebnisse liefern die fehlenden Koeffizienten fiir f:

1 Ilnbd

ma2o In g ma2o ln g

Damit lésst sich auch das E-Feld im Zwischenraum angeben:

E,= Vb = ( 9, 2@) o1 <5ép+1n£’éz>

B ap " 9 malo In g p b
(c) Das D-Feld besitzt an der Grenzflache in Normalkomponente gerade eine Unstetigkeit,
die die Grofe der Oberflichenladung oy angibt. Es ist nédmlich

1 .
O = E(D2 —Dq)n,

Das innere Feld E; besitzt keine Normalenkomponente, weshalb auch das D;-Feld

keine Normalenkomponente besitzt:
D1 == 0

Im &ufseren (Zwischen)-Feld befindet sich keine Materie, weshalb hier gilt

E; = D,
Also konnen wir schreiben .
=—E
o1 4 20
und an der Stelle p = a
Iz

op=————
! 47r2a3aln§
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32.

mit der Bezichung vom Aufgabenteil davor.

Hier benutzen wir einfach den Poynting-Vektor:

c
S=—ExH
47 .
Fiir p < a zeigt das E;-Feld nur in z-Richtung und das H;-Feld nur in ¢-Richtung. Es

ist also
I’p .

—— ¢
2m2ado ”

Fiir a < p < b Das Ey-Feld hat jetzt Komponenten in p- und z-Richtung; das Hs-Feld

c A
S = _EEZHqﬁep =

zeigt wieder nur in ¢-Richtung.

c I? z p
S=—(E,Hye, — E.Hye,)) = ————— | =6, —In=é¢,
471'( pHec +¢0) 27r2a201n§p (pe " )

Die Energie pro Langeneinheit ist dann

1
Z/S df = —27pS5,

und damit an der Stelle p = a

I? I’R
T roa? L
mit der Definition
R=—
Ta*o

Aufgabe: Elektron in elektromagnetischer Welle

Coulomb-Eichung: Es muss gelten
V-A=0

Es ist aber
00 OA(x —ct) 00

V-A—g%a—y+&—

0
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und damit die Eichung erfiillt.
Wellengleichung Mit dem gegebenen A soll gelten:

1 02
OA = [ V2 A —
( _028t2) 0

Da x und z-Komponente ergibt trivialerweise 0. Fiir die y-Komponente gilt:

D?A(x — ct) N D?A(x — ct) N O?A(x — ct)

2
A, =
Vi, 0x? Oy? 022

= A"z — ct)

2
38:33, = (—c)?A"(x —ct) = A" (x — ct)

Und damit die Wellengleichung.

Felder In diesem Spezialfall ergeben die Maxwellschen Gleichungen:

B 1(9A_ —c Y R
E——EE——TA(x—ct)ey—A(z—ct)ey
0
B=VxA= 0 =A'(z — ct)é,
Al(x — ct)

Wir benutzen die Lorentzkraft:

F.=¢(E+ - x B)
C

Es ist

iy yA'(z — ct)

IxB=|yg| xA(x—ct)e, = | —iA'(x —ct)

z 0

und damit
yA'(z — ct)
F, = Z cAl(x —ct) — A (x — ct)
0

Diese Kraft setzen wir jetzt mit der Newtonschen Kraft gleich und erhalten

mr:FL
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und damit die drei Gleichungen

wobei die Abkiirzung
A= Al(x — ct)

gewahlt wurde. Die dritte Gleichung ergibt einfach Z = 0 und da das Elektron am
Anfang im Nullpunkt in Ruhe war, ist

z=0
Integrieren wir die Gleichung fiir 4:
j= <~ Alr—ct)(c—i) = §=——Alx —ct) +C
Y= m —

mit einer Konstanten C, da die totale Ableitung von x — ¢t nach der Zeit gerade
(z —¢) = —(c — &) ergibt. Fiir t = —oco geht |x — c¢t| — oo (Anmerkung: Hier wissen
wir noch nicht, ob nicht auch x gegen unendlich geht. Aber wir kénnen den Grenzwert
fiir t — —oo immer so wiéhlen, dass |x — ct| trotzdem noch gegen Unendlich geht. Im
Zweifelsfall setze einfach t = 2z fiir n — oo) und damit auch A(z — ct) — 0. Da aber

das Elektron am Anfang in Ruhe war, muss
Yt - —oc0)=C =0

gelten. Mit ¢ — oo geht (mit der gleichen Argumentation wie oben) wieder A(z —
ct) gegen Null und damit auch die Geschwindigkeit in y-Richtung. Somit stoppt die
Bewegung des Elektrons in y-Richtung bei einem bestimmten b. Setzen wir unsere

Rechnung fiir y in die Gleichung fiir # ein, so erhélt man

i = — (i>2 Alr—ct) Az —ct) —> (i —c) = — (i)2 Az —et) Az — et) (i —c)

cm cm

Links steht gerade die Ableitung von

iz q d [i? . A
— - nm — | — — = I —
5 e N Ti— i
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33.

und rechts gerade die Ableitung von

_( e )2 Az — ct)?

cm 2

denn dafiir gilt

d 2 / y
EA(gv —ct)? =2A(x — ct)A'(x — ct)(z — ¢)

Also erhédlt man durch integrieren:

2 A(x — ct)?
e) (x C>+C’

§($_20)2_< 2

cm
mit einer Konstanten C', die wieder aufgrund der Anfangsbedingungen wegféllt. Umgeschrieben

lautet dies:
e

2
T(2c — &) = <%> Alx —ct)* >0
Da aber A(x — ct) fiir t — oo wieder gegen Null geht, muss damit auch & gegen Null
gehen, aber immer noch positiv sein (die andere Moglichkeit wére, & wére gleichzeitig
grofer als 2¢ und kleiner Null. Widerspruch). Also erreicht das Elektron nach der
Bestrahlung eine verschobene Ruheposition (a,b,0) mit a > 0, da die Geschwindigkeit

positiv ist.

Aufgabe: Ebene elektromagnetische Welle

Da
w
k| = —
c
muss gelten
w
k=——¢
oy

Setze jetzt also
E = Eoei(krfwt) B = Boei(krfwt)

Die Polarisation gibt die Richtung des E-Feldes an, deshalb muss (mit der Amplitude
a) gelten:
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Damit k, E und B senkrecht aufeinander stehen. Da wir nur am Realteil interessiert

sind, setzen wir

E:acos<w(—%—t)>éx B:acos<w (—%—t))éz

(b) Analog zu oben erhélt man

Diesmal setzen wir

damit E auf k senkrecht steht und erhalten damit als letzte Moglichkeit:

1

By = —
" V6

—2

damit auch B auf den beiden senkrecht steht. Insgesamt also

r+y+z r+y+z
E=Ejcos|w| —————t B=Bjcos|w| —— —¢
oo (0 (S 1)) BB (o (SR 1)

11. Ubung
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UBUNGEN ZUR THEORETISCHEN PHYSIK 111

(THEORIE C, ELEKTRODYNAMIK), WS 2011 /12 BLATT 9

Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. S.Thambyahpillai Abgabe: 09. 01. 12

Institut fiir Theoretische Physik Besprechung: 11. 01. 12
Name: ...

Bitte die Gruppe ankreuzen und dieses Blatt mit abgeben (bitte tackern):

D Gruppe 1 D Gruppe 2 D Gruppe 3 D Gruppe 4

Matthias Weinreuter Juraj Streicher Philip Wollfarth Ulf Briskot

D Gruppe 5 D Gruppe 6 D Gruppe 7 D Gruppe 8

Valentin Bolsinger Robin Roth Julian Stockel Stefan Miereis
Gruppe 9 D Gruppe 10 D Gruppe 11 D Gruppe 12
Philipp Rudo Marius Biirkle Guillaume Chalons Justus Zorn

D Gruppe 13

Yasmin Anstruther

Aufgabe 1: Elektromagnetische Welle 1

Das elektrische Feld einer ebenen elektromagnetischen Welle im Vakuum lautet
E = Ey(sin(kz — wt), 2 cos(kz — wt), 0) .

Wie lautet das zugehorige magnetische Feld?

Aufgabe 2: Doppelbrechung 4

Wir betrachten ein anisotropes Medium, in dem die Dielektrizitdtskonstante richtungs-
abhingig und daher durch einen Tensor ¢;; gegeben ist. Wahlt man die Hauptachsen
des Tensors als (kartesische) Koordinatenachsen, dann gilt D; = ¢, E;, wobei die ¢; die
Eigenwerte des dielektrischen Tensors sind. Weiters soll gelten ¢, = ¢, (einachsiges Me-
dium).

i) Welche Gleichung gilt fiir das elektrische Feld einer ebenen elektromagnetischen 1P
Welle mit Frequenz w und Wellenvektor k?

*19. Dezember 2011 16:41 Uhr
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ii) Welche Dispersionsrelationen (d.h. w = w(E)) ergeben sich hieraus? Wie lauten die
Phasengeschwindigkeiten in Abhdngigkeit von der Richtung des Wellenvektors?

Aufgabe 3: Koaxialkabel 3

Ein Koaxialkabel bestehe aus einem langen Draht mit Radius a in einem langen Hohlzy-
linder mit Innenradius b (b > a). Draht und Zylinder seien konzentrisch zur z-Achse. In
diesem Fall sind elektromagnetische Wellen dispersionslos, d.h. w = ck. E- und B-Feld
in Zylinderkoordinaten p, ¢, z seien

Eycos(kz —wt) Eycos(kz — wt)

e,éz €y -
P p P ©

E ==
i) Zeigen Sie, dass diese Felder die Maxwellgleichungen sowie die Randbedingun-
gen fiir einen Wellenleiter erfiillen.
ii) Finden Sie die Langenladungsdichte A(z,t) des inneren Drahtes.

i1i) Finden Sie den Strom im inneren Draht.

Aufgabe 4: Reflexion an Grenzschicht 4

Eine ebene elektromagnetische Welle féllt aus einem optisch dichteren Medium kom-
mend (Brechungsindex n;) durch eine ebene Grenzschicht in ein optisch diinneres Me-
dium mit Brechungsindex ny < n;. Beide Medien haben dieselbe Permeabilitidt. Weiters
soll fiir die einfallende elektromagnetische Welle gelten, dass die Komponente des elek-
trischen Feldes in der Einfallsebene vom Betrag her gleich der Komponente senkrecht
zur Einfallsebene ist.

i) Berechnen Sie fiir den Bereich von Totalreflexion die Phasenverschiebung zwi-
schen der Komponente des reflektierten E-Feldes senkrecht zur Einfallsebene und
der Komponente in der Einfallsebene in Abhdngigkeit vom Einfallswinkel und

vom Verhaltnis ns /n;.

ii) Wie muss bei gegebenen Medien der Einfallwinkel gewahlt werden, damit die
reflektierte Welle zirkular polarisiert ist?

iii) Was ist der maximale Wert von ny/n,, fiir den die reflektierte Welle zirkular pola-

risiert sein kann?

3P

1P

1P

1P

2P

1P

1P



34. Aufgabe: Elektromagnetische Welle

Die hier benutze Maxwellsche Gleichung ist

E-_-22
VX c Ot

Fiir das E-Feld ist
E = (Eysin(kz — wt))é, + (2E, cos(kz — wt))é,

und damit ;
OFE}
(V X E)z = Z Eijka_[)’jj

jk=1

Da aber nur die Ableitungen in 2-Richtung einen Wert haben, ist dies

OE
= 67: _—
3k Oz
Also
OE 0E
VXE= 61326—2ém + 62318_1éy = QE()]{? sin(kz — wt>é$ + Eol{? COS(]{ZZ — wt)éy
z z

Somit ist B gegeben durch (integrieren und Vorzeichen wechseln)

L N —2cos(kz — wt)
B = —2cEy— cos(kz — wt)é, + cEy—sin(kz — wt)é, = Eyc— | sin(kz — wt)
w w w
0

Offensichtlich stehen auch hier E, B und k senkrecht aufeinander.
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35. Aufgabe: Doppelbrechung

Die Maxwellgleichungen lauten in diesem Fall:

V-D=0 (2)
V-B=0 (3)
10B
_pob
VxBfCat (5)

Aufserdem noch die Verkniipfungsgleichung:
D; =¢,E; Vi=1,2,3 (6)
Wir wihlen zur Losung den Ansatz
1 O & e &

(i) Wir setzen die Losung in unsere Maxwellschen Gleichungen ein. Die erste Gleichung
liefert direkt
D-k=0= D Lk

und die zweite analog
Blk

Die zeitliche Ableitung von B ist —iwB also liefert die dritte Gleichung:
VXE="B = B=--VxE
c w

Setzen wir dies in die vierte Maxwellsche Gleichung ein, so erhalten wir:

' oD
VxB=-2vxVxE=LZ2

c c Ot
Da sich die partielle Zeitableitung von D auf die einzelnen Komponenten iibertragt
und diese sich nur um einen konstanten Faktor (nédmlich die ¢;) von E unterscheiden,

gilt auch hier:
oD
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und somit )

w
VxVxE= E[LD
Aufgrund der einfachen Form von E, konnen wir die linke Seite noch etwas verein-
fachen. In isotropen Medium konnten wir dies mithilfe V - E = 0 vereinfachen - dies

ist hier jetzt nicht mehr moglich. Stattdessen berechnen wir:

(V x E); Z ewk Z ikik; By = i(k x E);

7,k=1 J,k=1

und dann
3

(VXVxE),=i(Vx(kxE)),= Zez’jk

jk=1

axj

Da aber k eine Konstante ist, entspricht dies gerade
VxVxE=ii (kxkxE)=—-(kxkxE)

Bezeichnen wir mit v die Diagonalmatrix

v = Diag(es, €s,€2)

so konnen wir jetzt insgesamt schreiben:

2

k x (kX E) + — 7B =0
c
Daraus folgert
3 2
Z [(81—2 — k2) 5ij + k?zkj:| Ej =0
j=1 ¢
Definiere jetzt den Vorfaktor als Matrix M;;.

Eine Losung ist vorhanden, wenn die Determinante Null wird. Wir betrachten zuerst

den Spezialfall (da wir eine Rotationssymmetrie haben, da €; = €5) mit

CQ
k = (ki,0, k3)” v ==

? 2
7

X
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36.

und erhalten

w — k2 0 ks
M=| 0 %-k-k 0
ks 0 v — k3
3

Die Determinante muss Null sein. Mit k% = kI + k2 folgt

w? w? w?
() [(-) (5 ) -] =0

Diese Gleichung liefert die beiden Losungen
w? = v k? w? = k3v? + k23
Fiir ein allgemeines k erhalten wir dann die Losungen:

w? = k*? w? = (k2 + k3)v3 + k3v}

Aufgabe: Koaxialkabel

Wir zeigen zuerst, dass die Maxwellschen Gleichungen erfiillt sind. Sie lauten (da zwis-
chen den beiden Drahten Vakuum herrscht und keine Ladung oder Strome verhanden

ist):

V-E=0 V-B=0
10B 10E

Wir benutzen immer die Definitionen von grad, div und rot in Zylinderkoordinaten.
In allen Féllen fallen viele Komponenten weg, da das E-Feld und das B-Feld nur in

eine Richtung zeigen. Es ist:

10 10

V-E=—-——(pF,) = ——(FEycos(kz —wt)) =0
(P, = S (Ey cos(lz — )
10B,

V- B=—-——==0
p 0
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und damit sind die ersten beiden Gleichungen erfiillt. Aufserdem

. OE, E,

VxE= €¢E = éd)(—?k sin(kz — wt))
und auf der anderen Seite:
10B 1E
— = = =20 sin(kz — wt)é,
c Ot cp

Und mit kc = w stimmt auch diese Gleichung. Fiir die letzte gilt:

0B 1/0 E
V xB= _épa—j + éZ; (a—p(pB¢,)) = ép70k sin(kz — wt)
—_—
=0 wie oben
und auf der anderen Seite

10E 1E
— = —usin(kz — wt)e,
cot cp

Wieder ist die Gleichung aufgrund der Dispersionsrelation erfiillt. Priifen wir jetzt
noch die Randbedingungen eines Wellenleiters. Diese sagen aus, dass auf dem Rand
S des Wellenleiters die Tangentialkomponente von E und die Normalkomponente von
B verschwinden muss. Jetzt ist

e, xE=0

da E nur in p-Richtung zeigt und auferdem
é,-B=0
da B nur in ¢-Richtung zeigt. Insbesondere sind also auch die Randbedingungen erfiillt.

Wir benutzen das Gaussche Gesetz mit
j{ E dA = 47Q)
S

Als Fliache betrachten wir einen Zylinder an der Stelle z mit Hohe [ und Radius a
im inneren Draht. Seine Ladung geteilt durch die Lénge [ entspricht der Ladung pro

Léange - und fiir den allgemeinen Fall betrachten wir noch den Grenzfall fiir [ — 0.
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(iii)

37.

Also:

z+l2m z+l
j{E dA = //Epp]p:a d¢ dz' = 27 / Eycos(kz' — wt) d7’
S z 0 z
2mE)
- ”k Orsin(kz + kl — wt) — sin(kz — wt)]

Also ist die Gesamtladung in diesem Zylinder gegeben durch

E
Q= Z—E[Sin(kz + kl — wt) — sin(kz — wt)]

Um A zu bestimmen, teilen wir durch die Hohe [ und betrachten den Grenzwert [ — 0:

Q. By :
)\—}1_{%7—%5%2—“[81n(kz+kl—wt)—sm(k:z—wt)]

Wir fiihren die Definition o = k! ein und konnen schreiben

. Eysin(kz — wt + o) — sin(kz — wt)
= lim —
a—0 2 (07

Der hintere Bruch ist gerade der Differenzenquotient von sin und da der Sinus eine
differenzierbare Funktion ist, ist der Grenzwert gegeben durch:
_ EyOsin(kz —wt +a)  Ey

5 e =5 cos(kz — wt)

A

Eine andere Maxwellsche Gleichung liefert uns:

/Bds:4—ﬂl—|—l/EdA
S c CJs

Wir betrachten eine Querschnittsfliche des inneren Zylinders. Nun wirkt das E-Feld
aber nur in p-Richtung, weshalb das Integral | o B dA Null ergibt. Es ist also
c 2w EO

E
— cos(kz — wt)p|,—q dop = TOC cos(kz — wt)

[ =—
ar Jo p

Aufgabe: Reflexion an Grenzschicht

Im Folgenden werden wir vor allem folgende Formeln benutzen. Dabei ist oy der Winkel

der einfallenden, oy der Winkel der transmittierten und a3 der Winkel der reflektierten

104



Welle (die Winkel werden immer zum Lot gemessen).

Snellius-Brechungsgesetz

N1 Sin ov; = Ng SN (g

Fresnelsche Formeln fiir die reflektierte Komponente fiir senkrechte Polarisation

(E()’) N1 COS (1] — Mo COS (Vg
S

Eq 71 COS (Y1 + Mg COS iy

und fiir parallele Polarisation

(E{{) N9 COS (Y] — N COS (Vg
p

Ey Ty COS (¥ + T COS (9

(i) Totalreflektion tritt dann ein, wenn der Winkel as (der transmittierten Welle) grofer
als 90° wird. Betrachten wir erst einmal der Grenzfall ay = 7/2, dann ist der Gren-
zwinkel gegeben durch

sina; = 2 =: sin o
ny
Betrachten wir jetzt einen Einfallswinkel a; > «y, so muss das Snelliussche Brechungs-
gesetz weiterhin gelten, also
N sin o

sina] = —sinay = sinagsiny = Sinay = —
nq S11 (¢

da der Winkel a; > ag. Dies ist nur moglich, wenn oy komplex ist. Es gilt dann

. 2
X Y ) sin a;

Cosagz\/1—81n2a2:2\/81n2a2—1:2 - —1
S111 (g

Dies kénnen wir jetzt in die Fresnelschen Formeln einsetzen.

Senkrechte Polarisation Es ist

(Eé’) N1 COS Q] — Mg COS Qs  SIN (g COS ] — SIN O COS g
S

Ey 71 COSQ + Ng COSQiy  SIN (v COS ¥y + Sin o COS (g

105



nach dem Brechungsgesetz und mit unserem Ergebnis fiir ay dann zuerst

Sin g cos vy — sin aig Sin g COS vy~ COS (v; — Sin (g COS vy

Sin arp COS v + Sin (g SIN (g COS v~ €OS (¥1 + Sin g COS (v

und schlieRlich

, 2
cos ov; — sin at <:Egé> —1

] 2
: ; sin o _
cos 1 + sin apt (Sin o ) 1

Fassen wir Zahler und Nenner getrennt als komplexe Zahlen auf, so sind sie gerade
komplex Konjugierte. Insbesondere haben sie den gleichen Betrag und lassen sich somit

schreiben als A
Ae™
T Aei

Der Tangens dieses Phasenwinkels ¢ ist gerade das Verhaltnis aus Imaginérteil und

— ¢ 2i¢

Realteil des Zahlers (oder Nenners mit anderen Vorzeichen). Es ist also

. 2
sin g -
(sin «@p ) 1

CoS (g

tan ¢ = sin ay

Diesen Winkel ¢ wollen wir mit ¢, fiir senkrecht bezeichnen.

Parallele Polarisation Eine vollkommen analoge Rechnung lésst sich auch fiir
parallele Polarisation durchfiihren. Stattdessen kann man aber auch die Fresnelsche
Formel betrachten und erkennen, dass sie sich nur um die Faktoren n; und n, unter-

scheidet. Mit sin o = {2 kommt man also zum Ergebnis

. 2
sin _
< sin aq ) 1

tan ¢, = ——
P sin i cos a

Da die Amplitude der einfallenden Anteile in senkrechter sowie paralleler Richtung
gleich war, bendtigen wir zur Betrachtung des Phasendifferenz nur diese beiden Winkel
¢s und ¢, zu betrachten. Fiir den Differenzwinkel § gilt (da in den Exponenten immer
—2i¢p bzw. —2i¢, steht):

0 =20, — 205 = 2(¢p — &5)
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und damit

) tan ¢, — tan ¢,
tan - =t —¢,) =
) an(@p = 9) 1 + tan ¢, tan ¢,

Nun miissen wir nur noch unsere Ergebnis einsetzen

sinag )9 (L _gipgy ) : : .
. ) (SIH%) (Smao 0 \/Sln2 a1 — sin? ag(1 — sin? ag) cos a;
a - = — . . .
2 (s§na1 )2_1 cos? oy sin? oy + sin? aq — sin? ay
cosag | 14+ 2202 —
1 cos? a
und mit

sin?a +cos?a =1

erhalt man

\/sin2 a; — sin? oy

= cos —5
sin” oy
und weiterhin gilt natiirlich
. na
sinqg = — =:n
ny

n soll hier keine physikalische Bedeutung haben, sondern nur eine Abkiirzung sein.

Damit die Welle zirkular polarisiert ist, muss

gelten. Somit muss also

) ) :
tan— =1 = sin?a; = cosayV/sin? a; — n?

2

gelten. Die letzte Gleichung quadrieren wir jetzt
sin® oy = cos? oy (sin? g — n?) = (1 — sin® o) (sin? ag — n?)
und setzen x = sin aq

vt =(1-2)(*-n?) = 2*— T2
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Da n durch die Materialien bestimmt ist, 16sen wir nach = auf und erhalten
n? —n’z? =2 - 22 = 0=2%(1+n?) — 22" —n?

Dies wird gel6st durch

14+n>+/(1+n?)?—-8n 1
x%/zz n \/(4 ) n :Z—l<1+n2i\/1—6n2+n4>:sin2a1

(iii) Ein Teilergebnis oben war die Formel

mit den Bezecihnungen
. 12
x = sin n=—
ny

Um jetzt das maximale Brechungsverhéltnis zu bestimmen, setzen wir

und erhalten damit

1—-u
Dies miissen wir jetzt maximieren, weshalb wir

dy _

duO

setzen. Dies fiihrt auf

dy L w4 2u(l—u) 1—-2u+u®—u®—2u+2u® 20 —4du+1 0
du (1—-u)2 (1 —wu)? o (1—w)?
Dies wird gelost durch
1
Upjg =1+ —
1/2 /2
Da aber |z| = |sin ;| < 1 gelten muss, muss auch u < 1 gelten und damit
1
U=Uy=1— —

V2
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Anschlieflend ist noch

y(u=uy) =3-2v2= (@)2

ni

und damit das maximale Verhéltnis, bei dem noch zirkular polarisiertes Licht entsteht

"2 _\[3-2v2

ny

gegeben durch

12. Ubung
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Aufgabe 1: Reflexion an einer leitenden Fliiche 5

i) In einem leitenden Material mit Leitwert o propagiere eine monochromatische
ebene elektromagnetische Welle in die positive z-Richtung. Die Polarisation zeige
in z-Richtung. Frequenz und elektrische bzw. magnetische Amplituden seien mit
w, Fy und B, bezeichnet. Die Wellengleichungen lauten in diesem Fall

8E AB = ,uea B

AE =
Heor ot o

E—Hw B+/w

815

Geben Sie einen Ansatz fiir £ und B an. [Hinweis: Wegen der Dampfungsterme
wird der Wellenvektor k komplex.] Finden Sie k2 als Funktion von €, i, o und w.

Berechnen Sie mittels der Maxwell-Gleichung V x E = —9B/dt den Zusammen-
hang zwischen elektrischer und magnetischer Amplitude.

[Diese Aufgabe beniitzt SI-Einheiten!]

*20. Dezember 2011 16:19 Uhr

(bitte wenden)

2P




i1)

iif)

10)

Uberpriifen Sie, dass die elektromagnet. Welle in Ausbreitungsrichtung gedampft
wird.

Die z-y-Ebene bilde eine Grenzflache zwischen einem nichtleitenden Medium (e,
1) fiir z < 0 und einem Leiter (e3, p12, 02 # 0) fiir z > 0. Eine ebene elektromagneti-
sche Welle mit Frequenz w, Wellenvektor ki, Amplitude E;, die in z-Richtung po-
larisiert ist, propagiert in die positive z-Richtung und fallt somit senkrecht auf die
Grenzfldache. Geben Sie Ansétze fiir die einfallenden, reflektierten und gebroche-
nen elektrischen und magnetischen Felder an (beniitzen Sie die obigen Resultate
fir die letzteren).

Fiir eine senkrecht auf die Grenzschicht auftreffende elektromagnetische Welle
lauten die relevanten Randbedingungen

. 1 - 1 -

Bl-Fl =0, LB-L-0

H1 K2

Berechnen Sie hieraus die resultierenden Fresnel-Gleichungen, d.h. die Amplitu-
den Eyr und Eyr in Abhdngigkeit von Ey; und den Materialkonstanten. Was ge-
schieht im Limes unendlich grofer Leitfahigkeit?

Aufgabe 2: Lineare Antenne +

Die Stromverteilung einer linearen Antenne sei gegeben durch 7(Z,1) = j(Z)e ™" mit

i)

i1)

iif)

N Q.

j(Z) = Iysin (% - k|f|) d(x)d(y)e. falls |z] <

F=0 falls |2 > g.

Berechnen Sie das resultierende elektrische und magnetische Feld in der Fernzone
(Strahlungszone).

Berechnen Sie die pro Raumwinkel in der Fernzone abgestrahlte Leistung.

Zeigen Sie, dass keine magnetische Dipol- und keine elektrische Quadrupolstrah-
lung ausgesandt wird.

(bitte wenden)

1P

1P

1P

2P

1P
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Aufgabe 3: Feld einer bewegten Punktladung 3

i) Eine Punktladung ¢, die zur Zeit t = 0 am Ursprung 7 = 0 war, bewege sich 2P
mit der konstanten Geschwindigkeit v. Zeigen Sie, ausgehend von den Liénard-
Wiechert-Potentialen fiir eine beliebige bewegte Punktladung, dass sich die ent-
sprechenden Potentiale als

R qc
d T,t = )
(7] V(@ —7-0)2 4 (2 — 02)(2 — A2?)

At = Lo 1),
C
schreiben lassen.

ii) Berechnen Sie das elektrische Feld der gleichférmig bewegten Punktladung von 1P
i). In welche Richtung zeigt dieses Feld?



38. Aufgabe: Reflexion an einer leitenden Fliche

TODO: In dieser Aufbae hat sich ein falsches Vorzeichen eingeschlichen!
Bitte beachten

(i) Wir wéhlen den Ansatz
E = Eoei(k-xfwt) B = Boei(k-xfwt)

und aullerdem
k =ke, = (a+1b)é,

Wir wissen schon
EO = EOé:p

Setzen wir diesen Ansatz in die gegebene Gleichung ein, so erhalten wir aus

AE = —k’E 2E = —iwE a—2E = w’E
B ot o
die Gleichung
k* = —pew? +ipow

da der Faktor —E in allen Termen vorkommt. Auflerdem liefert uns die zweite Gle-

ichung mit
0B

ot

da das E-Feld nur in 2-Richtung zeigt. Es muss also gelten

= —wBe'™ )V x E = ikEye' e,

’ikEoéy = iWBQ

und damit

k
B(] - —Eoéy
w

Insgesamt haben wir also jetzt die Gleichungen:

E = Eoei(krz—wt)éx B= %ei(kz—wt)é

v Y
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(ii) Aus der Gleichung fiir k%
k* = pew? + ipow

und der Vereinbarung
k=a+1b a,beR

konnen wir folgern
k* = (a +ib)* = a® — b* +i2ab = pew® + iuow

und damit

a® — b = pew? 2ab = pow

Aus der letzten Formel folgern wir

oW
a=—
2b
und damit
2 2 92 2 2 92
a2_b2zﬂzb2w 2 b4—b2,u5w2—’uaw —0

Also Losung fiir ? erhalten wir

pew? i\/u2ezw4+4u202w2

02, =
1/2 2 4

Da b reell sein muss, ist nur die positive Losung fiir ? sinnvoll . Es ist dann
E= Eoéx€i(kz_Wt) _ Eoéxei((a+ib)z_Wt) _ Eoéxei(az—wt)e—bz

Die Welle propagiert in positive z-Richtung, d.h. @ muss positiv sein. Da

b

_ How

muss damit auch b positiv sein. Das bedeutet, der Term e~?* fiihrt zu einer Ab-

schwéchung in Ausbreitungsrichtung.

(iii) Wir benutzen die Ansétze

5~ ik x—wt ~ ik x—wt
E]:EOIBxG( ! ) B[:Bojeye( L )
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fiir die eingehende Welle (dafiir wissen wir schon die Polarisationsrichtungen),
ER — EORei(k2~x—wt) BR — BORei(kgx—wt)

fiir die reflektierte Welle (jetzt natiirlich noch in alle moglichen Richtungen méglich)

und fir die transmittierte Welle
Er = Eype'tkex—b Br = Byretksx—«t)

Nun wissen wir aber schon einiges iiber die Wellen. Einerseits ist die einfallende Welle

propagierend in die z-Richtung, also
k1 = kléz = Ww gl,uléz

Da sich die reflektierte Welle im selben Medium wie die eingehende Welle befindet,

gilt auch fiir sie

und damit
ky = —koe,

Fiir die transmittierte Welle gilt nach oben:
|k3|2 = kPQ) = —[1,252(,02 + i,LLQO'Q(A)
und damit
k3 = k?’éz
Weiterhin sollte natiirlich die Maxwellgleichung

0B
E-_22
V x pr

in jedem Medium und fiir jede Welle gelten. Dies fiihrt fiir jede Welle einzeln auf

_kXEO
N w

By
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Also insgesamt:

EI — EOIézei(lﬂszt) BI — _EOIéyei(erfwt)
w
fiir die eingehende Welle,
5 i(kaz—wt) k2 s i(kez—wt)
ER = EORGQ;@ 2 BR = —EOReye 2
W

fiir die reflektierte Welle und fiir die transmittierte Welle

ET — EOTéxei(k?)z_Wt) BT — @EOTéyei(kgz_Wt)
w

(iv)
Elll . E2// — O

Eor + Eor = Eor

1 1
_Blll _ _B2// — O
251 2
k k
—(Eor — Eor) = ——Eor
Hiw Haw
Eor — Eor = BEor
_ ,ule
M2k1
1-p
= —F
OR 113 ol
2
Eop = ——F
0T 113 ol
Grenzfall: 0 — oo
Eor = —Eor
EOT == 0

Also entsteht im Grenzfall eine Totalreflektion.
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39. Aufgabe: Lineare Antenne

Zur Losung dieser Aufgabe bendtigen wir eine Integralformel:

GC(E

/sin(a + bx)e® dx = e

(—bcos(a + bz) + csin(a + bx))

Diese ergibt sich z.B. durch zweimalige partielle Integration.

(a) Wie in der Vorlesung hergeleitet, ist der zeitunabhéngige Teil des Vektorpotentials im
Fernfeld gegeben durch
ikr

Aw — € /dSX/jw(X/>e—z’kﬁx’

cr

Ist © der Winkel des Beobachtungspunktes x zur z-Achse, so ist
n-x =2 cos©

da x” immer nur in die z-Richtung zeigt. Des weiteren ist das Integral aufgrund der

drei Deltadistributionen eingeschrankt auf

d/2

ikr k?d _
A, = ¢ / dz’sin (— — k:|z']) e k= cost
cr 2

—d/2

Wir spalten das Integral auf in einem Teil mit positivem z’ und einen Teil mit negativen

2 um den Betrag weglassen zu kénnen:

d/2 —d/2

ikr kd ] , kd ‘ )
= € /dz’sin e kz' efzkz cosf / dz’sin + kz’ eizkz cos 0
cr 2 2
0

0

Nun kénnen wir unsere Integralformel anwenden mit
kd
azE b=Fk ¢ = —ikcosf
Wir erhalten also grundséatzlich die Formel

—ikz' cos 6
Fi(2) = estm (ik cos (l%d T kz') — ik cos 0 sin (% T kz'))

da wir k% — k? cos? = k?sin? ausgenutzt haben. In diesen Ausdruck miissen jetzt
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die einzelnen Grenzen 0, d/2, —d/2 eingesetzt werden und zusammengerechnet werden.

Das obere Vorzeichen ist das erste Integral, das untere das zweite.

Grenze 2’ = +d/2 Dann ist

kd
7:Fk2/20

und damit fallen alle Sinusterme weg - die Cosinusterme bleiben (mit einer 1)

stehen. Es ist also
eq:i% cos 6

Fo(+d/2)=+——+—
+(+d/2) ksin® 0

Grenze 7 = (0 Dann ist

1 kd , . [ kd
FL(0) = Ry, (j: Ccos (?) — j.cos @ sin <7>)

Fassen wir nun zusammen:

d/2 —d/2

kd s kd -
/dZ,SiH <7 _ kz’) e—zk;z cos@ __ / d7'sin (? + kzl) e—zkz cos 0
0 0

= Fy(d/2) = F(0) = F.(=d/2) + F_(0) = F(d/2) = F_(=d/2) + F_(0) — F(0)

= 1 e_i%cosg—l—ei%cose—cos ﬁ + 4 cos @ sin k—d — COS ﬁ — 7 cos 0 sin k—d
~ ksin?6 |~ ~ % 2 2 2 2

=2 cos(% cos 0)

2 kd kd
=-——5—-|cos| - cosb | —cos|—
k sin® 6 2 2
und damit insgesamt

2etkr kd kd
A, = W};W (cos <7 cos 6) — COS <7>> e,

B =V x A=~ iké, x A~ ik|A|sinfeé,

E = —¢, x B = ik|A|sin 0¢

§- L (Bx i) -
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o cC - .
(S) = 8—7T|B(t = 0)[%e,
B= z’ga x A
c
Somit )
3 _ 21* [ (cos (& cosf) —cos (&) \ ™ _
() = Aer? sin 0 er
Und somit

- 47e sin 6

4P _ g9y = 20 (( (4 cos ) — cos (%d)))

Magnetischer Dipol Die vom Strom j erzeugte Magnetisierung ist gerade

YyJ
1 1 ,
M—§(X><J)—§ —(5)6'.7

wenn
J = il

ist. Insbesondere ist also der magnetische Dipolmoment gegeben durch

(]

1
m:/Md3X:§/ —zj | &’

0

Nun fiithrt das 0(x)d(y) aber darauf, dass fir x und y jeweils Null eingesetzt werden
muss und insgesamt ist

m=20
Magnetischer Quadrupol Insgesamt ist ein Integral der Form

[ X x)p0) @'

zu losen. Dazu berechnen wir zuerst iiber die Kontinuitéatsgleichung die Ladungsdichte

p:

wdz

Vij=iwp = p= _ 105 _ %cos (l%d - k|z|> sgn(z)d(z)o(y)
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Betrachten wir jetzt das Integral, so fallen alle x- und y-Teile aufgrund der Deltadis-

tributionen weg. Das Integral hat also die Form

dj2 d/2 —d/2

kd kd kd
x / 2% cos (7 - k]z\) sgn(z) dz = /22 oS (7 - kz) dz+ / 2* cos (7 + kz) dz
0 0

—d/2
Die einzelnen Integrale lassen sich mit partieller Integration lésen und man erhalt:

dk —2sin (%) dk — 2sin (%)

3 3 =0

und damit auch kein Quadrupolmoment.

. Aufgabe: Feld einer bewegten Punktladung

Das Skalarpotential lautet nach der Lienard-Wiechert-Gleichung gerade

B q
o(x,t) = Ix — R(tg)| — %(X —R(tr)) - v

mit der retardierten Zeit )
tR =t — E’X — R(tR)‘

Die Gleichung fiir die retardierte Zeit konnen wir zuerst einmal umstellen zu
x = R(tr)| = c(t — tr) (7)

und damit lautet unser Potential

¢(x, 1) = £ = =

At —tr) — (x —vig)v  tr(v?—c2)+ 2t —xv

wobei hier schon benutzt wurde, dass
R(t) = vt
gegeben ist. Aus der Gleichung (7) kénnen wir durch Quadrieren erhalten

Ix — R(tg)|> = x* — 2xvtg + Vitp = t2c® — 2t pc® + thc?
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und damit
th(v? — &) + 2tg(tc® — xv) + (x* — t3c*) =0

Diese Gleichung kénnen wir jetzt mit (v —c?) multiplizieren und geschickt 0 addieren:

th(v? — )2+ 2tp(tc? — xv)(v: — &) + (tc® — xv)? —(t—xv)?+(x*—t*?) (v*—c*) = 0

N J/

TV
1. binomische Formel

Ziehen wir also die binomische Formel zusammen und l6sen nach ihr auf:
(tr(v? — ) + (tc? — xv))? = (tc® — xv)? + (x> — **) (S — v?)

Wir sehen schon, dass dies gerade das Quadrat des Nenners der Formel fiir das Skalar-

potential ist, also ist ¢:

qc
V(2 —xv)?2 + (x2 — t2¢2) (2 — v?)

¢(X, t) =

und damit wie in der Aufgabenstellung gefordert. Die Formel fiir A folgt einfach aus

der anderen Lienard-Wiechert-Gleichung, da

R(tp)

Alx 1) = = Lolx,1) = ~d(x.1)

Es ist nach der Kettenregel

A 2(c"t — —v) + (2 = v?)2
N o e IR S
—a/2

und etwas umgestellt
—Vo=a((®—v)x— ('t —xv)V)

Auch kann man (mit der Kettenregel) berechnen:

10A vip v
o = g = 0 (= xv)e (P = v (=)

Um jetzt das E-Feld zu bestimmen, miissen wir einfach unsere beiden Ergebnisse
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zusammenfiigen:
E=-Vo———=a((@—v)x— (Pt - Xv)v)+l2a ((°t —xv)® + (& — v?)(=c?t))
c c

Betrachten wir die Summanden einzeln:

Koeffizient von (¢t —xv): Im ersten Summand taucht —av auf und im zweiten

Summanden
v

2 _
—ac = av
Also heben die beiden Summanden sich gerade auf.

?—v?): Aus dem V¢-Term kommt ax und aus dem %-Term

Koeffizient von (c
kommt

v
aC—Q(—c2t) = —avt = —aR(t)

Zusammen ergibt sich also

E=a(?-v)(x—R({) a= a .

\/(zfc2 —xv)2 + (x2 — t2¢%)(c? — v?)

Die Richtung von E ist nur durch den letzten Fakor x — R(¢) bestimmt, alles andere
sind skalare Groften. Der Vektor x — R(¢) und fithrt vom Punkt auf der Teilchenbahn
zur Zeit t bis zum Beobachtungspunkt. Das E-Feld zeigt also radial vom Punkt R(t)

weg.

13. Ubung
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Aufgabe 1: Galilei-Transformationen 5

Unter einer Galilei-Transformation versteht man den Ubergang von einem Inertialsy-
stem der nichtrelativistischen Physik in ein anderes. Die Koordinaten @ndern sich dabei
s0:

¥ = RT— Ut — 2, =t—t,.

Hierbei ist R eine orthogonale (3 x 3)-Matrix (d.h. R R = RR” = 13), ¢ die Relativge-
schwindigkeit der beiden Inertialsysteme, 7, ein konstanter rdumlicher Verschiebungs-
vektor und ¢, eine Verschiebung des Ursprungs der Zeitachse.

i) Zeigen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung zweier Galileitransformationen 1P

wieder eine Galileitransformation ist.

ii) Wir betrachten ein mechanisches System von N frei beweglichen Massenpunk- 2P
ten mit Ortsvektoren ¢; und Massen m,;. Die Wechselwirkungsenergie zwischen je
zwei verschiedenen Massenpunkten i, j sei V (|g; — @;|) flir i # j.

*16.Januar 2012 11:02 Uhr
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Geben Sie die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir dieses mechanische Sy-
stem an.

Gegeben sei nun eine Losung ¢i(t), . .., ¢n(t) dieser Bewegungsgleichungen. Un-
ter einer Galilei-Transformation geht diese tiber in

it =Rq(t) —vt—T,, ie{l,...,N}.

Priifen Sie, ob die galileitransformierten Bahnkurven ebenfalls die Newtonschen
Gleichungen 16sen.

iii) Die Galilei-Transformation eines skalaren Feldes f(Z,t) lautet
f(@ )= f(Zt).
Angenommen, f(Z,t) 16st die Wellengleichung

1 0? .

Priifen Sie, ob das galileitransformierte Feld f” ebenfalls die Wellengleichung 16st.

Aufgabe 2: Zeitdilatation und Lingenkontraktion: Ab jetzt benutzen wir SRT! 3

i) Im Ursprung des Inertialsystems K befinde sich eine ruhende Uhr. Zu zwei Zeit-
angaben gehoren die Ereignisse (0,0) und (cT,0). Welche Zeitdifferenz wird im
Inertialsystem K’ gemessen, welches sich relativ zu K mit der Geschwindigkeit
(v,0,0) bewegt?

ii) Im Inertialsystem K befinde sich ein ruhender Stab der Lange L. Seine Endpunkte
beschreiben die Weltlinien (ct, 0, 0,0) und (ct, L, 0, 0). Welche Lange misst man im
Inertialsystem K'?

Aufgabe 3: Feld einer bewegten Ladung 4

Auf Blatt 10 in Aufgabe 3 wurden die Liénard—Wiechert Potentiale einer mit konstan-
ter Geschwindigkeit bewegten Ladung ¢ berechnet. Berechnen Sie diese Potentiale auf
andere Weise, indem Sie auf das Feld einer ruhenden Ladung ¢ eine Lorentztransfor-
mation anwenden. Nehmen Sie der Einfachheit halber an, dass die Geschwindigkeit
U= (v,0,0) ist.

2P

1P

2P



41. Aufgabe: Galilei-Transformation

(a) Wir transformieren zwei mal. Zuerst
(x,t) = (Rx — vt — xg,t — tg) = (X', 1)

und dann
(x',t) = (R'X — vt — x(), t— tg) = (x",¢")

Es ist also
x" = R'x'—v't'—x{ = R'(Rx—vt—xo)—V'(t—ty)—x; = (R'R)x—(R'v+Vv')t—(R'xo—V'to+xy)
Setze jetzt R = R'R, dann ist
R'R=(RR)T(RR)=R"'(R)'RR=R'R=1id
und RRT = id analog und damit R eine orthogonale 3 x 3-Matrix. Setze weiterhin
v=Rv+V Xo = R'x¢ — v'ty + %
Dann sind v, x konstant nach Wahl. Fir ¢ gilt:
"=t —ty=(t—tg) —ty=1t— (to + ty)

Setze nun

to = to + ty = const.
Damit ergibt sich insgesamt
(x,1) = (x",t") = (Rx — vVt — X, 1 — to)

und somit ist eine Hintereinanderausfithrung zweier Galileitransformationen wieder

eine Galileitransformation.

(b) Die Newtonschen Gleichungen fiir das ganze System lauten (fiir jedes i =1...N):

d2qz(t) . N
mi—3 ——;VV(Iqi(t)—qj(t)l)
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Seien die q;(t) jetzt eine Losung dieser Gleichungen. Wir transfomieren mit Galilei:
q; (t,) — qu (t) — vt — Xg
Jetzt miissen auch fiir diese Gleichungen die Newtonschen Beziehungen gelten:

d*q;(t)
m; dt/2

="V (ldi() — d()])

J#
Betrachten wir jetzt die einzelnen Teilterme:
Differenz von q; und qj: Es ist
|qi(t) — qj ()] = [Rai(t) — t — %o — Raq;(t) + vt + Xo| = |R(qu(t) — q;(1))]
Jetzt ist aber R eine orthogonale Matrix und damit die Abbildung
langenerhaltend. Somit ist
[ R(ai(t) — q;(1)] = ait) — q;(?)]

Der Gradient: Es ist
V'=RV
aufgrund der rotiertem Definition des Koordinatensystems.

Die Beschleunigung: Wir finden:

d2qi(t')  d? q2
2 = g Bdit) = vt =x0) = 5 (Rai(t' + o) = v(t' + o) = Xo)
= Rqui(t/ +tt) v +t)  d*xg

d#2 d? B d#2
Die hinteren beiden Anleitungen sind beide Null, da v und x, konstant sind.

Auch die innere Ableitung von q;(t' + t) ist 1 und damit:

Pat) _ da)
dir? dt?
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nach der Kettenregel

Insgesamt ist also

SIS () - )

J#i

aquivalent zu

S TUN S

J#i
und damit sind auch im neuen System die Newtonschen Gleichungen erfiillt.
() o
2 _ —— T —
(V2 — i) f(#0)=0
@) = f(@,1)
Of(z,t) _of(a", 1) N
62 82]0/ /af/
Sl t) = = 2V +
V2f(z,t) = V2 (2, 1)

7 - v/)Qf/

1 02
0= (V2 - g@)f([)ﬁ,t)

_ /2_16_2 owa i laf/ = w/AVANJ}
—(V Cgat,Q)f(x7t)+CQ ( -V 8t) (U V)f

42. Aufgabe: Zeitdilatation und Langenkontraktion

(a) Wir berechnen den invarianten Abstand zwischen den beiden Ereignissen:
s = A — Ax?
Da sie sich am selben Ort befinden, ist

82 — CQT2
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Wechseln wir jetzt ins Koordinatensystem K’. Diese Grofse muss invariant unter diesem
Wechsel sein. Hier haben die beiden Ereignisse zusétzlich zur zeitlichen Differenz A#’

aber auch eine rdumliche Differenz
As' = At'v

da sich das Koordinatensystem K (und damit auch die Uhr) relativ mit Geschwindigkeit
v bewegt. Es ist also
s = A — v At?

Da die beiden Grofen s gleich sein miissen, kann man auflésen zu:

= At =7T

Also wird die Zeit um den Faktor v gedehnt.

(b) Betrachten wir den Stab im System K, so hat er (bei gleichtzeitiger Messung) die
Lénge L. Seien nun xg = 0 und x; = L die Endpunkte des Stabes. Wiir miissen, um
die Lénge zu bestimmen, im System K’ wieder bei gleicher Zeit t’ messen. Seien z
und z{, die Endpunkte des Stabes in K’. Dann ist offensichtlich:

zo = y(xy + vt’) xy = y(x} + vt’)

und damit:

L=z —x=n"(xy—a)) =~L

2
'=y/1-5L
C

Also wird die Lédnge um den Faktor v kontrahiert.

oder umgestellt:

43. Aufgabe: Feld einer bewegten Ladung
Auf dem letzten Ubungsblatt erhielten wir folgendes Resultat:

E=a(?-v)(x—R({) a= ° -

V(2 —xv)2 + (x2 — 2¢2) (2 — v?)
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Diesmal haben wir noch die Vereinfachung:

Damit wird die Gleichung zu

und der Vorfaktor zu

qc qc
a = =

V(e —zv)? + (x2 — t2¢2) (e — 1)2)3 VAT T 2207 — 2%z + X2 — 022 — A + 222

Benutzen wir jetzt noch

x> =% +y* +2°
so wird dies zu

_ qc
\/02(132 + 4% + 22 — 022) — 02 (y? + 22) — 202131:1)3

a

Betrachten wir jetzt das E-Feld einer Punktladung ¢ in Ruhe im Koordinatensystem K’

so ist dies gegeben durch

.IJ

E/(t/) _ &X/ _ q /

13 3
X /ZL’IZ +y/2 + 2/2 Z/

<

Nun transformieren wir in ein neues System K, das eine Relativgeschwindigkeit von v auf

der z-Achse aufweist. Nach der Lorentztransformation ist dann

o\ —1/2
d=q@—vt) Y=y =z 7—(1——)
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Wir betrachten zuerst den Vorfaktor

T2+ 2 + Z123 (z—vt)2 3 c2(z—vt)? 2 23
y \/——i—y2+z2 e A

1-v2 c?—v?
2

Wir erweitern den ganzen Bruch mit (¢? — v2)*2 und erhalten:

q(02 . 1)2)3/2

B VA (x —vt)? + y2(® — v?) + 22(c2 — v?)

3

Die vorhandene Binomische Formel lasst sich ausrechnen und neu Klammern und man

erhalt schlieflich:

q(@ —v?)3/? _ 9(62 e
VE@ T2+ 2 —022) — 02 (2 + &%) — iz ¢
Wir haben also jetzt
v(z — vt) y(x — vt)
E = %(CQ —?)( —v?)!? y = a(c® —v* )y y
z z

Um jetzt von E' auf E zu kommen, benutzen wir die Lorentztransformationsregeln fiir
Felder:

E=E +- '(v-E)-E +yvxB

V2
Da das B’-Feld 0 ist (die Ladung ist unbewegt) und die Geschwindigkeit nur in z-Richtung

zeigt, vereinfach sich die Gleichung autf:
/ 1 - Y2 / /
E=E+ — v E, =7E +(1-1)E;
Also fiir die einzelnen Komponenten:

E.=E, E,=~E, E.=~E.
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Somit ist unser transformiertes E-Feld gegeben durch:

v(z — vt) x — vt
E=a@-v")y' [ w |[=a@=v))| v

vz z

und damit das selbe Ergebnis wir auch schon in der vorigen Rechnung!

14. Ubung
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Aufgabe 1: Gleichformig beschleunigtes Teilchen 6

Auf ein Teilchen mit der Ruhemasse m wirke eine konstante Kraft F{ in z-Richtung.

i) Losen Sie die relativistische Bewegungsgleichung 2P

o)

dt\ /1 —v2/2/) o
wobei v = (v,0,0) (bentiitzen Sie die Abkiirzung a = F;/m). Finden Sie x(¢) und
v(t) = dx(t)/dt mit den Anfangswerten x(0) = 0, v(0) = 0. Wie lauten z(¢) und
v(t) in fithrender Ordnung in ¢!, und wie lésst sich das interpretieren?

ii) Berechnen Sie den Zusammenhang zwischen ¢ und der Eigenzeit 7 = 7(¢). Geben 2P
Sie z und v als Funktion der Eigenzeit 7 an.

iii) Bestimmen Sie die Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung des Teilchens. 2P
Berechnen Sie die Beschleunigung, die ein mitbewegter Beobachter im System des
Teilchens spiirt.

*17.Januar 2012 17:38 Uhr
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Aufgabe 2: Doppler-Effekt 3

Eine Quelle emittiere ebene monochromatische elektromagnetische Wellen der Frequenz
w. Thr Wellenvektor k sei in einem Winkel beziiglich der z-Achse orientiert, d.h. k, =
|k| cos 8. Ein Beobachter bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v in Richtung
der x-Achse. Berechnen Sie die Frequenz «’, die er fiir das Wellenfeld misst (Doppler-
Effekt), sowie die Richtung, aus der die Welle zu kommen scheint (Aberrationswinkel).
Hinweis: (k*) = (w/c, k) ist ein Vierervektor, d.h. er transformiert sich wie die Raum-
Zeit-Koordinaten. Diskutieren Sie die Falle 6 = 0, 7, £7/2.

Aufgabe 3: Wellengleichungen 3

Unter einer Wellengleichung wollen wir eine partielle Differentialgleichung fiir Funk-
tionen f(7,t) verstehen, die Losungen der Form exp(—iw(k)t + ik - ¥) zuldsst. In der
Quantentheorie entsprechen den Wellen auch Teilchen und umgekehrt (z.B. Photonen
fiir elektromagnetische Wellen). Energie und Impuls der Teilchen sind dabei gegeben
durch E = hw, § = hk, wobei ki = h/(2r) = 1.1 x 10734Js (h ist das Plancksche
Wirkungsquantum). Bestimmen Sie fiir die folgenden Wellengleichungen den Energie-
Impuls-Zusammenhang sowie die Masse der zugehorigen Teilchen.

(-0 oo
i) <Za+o¢A)f(x,t)—0, a>0.

ii) <Ci—2—A+62)f(f,t)=0, £>0.

1P

2P



44. Aufgabe:
(a)

somit

Gleichformig beschleunigtes Teilchen

d muv

e\ =
C2

U =vé,,x(0) =0,v(0)=0

Fy

1
v =at
U2
=
at
v =
1 + a2§2
¢ /
t
T :/ a dt’
2412
0 1+ acg
(%)
=g 2 / du
T 2a 1+u
0
2 272
_— ( 1+ o 1)
a c?
Taylorentwicklung fiir fiilhrende Ordnung ¢! mit
1+2)7 ~1+2
2
v=at (14 0(c?)) z(t) = zat® + O(c™?)
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ds® = Adt? — dx?
= Adt? — v2dt?

B Adt?
- 1 + a2§2
cdt
ds = ——— = cdt
a2t2
1424
t
dt
s=rc
IRARE =
a2 [ du

a
S c . at
T = - = — arcsinh | —
¢ a c
c
a

Somit folgt

242 t
1+ a_2 = \/1 + sinh? (a_) = cosh <£>
c c c

Damit )
v(T) = ctanh (%) x(r) = % (Cosh (%) - 1)
(c) Es gilt
W(r) = ang) - a% (ct(r), 2(7),0,0)
Somit

u(T) =c (cosh (%) ,sinh (%) ,0, 0)
at(t) = % =a (Sinh (%) , cosh <a77> ,0,0)

Wir wollen jetzt das Koordinatensystem betrachten, in dem ein Beobachter ruht, fiir
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den also die Vierergeschwindigkeit gerade
u™ = (ct',0,0,0)
betragt. Dazu betrachten wir eine Transformation

AM:(’Y —57)
Co\-Br oy

. Die gewtlinschte Transformationsmatrix ist in der Oten und ersten Komponente

a7 — By _ cosh (“£)  —sinh ()
v -8y v — sinh (%) cosh (%)

Damit
ut = Ara”
cosh (%T —sinh (%T) cosh ("“TT)
=c
—sinh (%) cosh (%) sinh (%)
o)
=c
0
und
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45. Aufgabe: Doppler-Effekt

K = (2,8 F = 2 k, = # cos .

c?

Also

K/H = (gl’ k:/m k7/J> k;)
C

w' w

— =7 = Bk
c c
= 78 — BVE cosf
c c

w
K., = —67; + vk,
= —ﬁvg +78 cos
Cc C

W' =wy (1 — Bcosb)

w
ki = — cos@
c

= % (—f + cosb)

cost) — 80— B
1— [Bcosb
Betrachte nun
0=0
/I 1_5
W =w
1+
0 =0
Nun
0=m
, VIt B
W =w
1-8
0 =n
Nun
h="
2
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W= yw

cosl = - = 0’>g

46. Aufgabe: Wellengleichung
(a)
0 o
(za + ozA) f(@t)=0
(z% + aA) exp (—iw(E)t + ZEf) =0
= (w— ak?) exp (—z’w(l;)t + zE.f)

Also
W = Oé/;2
Verwende nun
2 2 2
p P P h
E = — i = —= — = —
om "TO9E T % 2a

(13 A+ 62) 1(@,1)

2 Ot? !
1 8 2 . e Jgiin UJ2 79 2 . 7 Jpgen
Er i A+ 37 ) exp (—zw(k‘)t - zkx) == + k7 + 7 ) exp <—’M(l€)t + ka)
E gy
¢
2
E_2 = P+ m2P
¢
h
- m = 6—
c
15. Ubung
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Bitte beachten Sie: Bei den Punkten, die Sie auf dem aktuellen Ubungsblatt errei-
chen konnen, handelt es sich um Bonuspunkte. Diese fliefen nur optional in die
Bewertung ein, sprich, die Abgabe einer Losung ist freiwillig.

Aufgabe 1: Compton-Effekt 4

Ein Photon ist ein Teilchen mit Ruhemasse Null, Energie £ = hw und Impulsbetrag
|¢] = hw/c. Ein Photon mit Frequenz w, und Impuls ¢, werde an einem ruhenden frei-
en Elektron der Masse m gestreut. Nach dem Stofs habe das Photon die Frequenz w;
und den Impuls ¢, der mit dem urspriinglichen Impuls ¢, den Winkel 6 einschlief3t.
Das Elektron habe nach dem Stof$ den Impuls p. Bestimmen Sie die Frequenz w; des
gestreuten Photons in Abhéngigkeit von wy, m und 6.

Aufgabe 2: Elementarteilchenprozesse 4

i) Zeigen Sie, dass das Endprodukt eines Elementarteilchenprozesses, bei dem zwei 2P
verschiedene massive Teilchen miteinander kollidieren, niemals ein einzelnes Pho-

ton sein kann.

*20.Januar 2012 13:52 Uhr
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i1) Ein ruhendes Teilchen der Masse M zerfillt in ein Teilchen der Masse m und ein 2P
Photon. Berechnen Sie die Energie des Photons.

Aufgabe 3: Kovariante Formulierung der Elektrodynamik 4

i) Die kovariante Form der Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes lautet 1P

1 .
ﬁ(Ap, ao—Ap) = _16—7TFIJVFuy — E Auju s

wobei j* eine von aufien vorgegebene Vierer-Stromdichte ist. Leiten Sie mit Hilfe
der Euler-Lagrangegleichungen

oL _, o
oA, ~ 7"0(0,A,)

=0,

die Bewegungsgleichungen her. Verwenden Sie die Lorenzeichung, um die Bewe-
gungsgleichungen als Wellengleichung fiir A,, zu schreiben.

Zeigen Sie, dass die Wirkung S = / d*z £ eichinvariant ist.
ii) Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes ist gegeben durch 1P
T = - (F“AF*” + lr;f“’ﬂwﬂ*) .
4m 4
Zeigen Sie, dass in Abwesenheit von Stromen und Ladungen gilt: 9, 7" = 0.
iii) Driicken Sie die Komponenten 7%, 7%, T% (i, j = 1,2, 3) durch E, B aus. 1P

iv) Zeigen Sie, dass die Gleichung 9, 7" = 0 den Poyntingschen Satz und die Impul- 1P
serhaltung fiir freie Felder beinhaltet.



47. Aufgabe: Compton-Effekt

Vor dem Stof
@ =(—q) F =(mc0)

Nach dem Stof3

Mit
o Wo - %1
@l =— |al=—
c c

Viererimpulserhaltung liefert
Py +ay = Py +dp

und somit

ﬁ2
= — (wi + wi — 2wow; cos )
c

h2
m2c® 4+ — (wg + w? — 2wwi cos 9) = |mc+ —(wo — wr)
2 c
Wo
Ten (1 — cosf) + 1

mc

w1 =

48. Aufgabe: Elementarteilchenprozesse

(i) Viererimpulserhaltung ergibt
(Ve + i, 5) + (VEME+¢,q) = (14, F)

Im Schwerpunktsystem gilt ¢ = —p und damit

VeEm2 4 p2 4 /M2 + 52 =0

da k =

141



(ii) Es gilt wieder Viererimpulserhaltung

(eM.0) = (VeEm?+72,7) + (171.7)

und somit miissen wir nur die Ote Kompoenente betrachten.
Umgeformt steht dann da
(M~ ) = m + 77

und fiir die Energie des Photons gilt F = ¢|p] und damit folgt aus der Gleichung

A(M? — m?)

E =
2M

49. Aufgabe: Kovariante Formulierung der Elektrodynamik
(i)

oL oL
o4, Yam,a "
Es folgt
oL 1
It /7!
0A, cJ
und
oc
00,4
Zwischenschritte
0F,z 0
= Az — 054
80,4,  9(9,A,) (Oatds = 9pAa)
= (3835~ o57)
0
FzFo8 = FoB (§r6Y, — 616
a(aﬂAIJ B ( a’s B a)

= Fag (9"g"" — 9" g")
S L T A

Antisymmetrie

= 2 (Fm — fvm) e g e
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Also

o, = L g
&

Mit Lorentzeichung folgt 0, A* = 0 und damit

L
c
Nun gehts an die Eichinvarianz :
Sei
A;L = A, + 0w
Damit

Fl’w =F, +0,0w—0,0w=F,,

S = /d4X£'
4 1
= [dx(L—--0,w]"
c

=5+ ! /d4xw8HJ“
C

Somit fiir die Wirkung

S

(i) Zu Zeigen
9,T" =0

bei fehlenden Stromen und Ladungen

1 1
0T = 1 (@Ff}?*" + FLO,FY + éaﬂFpAF”’)

™
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Mit

F) = g""F,\
6 = 0'A\ — 0\ A"
8uF,I\L = aua#A/\ - auaAA“
= 0,0"A\ — (9#8“A,\gu>\g“>‘
=0

Weiter gehts :

0, T = iF/”\ (8”}7’” + %8“5’”)
i (ore— dor s o)
= ﬁFpA (%WF*” + %8AF”” + %av F”/\)
9, = 0
Mit
Wobei
EapuOu " = %5a6w5wpgaqua
und

Capm 7 = 5 (5357~ 5307)

+ 85, (—0507 + 84ay)
+ 02 (8505 — 6455)
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(iii)

F()i = 80141 - 8@¢

=F;
Foy = —Fo=F"
€z‘ijjk
— — (e (04— 0F )
= —2€ijk8jAk
— —2B,
Fi* = —; B
1 1
™= (FQFAO + Z—lF,MFP*)
47 2
) 1 )
T()z - FOF/\Z
47r( A )
1 )
— —E Fkl
Am "
L E B
A kC kil Dl

id 1 P 5 04 1
™= (FkF’” + FiFY — aijZFpAFP*)

1 1 - =
= E <_5ikl5kijle - EZE] + §6U (E2 — BZ))
1 1 =0 39
= E <5ij51m — (Sz (5jl) Ble — EIEJ + 5523 (E — B
ij 1 1 2 D2
% = — (=BiB; - BiE; + 504 (E ' )

Wir haben also T die Energiedichte, 7%, i = 1,2, 3 als den Poyntingvektor durch c

und 7% als Spannungstensor , 4,5 = 1,2,3

(iv)
9,T" =0

Bezeichne
U=1% S; = 1"
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Bei v = 0 folgt

ou 1 -
(2 19.9) o

und fir v = k
105 9 pon _

c ot Qai*

wobei T™) den Maxwellschen Spannungstensor angibt.

0
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Dieses Skript wurde heruntergeladen von

ugroup.hostzi.com

Alle Rechte verbleiben beim lesenden Dozenten.

Keine Garantie auf Richtigkeit oder Vollstédndigkeit.
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