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Aufgabe 1:  Drehmoment auf Stromverteilung

Betrachten Sie eine konstante Stromverteilung ](F) in einem homogenen konstanten
externen magnetischen Feld B. Zeigen Sie, dass fiir das Drehmoment N auf die Strom-

verteilung gilt . .
N=mxDB (1)

mit dem magnetischen Moment m der Stromverteilung.

Das magnetische Moment m der Stromverteilung ist gegeben durch
1

= AV & x j(). (2)
Wir gehen dabei von der allgemeinen Definition des Drehmoments aus
dN = 7 x dF. (3)
Einsetzen des Kraftelements dF und Integration liefert
- 1 - _,
N:—/dex[j(f)xB]. (4)
c

Zur Darstellung der Kreuzprodukte kann der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor
€ verwendet werden. Es gilt:
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Weiterhin gilt
3

Z €ijk€ilm = 5jz5km - 5jm5kz- (6)

=1

Wir benutzen, dass fiir die Komponenten der quellfreien Stromdichte j gilt
Es folgt (Achtung - Einsteinsche Summationskonvention!):

1 . 1 ‘

N; = p / AV €ijkTj€kimJ1Bm = E/dV EkijERmT;J1Bm
1 1
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1
= —/dV T ji Bon.
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Dabei wurde die Eigenschaft des Levi-Civita-Tensors benutzt, sowie die Eigenschaft,
dass der Levi-Civita-Tensor unter zyklischer Vertauschung der Indizes unver?ndert
bleibt;

Eijk = Ejki = Ekij = —Eikj = - 9)

In der letzten Zeile von Gl. (8) wurde ausserdem die Integralidentitat (7) ausgenutzt:

Es soll gezeigt werden, dass obige Gleichung identisch ist zu N = 1% x B. Wir schreiben
dies ebenfalls in Komponenten:

1 L = 1 .

1 1

_ o — GGk Tajn By = — B, — i B
5 AV (010im — OimOik )Tk JmBi QC/dV (x1JiB1 — xijiBy)
1

=2 / AV 1,,B:.
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In der letzten Zeile wurde wieder die Integralidentitit (7) verwendet:

Aufgabe 2:  Leiterschleife im Magnetfeld

Eine quadratische Leiterschleife mit Kantenlinge a, Leiterquerschnitt A < a? und
Masse m befindet sich in einem Magnetfeld B. Das Magnetfeld zeigt in y-Richtung,
parallel zur Flachennormalen der Leiterschleife. Es fiillt den gesamten Halbraum z > 0
aus, wo es konstant und homogen ist. Zur Zeit ¢t = 0 befindet sich die untere Kante der
Leiterschleife auf der z-Achse bei z = 0, und die Schleife beginnt in Richtung —eé, unter
dem Einfluss der Gravitation zu fallen.

(a) Finden Sie die Geschwindigkeit v(¢) der Leiterschleife wihrend ihres Falls durch das
Magnetfeld als Funktion von t. Hinweis: Der durch die elektromotorische Kraft &£
in einem Leiter mit Widerstand R induzierte Strom [ ist gegeben durch I = £/R.

Die Bewegungsgleichung des vorliegenden Problems lautet

do(t) = =
m—= = F, — Fi(t)

mit der Gravitationskraft F; = mg in Richtung —e, und der Lorentzkraft F, welche
auf die Leiterschleife der Masse m wirkt. Da sich fiir ¢ > 0 das untere Ende der
Leiterschleife nicht mehr im Magnetfeld B = (0, By, 0)T befindet, gilt
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mit der Parametrisierung | = (a, 0, 0)7.
Fiir die Elektromotorische Kraft £ die in der Leiterschleife, welche die Fliache S mit
der normalen 77 umschlie§t, den Strom [ induziert, gilt

5=—i/§-ﬁda.
S

Man beachte, das von der bewegten Leiterschleife aus gesehen B = B(7,t) gilt.
Daher muss die totale Ableitung % durch die konvektive Ableitung ersetzt werden:

d o
E—a—f‘v'v.

Setzt man B ein folgt wegen der Divergenzfreiheit und des Stokes’schen Satzes

Ez—g/é-ﬁda—j[[éxﬁ(t)]- i
o /s 4

Da das Magnetfeld selbst jedoch fiir einen bestimmten Aufenthaltsort Z = Z(t) der
Leiterschleife konstant ist, verschwindet das erste Integral. Fiir das zweite Integral
erhélt man

_ j’{ B x (1)) - dl = —Boi.(t)a.

c

Mit I = £/R (R = Widerstand der Leiterschleife) und der Substitution

2.2
:Boa
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folgt dann fiir die Bewegungsgleichung

dii(t)
dt

+ K9(t) = —é.g.

Da B||7, #]|¢. und sich die Lorentzkriifte auf die Seiten der Leiterschleife parallel
zu U aufheben, findet die Bewegung der Leiterschleife nur in €, Richtung statt.
Daher reicht es, nur die z-Komponente der Bewegungsgleichung zu betrachten. Die
homogene Gleichung hat dann die Losung

VO (t) = k- e K

und eine Losung der inhomogenen Gleichung ist

inhom (t) — g

s —_—
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Die Anfangsbedingung #(0) = 0 liefert fiir die Konstante & = £ und somit
v,(t) = ~9J (1—e").

Berechnen Sie die maximale Geschwindigkeit v, der Leiterschleife wiahrend ihres
Falls durch das Magnetfeld im Grenzfall a — co. Geben Sie den Zahlenwert fiir v,y
fiir eine Leiterschleife aus Aluminium (Massendichte p,, = 2.70 g cm ™3, spezifischer
Widerstand p = 26.5 x 1072 Q m) in einem Magnetfeld von 1T an.



Fiir eine gegeben Massendichte p,, gilt m = 4Aap,, und fiir einen gegebenen spezi-
fischen Widerstand p ist R = 4ap/A. Einsetzten liefert

16gppm { ( Bj ﬂ
v,(t) = — 1—exp|— t]l.
) Bj 16ppm

Die maximale Geschwindigkeit wird erreicht fiir ¢ — co, daher

—

Umae = | Im 0| = 1090pm
max 00 z Bg

und fiir die gegebenen Zahlenwerte (mit T=kg C~! s7! und Q=m? kg C~2 s71)

16 % 9.8 m/s x 265 x 1079 Q m x 2.7 x 10° kg/m?
Uy = 20X 9B /ST X Xm mrelx g/mz1.12x10_2§

Aufgabe 3:  Induktivitit

(a)

Berechnen Sie die Selbstinduktivitét einer schlanken zylindrischen Spule mit Radius
a, Lange [ > a und Windungszahl n.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der magnetische Fluss einer Anordnung von
Leiterschleifen gegeben ist durch

Die Elemente der Matrix M bezeichnen die Induktionskoeffizienten. Fir M,;; = L;
spricht man von Selbstinduktivitat.

Betrachtet man eine Spule als Anordnung von n identischen Leiterschleifen entlang
einer Achse, so folgt (I; = I)

und daher fiir die Selbstinduktivitit der Spule mit Windungszahl n

_no

L
1

wobei hier jetzt L die Selbstinduktivitdt der gesamten Spule und nicht nur einer
Schleife der Spule bezeichnet. Setzt man die Definition des magnetischen Flusses
ein und verwendet das Ergebnis aus Aufgabe la.) von Blatt 6 fiir nur eine Spule

erhalt man )

L= ,uon27ra7.

Eine kurze Spule mit Radius a und Windungszahl n, liege innerhalb einer langen,
schlanken Spule mit Radius b > a und Windungszahl n,. Durch die innere Spule
fliefe ein Strom [;. Berechnen Sie den Gesamtfluss durch die &uflere Spule aufgrund
des Magnetfelds der kurzen Spule.

Wir benutzen, dass fiir die Gegeninduktivitét gilt:
My = Ma;.



Dann berechnen wir den Gesamtfluss durch die innere Spule aufgrund des Magnet-
felds

B —I
2 = lg 2

der aueren Spule mit dem Strom I, (fir I; = 0):

&, = nyma’By = n17TCL2LL0%I2 = M21, (11)
2

wobei [y die Linge der d&ueren Spule ist (lo > b). Es folgt

a?
My = My = —, Homme (12)
2

Damit ist der Gesamtfluss ®5 durch die duflere Spule:

7Ta
(I)Q = M21]1 l—,uonlnzll (13)
2

Berechnen Sie die Gegeninduktivitit (Induktivititskoeffizient M) zweier paralleler
quadratischer Leiterschleifen mit Kantenlédnge a. Eine der Leiterschleifen liege in der
zy-Ebene bei z = 0, die andere bei z = h (Mittelpunkte bei x =y = 0).

Die Gegeninduktion ist gegeben durch die Induktivitatskoeffizienten

dl dl
Myy = My = f L
S1 JSs |

Wir erhalten fiir M,

—1 1
iy { @+ h2 + (22 — 21)2] 172 + 72 + (g — x1)2]1/g} .

/\/% = arsinh(z) = In <m+m)’
/dmn(w+m) — ol (o4 Veta?) -

1
In (1 —l—z) = 2 artanh(z)

/ xdx
Ve + 22’

erhalten wir weiter

2
My = “O{h 2VaZ + h? + v/2a? + 2

a (\/2a2 +h2 —a?+ h2)
\/(2@2 + h2?)(a® + h?) — a?

+ @ arctanh [

} . (14)

(15)

Die Entwicklung fiir h > a liefert:

poa’

My ~ )
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(d) Berechnen Sie daraus weiterhin die Kraft, die notwendig ist, um die beiden Leiter-
schleifen mit den Strémen [; und I5 entlang der z-Achse voneinander zu entfernen.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir die Kraft mit der eine geschlossene Schleife
2 auf eine geschlossene Schleife 1 wirkt die folgende Beziehung gilt:

. dl1>< dng 7”1-7’2)
Fpy— —11127{]{ | (16)

|7‘1 —7"2|3

Weiter lésst sich der Integrand in eine Form bringen, die explizit dem dritten New-
ton’schen Axiom geniigt (T2 = 7 — 73)

dly x |dly (r - 772)} i [dfl : 512] =\ 1o
= aly

— (dly - dly) == (17)

|71 — 753 |Z12[3 | Z12]3

Aus Symmetriegriinden liefert der erste Term keinen Beitrag zum Integral iiber die
geschlossene(n) Schleife(n). Somit folgt

Fiy = —2211, 7{ f (dly - diy) fl;f? (18)

7”1—7“2|3
1
Vi——
|7“1—7“2|
Es gilt
- 0
ja :‘F ’:11 L My
12 12 142 8h 12( )‘

Mit Gl (14) erhalten wir:

21 h Va2 +h?  hyv2a? + h?
F12 = 11]2— 1-— — + .
VaZ+n? h a? 4 h?
Fiir A > a gilt:
3,[!0&4
Fip ~ L.
12 = 5 il

Die Kraft die extern aufgewendet werden muss, um die beiden Leiterschleifen aus-
einander zu bringen is Foy = —Fls.

Die Kraft zwischen den beiden Leiterschleifen kann auch aus der magnetischen Feld-
energie abgeleitet werden. Wir nehmen an, dass die Schleife 2 im Ursprung verbleibt
und wir die Schleife 1 entlang der z-Achse um die Strecke dh = dh &, verschieben.
Die Strome /; und 12 bleiben konstant (s.a. Vorlesung). Bei der Verschlebung durch
die Kraft Fext =_F 12 muss zum einen die mechanische Arbeit —F 12° .dh aufgewendet
werden. Andererseits induziert die Anderung des magnetischen Flusses beim Ver-
schieben der Leiterschleifen eine elektromotorische Kraft in beiden Leiterschleifen,
was einer Energieinderung 2dW,,,s zur Folge hat. Die gesamte Energieinderung ist

AW = dWiagn = —Fia - dh — 2dWis . (19)



Da AW, = —Fio - dh gilt (s. Vorlesung) folgt

A i ana n — =,
_Fext = F12 = oh & €, = VWmagn'

Aus der Vorlesung ist auflerdem bekannt
1
Wmagn = 5 ; szjzlj . (20>

Man beachte, dass die Selbstenergien der Leiterschleifen nicht von h abhéngen und
konstant sind, da die Stréme konstant bleiben.



