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Diese Musterlosung benutzt SI-Einheiten!

Aufgabe 1:  Koaxialkabel (54+342=10 Punkte)

Ein Koaxialkabel bestehe aus einem langen Draht mit Radius a in einem langen Hohl-
zylinder mit Innenradius b (b > @). Draht und Zylinder seien konzentrisch zur z-Achse.

Das Koaxialkabel iibertrédgt eine reine TEM-Welle:
E = Eyfg(p)e®™ Ve, B = Eyfs(p)e'™* e, (1)
wobei €, und €, die Einheitsvektoren in Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2) sind.

(a) Bestimmen Sie die Funktionen fg(p), f(p) und den Poynting-Vektor fiir die TEM-
Welle.

Losung: Die elektro-magnetischen Wellen miissen den Maxwell-Gleichungen geniigen.
Dies werden wir im Folgenden iiberpriifen. Da im Raum zwischen den Zylindern kei-
ne Quellen vorhanden sind miissen die folgenden Gleichungen nachgerechnet wer-
den:

(i) )

V-E=0
In Polarkoordinaten sind 0, und 9, gegeben durch:

sin ¢ ay

Oy = cos ¢0, —

cos ¢

0y = sin g0, + 0y

Damit gilt:
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Somit haben wir gefunden:

(8p + %) f5(p) = 0= fu(p) = COZSt‘

Die Konstante im letzten Term kann in Fy in (1) absorbiert werden. Wir ver-
wenden daher

1
fe=—. (2)
P
(ii) Eine analoge Rechnung fiir
V-B=0
zeigt, dass hieraus keine Einschrinkungen auftreten:

V-B = 8,B,+0,B,+ 0.B.

= (COS qbé?p - Slr;¢a¢) (—EQfBei(kz_Wt) sin qb)
n <Sin ¢8p n COs ¢a¢) (EofBei(szwt) COS ¢)
=0

(iii) Aus der z-Komponente der Gleichung
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findet man:

(VxB), = 8,B,—0,B,
= (COS 0, — sin ¢
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Daher erhilt man
Const.
I(p) = P

Die z- und y-Komponenten der Gleichung legen die Konstante aus der oberen
Gleichung auf 1/c fest, d.h.

1
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(iv) Untersuchungen der vierten Maxwell-Gleichung

f5 (3)
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(b)

zeigen, dass hieraus keine neuen Einschrinkungen an fgr oder fp auftreten. Es
folgt, dass die z-Komponente der Rotation von E verschwindet

[V x E]. =0 (4)

und damit kann die transversale Komponente des elektrischen Feldes als Gra-
dient eines Potentials geschrieben werden:

E =-V,0. ()

Die transversale Komponente des elektrischen Feldes E| ist die Losung des
elektrostatischen Problems in zwei Dimensionen.

Der Poynting-Vektor dieser Wellenkonfiguration ist dann gegeben durch:

S = iReEx ReB

Ho
1
= ——FEjcos’(kz — wt)é, x €}
focp?
1
= ——Ejcos’(kz — wt)é.
HoCp

Finden Sie die Langenladungsdichte des inneren Drahtes.

Losung: Wir verwenden das Gaufische Gesetz und das in der vorigen Aufgabe
gefundene E-Feld um die Langenladungsdichte des inneren Drahtes zu bestimmen.
Wir legen einen zylindrischen Streifen mit Einheitshohe um das innere Kabel. Der
Fluss des E-Feldes durch die Zylinderoberfliche ist dann gegeben durch:

E , .
o = =0 27rpez(kz—wt) _ 27TE0€z(kz—wt)

Daher ist die gesuchte Langenladungsdichte
o = ¢gRe® = 2meg Ey cos(kz — wt).

Finden Sie den Strom im inneren Draht.

Losung: Wir verwenden die Kontinuitatsgleichung:
V-J+ 0o =0
Da der Stromdichte-Vektor entlang der z-Achse liegt wird diese Gleichung zu
0,J = =00 = 2meqwEysin(kz — wt) = —2megkcEy sin(kz — wt)

Dabher finden wir
J = 2mceg By cos(kz — wt), (6)

wobei wir angenommen haben, dass kein konstanter (mit Frequenz Null) Strom
durch das Kabel fliefit.



Aufgabe 2:  Abstrahlung einer Ladungsverteilung (542+45+3=15 Punkte)

Gegeben sind zwei positive Ladungen ¢ im Vakuum. Sie befinden sich auf der z-Achse
bei
leg(t) = *a [1 + cos (wgt)]

Im Ursprung befindet sich zusétzlich die Ladung —2q.

(a) Bestimmen Sie das kleinste nichtverschwindende Multipolmoment der Ladungsver-
teilung.

Loésung: Das elektrische Dipol-Moment des Systems ist:
d= > aii = (421 + qz2)e, = 0.

Da die Positionen der Ladungen entlang der z-Achse oszillieren ist nur die z-Komponente
des Stroms von Null verschieden. Daher ist das magnetische Dipolmoment gegeben

durch:
m:/dfxfz/dlrezxezz().

Das elektrische Quadrupole-Moment des Systems ist gegeben durch
Qup = Y _ 3riaTipg — 0as,

wobei der Index ¢ die drei Ladungen ¢, —2¢ und ¢ indiziert. Das elektrische Quadrupole-
Moment besitzt nicht-verschwindende Komponenten:

Que = ~ai? = ~2qa?[1 + cos(wt)?
ny = Z _iniQ = _2qa2[1 + COS(MOt)F

Qw: = Y 3¢22) — g = 4qa’[1 + cos(wpt)]”

(b) Schreiben Sie das obige Multipolmoment zerlegt in die einzelnen Frequenzkompo-
nenten.

Losung: Normalerweise erfolgt die Zerlegung in die verschiedenen Frequenzmoden
mittels der Fourier-Transformation. Hier kénnen wir die einzelnen Moden allerdings
nach kurzer Rechnung ablesen:

3 1
Q.. = 4qa®[1 + 2 cos(wot) + cos®(wot)] = 4qa® 3 + 2 cos(wot) + B cos(2wot) | -

Da @;; und @, proportional zu ()., sind, ist ihre Zerlegung proportional zum
obigen Ergebnis.

Das elektrische Quadrupol-Moment enthélt also zwei Moden nicht- verschwindender
Frequenz (wy und 2wyp), und wir bezeichnen die zugehorigen Koeffizienten mit ¢4
und (). Dann findet man:

(le:c; Qlyya lez) = (_4qa'2a _4qa27 8qa2>
und
(Q2xw; Q2yy7 Q2zz) - (_qa27 _qa27 2(]@2)



(¢) Berechnen Sie fiir jede Frequenz w die Felder B und E im Fernfeld mit a < A < -
Losung: Wir betrachten nur die beiden Moden nicht-verschwindender Frequenz
und definieren fiir sie die Wellenzahlen

2
hy = =0 = 2k,
C

Fiir die wg-Mode berechnen wir zunéchst den folgendermaflen definierten Vektor:

Q = Z Qla,@n,@e/ﬁa

a76

wobei 11 = § und @), aus der letzten Aufgabe bekannt ist.
Mit diesen Definitionen findet man schnell:

@ = —4qa®ii + 12qa’n.e,

Wir beginnen mit der folgenden allgemeinen Formel, um das elektrische und ma-
gnetische Feld der Quadrupolstrahlung zu berechnen:

—

Q

Alel) _ o —
g 24w - ey

w
24m
Hierbei ist zu beachten, dass die Q’s mit zwei Indizes die Quadrupol-Momente sind
und der Vektor () wie weiter oben definiert ist.

Hieraus erhélt man

K -
= _ _-k—»(l,el) - =
g= 2ir
In Gauss-Einheiten wiirde hier ein Faktor % anstelle von ﬁ auftreten. Aufgrund

dieses Unterschieds erhélt man im SI-System einen Extra-Faktor in den Ausdriicken
fiir die Felder und die Strahlungsleistung. Wir erhalten
. Z'eiklr
By = pok:

X g1

. 3 ikir
tpockye™” o
= =1 n X Ql
r
> 3 ile
tpocky e
= — ! il X 12ga*n.e,
247 r

_ ian,uock;i)’ etkr

(nyn27 —NgNyg, 0>T7

27 r
wobei wir in der dritten Gleichung die Identitéit 77 x 7 = 0 verwendet haben, und

. 1~
E1 = —len
c
iankf ethr ( 2, 2)
= — Ny (—NgNy, —MyNy, N n
2mey T B A y

T

Fiir die 2wyp-Mode erhalten wir analog:

> iqa®pocks et*2r T

By = — S . (nyn., —ngzn.,0)
- iqa?ks et 5 o\
) = — N (=ngnz, —nyn,ng +n,)".

2meg T



(d) Berechnen Sie die von der Ladungsverteilung abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel

und die gesamte abgestrahlte Leistung P. Skizzieren Sie — O
Loésung:

Die Strahlungsleistung der ersten Mode ist:

b _ K i
s 2

kic? 1o | o =~ 1o
BECERA S
k?CQ Ho 919 )
- 115271’2 6_0 * (12(]0, ) | (nyn27 _nmn270) |

2
_C 9 46 [HO 9 2
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2
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cos? 6 sin? 6

wobei wir n, als n, = ccosf geschrieben haben.
Analog erhalten wir:
apr, k% Ho | o
@ - 2\

2
c
_PatkS Ho

5 1 cos? 0 sin? 0
2w €0

wobei wir die Relation ky = 2k; verwendet haben.
Wir erwarten Misch-Terme wenn wir die Quadrat-Wurzel aus der kohdrenten Sum-
me der elektro-magnetischen Felder der beiden Moden ziechen. Allerdings koénnen

wir den zeitgemittelten Mischterm fiir grofle Zeiten vernachléssigen. Wir verwen-
den daher:

AP _ B P,
ds2 ds? s

5 2
= LQqQa‘lk:?1 JH0 cos? 0 sin? 0
81 €0

dP dP
An dieser Stelle sehen wir, dass —— o sin*(26). Somit wird — fiir §# = =% maximal
, 5, 7. Eine Skizze findet sich in Abbildung 1.
Integrieren wir iiber den vollen Raumwinkel erhalten wir fiir die Abstrahlleistung:

P = 8 =4 ¢ 4k61/'u0/ d@/ d¢psin 0 cos® 0(1 — cos? 0)

¢ a'wg

und verschwindet fiir 8 =0, Z

6mct €



Abbildung 1: Die elektrische Quadrupol-Strahlung besteht aus vier symmetrischen Zonen

Aufgabe 3:  Hohlraumresonator (10+-5=15 Bonuspunkte)

Betrachten Sie einen zylindrischen Hohlraumresonator mit Innenradius @ und Lénge .

(a) Finden Sie die Eigenmoden des Resonators.

(b) Driicken Sie die Eigenfrequenzen des Resonators durch die Nullstellen j,,y, (Jmn) der
Bessel-Funktion bzw. ihrer Ableitung [J,,(jmn) = 0, J),(Jmn) = 0] aus.

Wir suchen nach Losungen der Wellengleichung im Vakuum die sowohl Lésungen der
Maxwell-Gleichungen sind als auch die Randbedingungen erfiillen. Hierzu beginnen wir
mit der Wellengleichung

(62 - 0—12@) U(t,7) =0 (7)

wobei W(¢, 7) hier fiir die z-Komponente von E(t, Z) oder B(t, ) steht.
Aufgrund der Symmetrie des Problems verwenden wir Zylinderkoordinaten und machen
fiir ¥ den Ansatz:

U(t,p, ¢, 2) = Al f(p), AeC, mel (8)
Setzen wir diesen Ansatz in ein finden wir mit dem Laplace-Operator in Zylinderkoor-
dinaten:
w>2 o Ut @)1 m? . 9 .
— =) ¥(t,¥) = —0,p0,f(p) — =V (t, %) — k*V(t, 7 9
(5) w0 = =57 00 (o) =~ (0, 3) = B, (9)
Nach kurzer Umformung fithrt dies zu
2
w
0,1 (p) + PO, (p) + (* (5 = K*) =m*) f(p) = 0 (10)
~——

=:k2

c

Wir wollen im Folgenden annehmen, dass k. > 0 gilt. Dann koénnen wir mit p := k.p
und f(p) := f(p) umschreiben als

P (p) + of (B) + (5* —m*) f(p) =0 (11)



Wir erkennen in (11) die Besselsche Differentialgleichung und eine Losung dieser ist die
Bessel-Funktionen m-ter Ordnung. Da m € Z gilt ist die Neumann-Funktionen m-ter
Ordnung eine von der Bessel-Funktion m-ter Ordnung linear unabhéngige Losung. Diese
hat allerdings fiir m € Z eine Singularitit im Ursprung, sodass wir f(p) = @ Jm(kep)
mit &, € C wahlen. Somit ist

U(t,p, ¢, 2) = e @F4mo) g (kp), am€C, meZ (12)

Hierbei haben wir die Konstanten A und &, in einer neuen Konstante «,,, zusammen-
gefasst.

Nun konnen wir die Maxwell-Gleichungen verwenden um den zur z-Komponente von
E (B) gehorigen orthogonalen Anteil E, (B,) zu bestimmen. Hier und im folgen-
den verwenden wir das Symbol L fiir Anteile von Vektoren senkrecht zur z-Achse. Da
U(t, p, ¢, z) fir die z-Komponente von E- und B-Feld steht fordern wir auch fiir die
anderen Komponenten die Form

E(t,7)

—

B(t,7) =

Sou

($’ y)ei(wtsz) (13>
(, y)e' @+ (14)

Weiterhin fiihren wir das Symbol V| := &,, +€,0, ein. Mit (13) und (14) rechnet man
leicht die folgenden Relationen nach:

(v  EL(t )L — ikE\ (1,7) X &, (15)
V x (E.(t, f)g) (V. E.(t, %)) x &, (16)
Addiert man diese beiden Gleichungen findet man
(Vx Et,Z). =(VxE(t,7)+V x E,(t,£).) .
= (ikE, (t,%) + V_E.(t,T)) x &. (17)

Unter Zurhilfenahme der dritten Maxwell-Gleichung (Induktionsgesetz) und mit (14)

folgt hieraus . . .
—iwB, (t,7) = (ikE (t,Z) + V_ E.(t,T)) x €, (18)

Mit einer analogen Rechnung findet man (im Inneren des Hohlraumresonators gilt
j=0)

iwpoeoE L (t,7) = (ikBL(t, &) + V1 B.(t, %)) x &, (19)

Aus diesen Gleichungen folgt
iwB, (t,%) x & = ikE (t,%) + VL E.(t,7) (20)
—iwpoeo By (t, ) x & = ikB, (¢, %) + V. B.(t, T) (21)

Mit diesen beiden Gleichungen findet man durch Einsetzen (mit oo = ¢=2):
Zk2EJ_(t I) = kVJ_E (t QJ) + W(VJ_B ( )) X ez (22)
Analog findet man

iK2B | (t,7) = kV L B(t, 7) — =(V E.(t,T)) x &, (23)



In Zylinderkoordinaten ist vl gegeben durch
- 1
V= €pap + €¢;a¢ (24)

Wir betrachten nun den Fall von TE- und B-Wellen mit £, = 0.
Fir E, = 0 folgt aus (22) und (23):

iK2E (1, 7) = w (5pla¢32(t, %) — 8,0,B.(t, f)) (25)
p
- 1
k2B, (t,7) = k (@0@(@@’) + €¢;8¢Bz(t,f)) (26)

Nun kénnen wir unseren Ansatz fiir B, derart modifizieren, dass er die folgenden Rand-
bedingungen erfiillt:

E¢(t7p =a, ¢, Z) =0 (27)
Bp<t7p = a, ¢7 Z) =0 (28>

Betrachtet man .
B.(t, p, ¢, 2) = e’ 4 I (ke p) (29)

erkennt man aus (25) und (26) sofort, dass die Randbedingungen auf dem Zylinder-
mantel erfiillt sind, wenn k.a = j,,, gilt, wobei j,,, die n-te Nullstelle der Ableitung
der Bessel-Funktion m-ter Ordnung bezeichnet, also

Jrln(jmn> =0 (30)

Um die Randbedingungen fiir die Zylinderkappen beriicksichtigen zu kénnen superpo-
nieren wir unterschiedliche Losungen der Wellengleichung und erhalten

B.(t,p,¢,2) = Bmsin (k2)e™ ™ ], (kep) (31)

mit einer neuen Konstanten (3, € C.

Damit ist die erste longitudinale Randbedingung B, (t, p, ¢,z = 0) = 0 automatisch

erfiillt. Die zweite longitudinale Randbedingung B, (¢, p, ¢, z = [) = 0 ist erfiillt, wenn
= 2T mit p € Z gilt. Somit finden wir aus der Dispersionsrelation w? = ¢*(k2 + k?)

die folgenden Frequenzen der Eigenmoden fiir TE-Wellen und B-Wellen mit E, = 0:

%2 22
wgmp:cz(%—i—pl;r), m,p€7Z, n €N (32)
E, (t,%) und B, (t, ) lassen sich mit Hilfe von (25) und (26) berechnen.

Das Vorgehen fiir TM- und E-Wellen mit B, = 0 ist analog, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Sei also nun B, = 0.

Dann finden wir aus (22) und (23):

- 1
k2B (t,7) = k (a,a,,aw, 7) 8 s :z)) (33)

D98 4 o w
ik’B, (t,7) = ——

L1 o .
. (ep;(%Ez(t,a:) — €,0,E,(t, IE)) (34)



Die zu erfiillenden Randbedingungen lauten:

Eyt,p=a,¢,2) =0 (35)
E.(t,p=a,¢,z) =0 (36)
B,(t,p=a,¢,2) =0 (37)

Wir modifizieren unseren Ansatz
E.(t,p,¢,2) = Qpe' @M T (k.p) (38)

nun derart, dass er die Randbedingungen (35) - (37) erfiillt.

Zunéchst betrachten wir die Randbedingung (36). Ein Vergleich mit (38) zeigt sofort,
dass dies erfiillt ist, wenn wir k., = J"LT" wéhlen, wobei j,., (n € N) die n-te Nullstelle
der m-ten Bessel-Funktion bezeichnet. Dies erfiillt zugleich die Randbedingungen (35)
und (35), denn wie wir aus (33) und (34) sehen, gilt

k mk

o _ — _ i(wt—kz+meo . o
Ey(t,p=a,¢,2) = 2, kgp8¢Ez(t, 7)|pea = 2,0 ( ) T Grm) = 0 (39)
=0
und
w mw

B,(t,p=a,¢,2) = — OpE.(t, )| pma = Qe @tkztmo) g5 ) =0 (40)
——

=0

ik2c?p e
Um auch die Randbedingungen auf den Zylinderkappen beriicksichtigen zu kénnen su-
perponieren wir wieder verschiedene Losungen der Wellengleichung und erhalten

E.(t,p,d,2) = By sin (kz)e™ ™ ], (k.p) (41)

mit einer Konstanten 3, € C.

Auch fiir diesen Fall gilt, dass die erste longitudinale Randbedingung &, (t, p, ¢,z = 0) =
0 automatisch erfiillt ist und die zweite longitudinale Randbedingung &, (¢, p, ¢,z = 1) =
0 erfiillt ist, wenn & = 27 mit p € Z gilt. Somit finden wir aus der Dispersionsrelation
w? = 2(k? + k?) die folgenden Frequenzen der Eigenmoden fiir TM- und B-Wellen mit
B, =0:

2 22
Jon | PT
wfnnp:@(?_,_ B ), m,p € Z, n € N (42)



