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Aufgabe 1:  Kugel (24+2+2+42=8 Punkte)

Betrachten Sie eine Kugel mit Radius a aus dielektrischem Material. Die Kugel trage
eine konstante Polarisation P = P, €,

(a) Berechnen Sie die Ladungsdichte pe, der lokalisierten Ladungen auf der Oberfliche

der Kugel.
Losung:
Die Ladungsdichte der lokalisierten Ladungen is gegeben durch
peen(7) = =V P(7). (1)

Innerhalb der Kugel gilt

Peeb(7) =0, r<a (2)
Mit

P(F) =P €z®(a_r)7 (3)
wobei

erhalten wir

Peen (T) = —Fy V(O(a—r)e.)
=  —PlevVe(a—r)+06(a—r)(Ve)
B, Ald et
_dO(a—r)T
o he—
B1, Ala

= DBe, -6i(r—a)=PF cos@i(r—a)=op(r—a). (5)

Die Oberflachendichte der Polarisationslandungen erfiillt

Upolz—(ﬁg—ﬁl)grzpogz‘gr. (6)
=0 _p

Vorlesung: Dielektrische Kugel in einem homogenen elektrischen Feld

E = FE, e, = const.



Polarisation innerhalb der Kugel,
B D—E _ 3 e—1
47 dre 42
ist homogen iiber das ganze Volumen V der Kugel. Also,
3e—1
4mre + 2

Eye, =F e, (7)

Opol = Py cost) =

Eq cosé. (8)

(b) Berechnen Sie das gesamte Dipolmoment der Kugel.
Losung:
Mit Gl. (5) kann man das gesamte Dipolmoment explizit berechnen:

F = / 1 7 pyn(r) = Py / P 5(r— a) €,(E. - ) ()

sin 6 cos ¢

2w T 00
= B / dgp/ do sin&/ drr*r [ sinfsing | cosf5(r —a). (10)
0 0 0

cos 0

Die x- und y-Komponenten verschwinden aufgrund der ¢-Integration und es bleibt
nur die z-Komponente:

2w g 00 9
P = P é’z/ dcp/ d@sin900329/ drr®6(r — a) = P, €Z2W§a3. (11)
0 0 0

Es gilt:
- 4
ﬁ_— PV = P0§7TCL3 6_;.

Eine in ein nichtmagnetisches Medium eingebettete Kugel vom Radius a hat die kon-
stante Magnetisierung M = M, €.

(c) Berechnen Sie die Oberflachen-Stromdichte jgeb der lokalisierten Ladungen.

Losung:
Da die Magnetisierung auflerhalb der Kugel verschwindet, kann man auch schrei-
ben: )
M(7) = My €,0(a — ). (12)
Die Stromdichte ergibt sich aus (s. Vorlesung)
Jaeb(7) = —cV x M(F) = eMyd(r — a)é, X & = —cMysin e, (13)

(d) Berechnen Sie das gesamte magnetische Moment m der Kugel.
Losung:
Konstante Magnetisierung =

- 4
m=MV = Mogm%g. (14)
Explizit:

1 - 1
M= 5o [ X G = 5Mo [ drele @ x &l - a)
&

1 2 T o)
= —Mye, / dgp/ df sin 0(1 — cos? 0) / drr®6(r — a)
2 0 0 0

1 4 ;
= 5 Myé.2m 5o’ = V. (15)



Aufgaben 2, 3 und 4 benutzen SI-Einheiten:

D =¢E,

wobel

€ = €o€y

die elektrische Permittivitdt ist. Die elektrische Suszeptibilitdt y ist mit der relativen
Permittivitdt e, (auch Dielektrizitatskonstante oder Dielektrizitdtszahl genannt) tiber

e =1—x

verkniipft.

Aufgabe 2:  Kondensator und Dielektrikum (3424+5=10 Punkte)

Betrachten Sie zwei koaxiale, zylinderformige Leiter mit Radien a < b und Lénge L > b.

(a)

Berechnen Sie die im Feld gespeicherte Energie W fiir den Fall, dass sich zwischen
den Leitern ein Dielektrikum der Dielektrizitatskonstante ¢ befindet.

Losung:
Fiir die Energiedichte gilt

E.-D

1
We = =
2

Mit dem Gauss’schen Satz findet man

/mg:Q -

Einsetzen liefert

Somit folgt fiir die gespeicherte Energie

_ @ b
Wg = /werdrdqbdz = Irle In -

Berechnen Sie die Kapazitdt C' der Anordnung.

b b
_ _ Q . _ @ by _@
U_/a Edr = “ 27T€TLdT_ 2mel . a) C
L e
In(b/a) €

C =27e

Die Zylinder stehen nun in einem Bad dielektrischer Fliissigkeit mit der Suszep-
tibilitdt y. und Dichte p. Der Fliissigkeitsspiegel befindet sich anfangs bei z = 0.
Bei Anlegen einer Spannung U zwischen den beiden Leitern steigt die Fliissigkeit
innerhalb der Zylinder bis zur Hohe z = h an. Im Gleichgewicht gleichen sich elek-
trostatische und Gravitations-Kraft (mit der Gravitationsbeschleunigung g) aus.



Nehmen Sie das Fliissigkeitsbad als unendlich gross an, d.h. vernachlissige Ande-
rungen im Fliissigkeitsspiegel ausserhalb der Zylinder.

Finden Sie die Hohe h der Fliissigkeit im Gleichgewicht.

Mit dem Gauss’schen Satz findet man direkt, dass fiir » < a das elektrische Feld null
ist. Die mechanische Arbeit, die notig ist, um die Fliissigkeit auf die Héhe h 4+ Ah
zu bringen, ist

h h h
1
AW pech = / Fadz = / pgVdz = / pg7r(b2 - az)zdz = ,0g7r(b2 - a2)§h2.
0 0 0

Durch das Ansteigen der Fliissigkeit dndert sich die Kapazitidt des Kondensators:

h L—h
C =2me———— 4+ 2meg———. 16
/@) T m/a) (16)
Dadurch wird elektrische Energie frei, die dann wiederum fiir einen weiteren Anstieg
der Fliissigkeit sorgt. Die Spannung U bleibt konstant.

1 1 h
AWg = =ACU? = =27(e — ¢) ———U>.
B=3 227 (e — ) hTa)
Im Gleichgewicht gilt
aAI/Vmech aAWE
Fo=——"797—=Fg= 1
e h 5= (17)
und somit erhalten wir fiir die Hohe
h— (e —€)U? _ coxU? (18)
o9 — @) In(b/a)  pg(P? — @) n(bja)
Gaufi: -
Xe
h = . 1
ot — ) (/] )
Aufgabe 3:  Spiegelladungen mit Dielektrikum (34+4=T7 Punkte)

Eine Punktladung ¢ befindet sich auf der z-Achse bei z = d. Der Halbraum z > 0 wird
von einem Dielektrikum der Dielektrizitédtskonstante €, ausgefiillt, der Halbraum z < 0
von einem Medium der Dielektrizitatskonstante es.

(a) Verwenden Sie die Methode der Spiegelladungen um das elektrostatische Potential
im gesamten Raum zu finden.

Losung:

Um das Potential im Halbraum z > 0 zu finden, platzieren wir eine Spiegelladung ¢’
bei z = —d. Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten hat das Potenzial folgende
Form

1 q q
P = + , z > 0.
4“1(¢f+%d—@2 v@”+M+ZV>

Fiir den Bereich z < 0 entspricht das Potenzial dem einer Ladung ¢” bei z = d.

1 /!
o = d . z<.
dmey P>+ (d—2)?




Bei z = 0 gelten die folgenden Randbedingungen:

€1EZ EQEZ
lim+ E, | = lim_ E,
z—0 Ey z—0 Ey
Mit
2 1 0 1 B
0z \/p* + (d — 2)? 0 0z \/p* + (d+ 2)?| _
und
0 o i
/P +(d—2)2| _ Op/p?+(d+2)?| _

erhalten wir

Dies liefert:

und
d = q 1 + €1 — €2 1 7
dmer \/p?+(d—2)*  atey/p+(d+2)
1
> = a . z<0
27m(€e1 + €2) 02+ (d— 2)2
Grenzfille:

® ¢ =€, €2 = 00 (Vakuum + Metall):

o — 1 < 1 B 1 )
o \VEr - JEr@rr)

® = 0, z < 0.

(p? + d2)3/2

(p? + d2)3/2

(20)

(21)

(25)

(26)



(b) Bestimmen Sie die induzierte Ladungsverteilung sowie die gesamte induzierte La-
dung.

Es gilt L
Ogeb = —(P2 - Pl)ﬁm-
Mit
P, = (e — €)E; = (e — €) VO(0F)
erhélt man
160(62 —€1) d
21 €1(e1 + €) (p? + d?)3/?

Ogeb = —

60(62 - 61)

eb — e dA = —
Qger /Ugb q€1(€1+€2)

Grenzfall €; = €, €3 = oo (Vakuum + Metall): Qyep = —¢.

Bonusaufgabe = Kugelkondensator (4+3+3=10 Bonuspunkte)

Zwei kugelformige konzentrische Leiter der Radien
a,b mit a < b tragen die Ladung +¢). Der Raum
zwischen den Kugeln ist zur Hélfte mit einem Di-
elektrikum der Dielektrizitatskonstante e gefiillt.

(a) Berechnen Sie das elektrische Feld E im gesamten Raum zwischen den beiden Ku-
geln.

Losung:

Ohne das Dielektrikum wére das elektrische Feld zwischen den beiden Kugeln radi-
al. Man kann nicht annehmen, dass sich das durch das Dielektrikum nicht &ndert.
Jedoch ist das elektrische Feld mit Sicherheit tangential zur Flache zwischen den Re-
gionen mit und ohne Dielektrikum. Somit ist die Bedingung E|1| = E|2‘ automatisch
erfiillt. Da es keine Komponente senkrecht zur Grenzfliche gibt, ist die Bedingung
Di{ = Dy automatisch erfiillt. Somit kénnen wir einen Ansatz der folgenden Form

wahlen. .
- e
E = c—g
r
Wir benutzen den Gauss’schen Satz verwenden, um die Konstante ¢ zu bestimmen.

/ DiA=0Q — e+ Sem?) =9

r2 r2

Somit erhalten wir

Q

‘= 27m(e + €)



(b)

Berechnen Sie die Oberflachenladungsdichte der freien Ladungstriager oge; auf der
inneren Kugel.

Loésung:

Die Oberflichenladungsdichte ist gegeben durch o = D*|,_, wobei D+ = ¢ E*
oder D+ = eE* gilt, abhingig von der Region. Somit erhalten wir

€ i; dielektrische Héalfte
€ + € 2ma?
o =
<0 i; leere Halfte
€ + €9 2ma?

Berechnen Sie die durch die Polarisation P induzierte Ladungsdichte o4, auf der
Oberflache des Dielektrikums bei r» = a.

Die Polarisationsladungsdichte ist gegeben durch
Pgeb = -VP

Ausserhalb des Dielektrikums ist die Polarisation natiirlich null. Mit dem Gauss’schen
Satz erhalten wir

€e—¢€ @

€ + €0 2ma?

Ogeb = _PJ_’r:a - _XeEllr:a = -



