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Auf diesem Ubungsblatt verwenden wir die folgenden Notation:

~

F=é, iz=é, p=é, b=,
Aufgabe 1:  Coulomb-Eichung (24-242+4=10 Punkte)
In der Coulomb-Eichung gilt o
V-A=0. (1)

Die Stromdichte j kann als Summe eines parallelen Anteils f|| und eines senkrechten
Anteils jl geschrieben werden. Es gilt

i = V/d3’ ; q,’ (2)
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™

L@ = 4—V><V></d3’

(a) Ausgehend von den Gleichungen (2) und (3), finden Sie
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ﬁxj’na 65“7 6><.;L7 VJL

Losung: Wir betrachten zunachst die Divergenz einer Rotation und die Rotation eines
Gradienten:

v (6 ) O, Eijk0n a5 = 0, (4)
[ ( )] = 1400 0n b =0 . (5)

Beide Ausdriicke verschwinden, da die Kontraktion des antisymmetrischen Tensors
gijr mit den symmetrischen Tensoren 0;0;ay, bzw. 0;0;b verschwindet. Hierbei neh-
men wir an, dass a; und b zweimal stetig differenzierbar sind. Es folgt

Vxj = V-jL=0. (6)
Betrachten wir nun
I 1 - V5
V- = ——V? [ — 7
Il Am / N U
Mit der Identiat
- 1
2 — —,
7 = —Ané(F—7") , (8)



vereinfacht sich Gl. (7) zu

Vg = /d%’ﬁ’j(f’)w—f’):ﬁj. (9)

Betrachten wir nun die verbleibende Rotation

= z 3,1 ;(F/>
N — 1
V xj1 47TV><V><V></dr‘F_F/‘ (10)
Mit der Identitat
V x (Vxad)=V(V-a) -V, (11)
erhalten wir aus Gl. (10) und GI. (5),
VxVxVxad = ﬁx[§<§-5>—626]:—5x<§26>. (12)
Mit diesem Ergebnis und Gl. (8) erhalten wir
Vxj = Vxj. (13)

Alternativ hitte man auch einfach die Rotation und Divergenz des Stromes be-

trachten konnen:

Vxj = Vx4V xj =Vx]j, (14)
0
Vij =V j+Vj=V-j. (15)
0
(b) Beweisen Sie die folgenden Identitéten:

1 —»aQO 47T—»
vt = L5 16
c Ot ¢ I (16)

L 10%4 g

PA-=— = ——j,. 17
Y% 2 01 B JL (17)

V-E = 4mp, (18)
- o A O =
VXB:-IJ % (19)
c
Wenn wir die Felder durch die elektromagnetischen Potentiale
- > 0
E = —Vp— A, (20)
c
B = VxA, (21)

ausdriicken, erhalten wir

2

V-E = —Ag@—zﬁ-/_l‘zélﬂp, (22)



und

VxB = ﬁxﬁxA:ﬁ(ﬁff)—AA
4 — 2—»
_ T _a_;A—V%go. (23)
C C C

Durch die Coulomb-Eichung V - A = 0 vereinfachen sich GL. (22) und Gl. (23) zu

Ap = —4d7p, (24)
04 = V2o——7, (25)

mit O = A — 9?/c?. Gleichung (24) erkennen wir als Poisson-Gleichung mit der
Losung

Mit der Kontinuitéitsgleichung

erhalten wir aus Gl. (26),
1= — 7t
Evat(p = —V/d3 ! |7 )
4~
= —9 28
c T s ( )

und durch Einsetzen in Gl. (25) folgt,

- 47T—» 47T - 47T—)
DA = —q—— (Jn "‘]L) =L (29)

Berechnen Sie die fouriertransformierte parallele und senkrechte Stromdichte j“ (E)
und ]1(12) Die Fouriertransformation ist dabei definiert als

d3k “F) o
0 = [ o ) 5 (30

Warum werden j” und j| parallele bzw. senkrechte Stromdichte genannt?

Losung: Die Umkehrtransformation zu Gl. (30) lautet

ik = / &r §(7) e (31)
Es gilt die Orthogonalitédtsbeziehung

/ P e (275 (F) (32)



und

Wir betrachten zunéchst die parallele Stromdichte. Wir setzen Gl. (30) in die De-
finition von 7, Gl. (2), ein,

3 o / d3k _-’_’
00— [ e - ko o TLE 102

(2m)’ |7 — 7|

3 =
_ V/d3 // d°k Zk .] eik~r (34)

27)3 |7 — 1|

und translatieren 7" um 7. Da wir nur translatieren, verdndert sich das Integra-
tionsmak nicht und da wir tiber den ganzen Raum integrieren, dndern sich die
Integrationsgrenzen nicht:

= /

- W=r'—7 1 - d3k E—»E R
j”(F) = _—V/d?’rl/ ¢ _')]|( )elk-helk-r (35>

3 1 5 e . =N o 7
/ (;i ];3 <_4—/d3r1 (ik) Zk|;7|(k) €Zklrl> e (36)
T us 1

Mit der Umkehrtransformation (31) und der Relation (32) folgt,

L 1 - ik -5 (k)
k - ik d3 ik-y
Jik) ir’ / "R C
Lik- 78 [ #n S @7
= ——13 r =
4r J ! |71
Kiimmern wir uns nun um die Fouriertransformation von 1/ |] :
otk ‘
/dgr = / dgzﬁ/ df sinf / dr 1 etFreos?
7]
1 . .
= 27r/ dt/ dr r et = 27r/ dr — (e’kr - e_“”)
-1 ik
k
— 4 / dp AT (38)
0 k

Hierbei wurde die z-Achse in /%—Richtung gelegt und zu Kugelkoordinaten gewech-
selt. Wir fithren den Konvergenerzeugenden Faktor € > 0 ein (am Ende schicken
wir € — 0) und erhalten

ik (e} 0o
/d37’ ¢ = lim 4m dr e”“ sin kr = lim 4?ﬂlm / dr e(tk=or
0

r —0 k Jy e—0
4 (ik—e)r®
= lim —WIm e_
e—0 k ik —e€ ],
= 1 _dAr Im [(ik + €) (coskr + isinkr) e ]~
= lim A m | (7 €) (coskr +usinkr)e |
4 4
= lim —Wlm (ik +¢€) = z (39)

—0 & (k2 + €2) IZh



Somit ergibt sich

AR = iR 5 = MR, (40)

Da die Fouriertransformation linear ist erhalten wir die Komponente j, (k) einfach
aus

= (1 - %) 7). (41)

Aus Gl. (40) wird ersichtlich, dass j”(lg) in k-Richtung zeigt. Gleichung (41) enthilt

den Projektor auf den orthogonalen Unterraum zu k. Insgesamt gilt also
Jik) Ik, k) Lk
Die Bezeichnungen senkrechter (transversaler) Anteil fiir lﬁ und paralleler (longi-

tudinaler) Anteil fiir f|| bezichen sich also auf die Richtung von k.

(d) Zwei punktformige Ladungsverteilungen befinden sich bei 7} = (0,0, —a) und 7 =
(0,0, a). Entlang der z-Achse zwischen den Ladungsverteilungen fliefst ein konstanter
Strom derart, dass die Ladung ¢; monoton mit der Zeit wachst und die Ladung ¢
im gleichen Mafie mit der Zeit abnimmt:

¢:1(t) = ¢ (0) + It, q2(t) = q2(0) — It. (42)

Berechnen Sie die parallele bzw. senkrechte Stromdichte.

Losung: Die Strom- und Ladungsdichte des Problems sind

J o= —26)d(y)ela— |2, (43)
p = @(t)d(x)d(y)d(a+ z) + q(t)d(x)d(y)d(a — z)
= 0(2)d(y)[(q1(0) + [t)d(a + 2) + (¢2(0) — It)d(a — 2)] (44)

Mit der Kontinuitédtsgleichung

-

op+V-] =0 (45)
erhalten wir o
V-j=16x)d(y)[o(a—z)—d(a+ 2)]. (46)

Zunachst berechnen wir die parallele Stromdichte. Setzen wir v .7 in die Definition
von j ein, erhalten wir

= —ﬁﬁ/d?’r']é(f'ﬁ(y’)w(a—z’) 3(a + )]

|7 = |

I - 1 1
= — V| o~ 33
4 |7 —az| |7+ aZ]
_ i(f‘af _ ftat ) (47)
47

7 —az]® |74 az?




Und damit folgt fiir den senkrechten Anteil j |,

Juk) = j(k)—jy(k)
= —26(x)d(y)O(a—|2)I — jj (k)
_ _égzyw@w@xxa—vw+|f_az e

F—azP [P+ a2

(48)

Aufgabe 2. Spannungstensor (2 Punkte)

Die Kraft, die auf ein geladenes Objekt im elektromagnetischen Feld wirkt, kann mit
Hilfe des Maxwellschen Spannungstensors 7;; berechnet werden.

Betrachten Sie nun zwei gleichnamige Punktladungen ¢ und berechnen Sie die wir-
kenden Krifte, indem Sie den Spannungstensor iiber jene Ebene integrieren, die im
gleichen Abstand zwischen beiden Punktladungen liegt. Diskutieren Sie Richtung bzw.
Vorzeichen der Krifte.

Losung:

Die Kraft, die auf ein geladenes Objekt im
elektrischen Feld wirkt, ist gegeben durch: q§z=a

= “ rho
P j[:r- a5 (49) |
s ‘ y

wobei die Flache S das geladene Objekt um-
schlieftt. Wir betrachten zwei gleiche Punkt-
ladungen auf der z-Achse, deren Entfernung
von einander 2a betragt und das Flachenele-
ment ds zwischen den beiden Ladungen in der
x,y-Ebene.

Wir méchten die Kraft auf die obere Ladung berechnen, dazu betrachten wir folgenden

Ausdruck:
(Tds), = T.,ds, + T.yds, +T..ds, (50)
mit ds, = ds, = 0, ds, = Frdr d¢ (je nachdem ob wir die obere oder untere Ladung

betrachten) und dem Maxwell’schen Spannungstensor

1 1
Ty = yo {EiEj + BiBj 3 (E2 + BZ) (27} . (51)

Damit erhalten wir

7

1 1
(Tds), = T (EE - §E2) rdr dg . (52)



Aus der Skizze sehen wir

E = 2% cos OF (53)
mit cosf = r/p und p = v/r2 + a2. Somit erhalten wir
E. =0, (54)
2
E? = 4q2(r2+—a2)3 . (55)

Einsetzen von Gl. (54) und (55) in Gl. (52) und (49) liefert

Fibere = / (T -d3), 2 (56)

fiir die obere Ladung. Um die Kraft auf die untere Ladung auszurechnen miissen wir
nur ds, durch -ds, ersetzen:

- 1
Fun ere — 2
t q (2@)2

. (57)

Der Rest der umschliefsenden Fléche kann vernachlissigt werden, da das elektrische
Feld schnell genug abfallt:

- 2q o
E(R — o0) =~ ﬁR’ (58)
1
E*(R — o) o T (59)
ds = R R*sin(0)d0do, (60)
1
2
E*ds T 0. (61)
R—oo
Aufgabe 3:  Drehimpuls einer Verteilung von Feldern (2+42+4=8 Punkte)
Der Drehimpuls einer Verteilung von Feldern ist definiert als
Lo = / Pr [ X Gon(t,7)] | (62)
v
wobei e, die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes ist.
Q
Betrachten Sie ein Teilstiick der Lénge L ei-  <— )
nes unendlich ausgedehnten Zylinderkonden- B: QN ., F= =
sators, auf dem die Ladungen +@) sitzen. Der f\ b .'I ‘:
Kondensator befinde sich in einem homoge- \ " '
nen magnetischen Feld B entlang der Zylin- A -
derachse (s. Skizze). b N




(a)

Bestimmen Sie den Poynting-Vektor S im Inneren des Kondensators.

Losung: Der Poynting-Vektor ist definiert als

(b)

S = SExB. (63)
A
Mit dem magnetischen Feld
B =Bz,
und dem elektrischen Feld
P 2Q)
- Lpp,
erhalten wir
= AB ABy -
= Spxi=—T04 (64)
TP 2mp

Berechnen Sie den Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes.

Losung: Der Drehimpuls ist gegeben durch

. 1 .
Lem = —2/d3rf>< S. (65)
cJv
Mit dem vorherigem Ergebnis erhalten wir
b 27 L
. \B .
Lem = —/ dp / d¢ / dz p==2 (pp + 22) X ¢ . (66)
a 0 0 27TCp

Z X qg liefert uns einen Beitrag in p-Richtung, welcher durch die Integration iiber ¢
verschwindet. Mit () = A - L erhalten wir

- By [* B
[ = -9 O/dppéz—Q S —a?) 2. (67)

c 2c

Wir wollen nun die Drehimpulshilanz betrachten, wenn das magnetische Feld ab-
geschaltet wird. Berechnen Sie dazu fiir eine Anderung des magnetischen Feldes
OB /Ot das Drehmoment, das vom induzierten elektrischen Feld auf die Ladungen
+(@) ausgeiibt wird und stellen Sie die Drehimpulsbilanz auf.

Losung: Durch das Ausschalten des Magnetfeldes dndert sich der Fluss durch den Zy-

linder, was gemélfs
. 1 L
j{E-dg: ——@/B-dA (68)
c
ein elektrisches Feld
EM =L 224 69
2c Ot ¢ (69)
induziert. Dieses Feld bewirkt auf die Ladungen ein Gesamtdrehmoment

Mmech = _Qbﬁ X Eind + QapA X Eind ) (7())
p=b p=a
B QV’ OB  Qa*?0B B Q(b* — a*) OB (71)
mechs = Toe ot 2c Ot 2c ot ’
so dass der Kondensator die mechanische Drehimpulskomponente
> B
Liech 2 (t — 00) = / dt Mipeen (1) = —% (b* — a*) = Lem,.(t = 0) (72)
0 c

erhélt. Insgesamt gilt Drehimpulserhaltung.



Bemerkung: Analog zu dem Impulserhaltungssatz

d

34 (ﬁmat + ﬁem) = / dgr 6 ' T (73>
dt v

= T-d5, (74)
S(V)

gibt es folgende Beziehung (Drehimpulserhaltungssatz, s. z.B. Classical Electrody-
namics, Jackson, Second Edition, Section 6.8 ):

/Vd?’rfx (ﬁT)

_ /S(V)Fx(Tdé’). (75)

d
dt

(Emech + Eem)

Auf der linken Seite haben wir das Drehmoment und auf der rechte Seite den Dre-
himpulsfluss durch die Einheitsfliche S(V'). In dieser Aufgabe ist der Gesamtdre-
himpuls erhalten, daher wird der elektromagnetische Drehimpuls, ab dem Zeitpunkt
des Ausschaltens (¢ = 0), vollstdndig in den mechanischen Drehimpuls umgewan-
delt (fiir ¢ — o0). Wir erhalten also keinen elektromagnetischen Drehimpulsfluss
durch die Oberfliache, wie wir es auch aufgrund von Gl. (75) erwarten.



