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Aufgabe 1: Greensche Funktion des harmonischen Oszillators

(a) Die Greensche Funktion G(¢,t") fiir den eindimensionalen (ungeddmpften) harmonischen Oszillator
erfiillt die Differentialgleichung

2
<% +w§> Gt t") = §(t—1t) (1)

und verschwindet fiir ¢t < ¢'.

(i) Gehen Sie vom Ansatz G(t,t') = G(t — t') aus und zeigen Sie durch Integration iiber einen infini-
tesimalen Bereich um ¢ = ¢, dass gilt

lim G(e) =1,

e—0

wobei G(t) = L G(t) bezeichnet.
(ii) Bestimmen Sie die Greensche Funktion G(t,t').

Hinweis: Losen Sie die Differentialgleichung (1) zunichst fiir ¢ > /. Bestimmen Sie die Integrations-
konstanten aus den Anfangsbedinungen.

(b) Bestimmen Sie die Losung der Bewegungsgleichung des angetriebenen harmonischen Oszillators

m (j—; +w(2]> z(t) = F(t),

fiir die Kraftfunktion F'(t) = Fot0(t) 0(to—t) mit top > 0. Benutzen Sie dazu die in Teil (a) bestimmte
Greensche Funktion und betrachten Sie die Anfangsbedingungen z(0) =0, #(0) = 0.

Hinweis: Behandeln Sie die Félle t < ty und ¢ > tg getrennt voneinander, und bestimmen Sie dann
z(t) = 0(to — t)z<(t) + 6t — o)z (1) aus z<(to) = x> (to) und @< (to) = &> (o)

Aufgabe 2 : Greensche Funktion in zwei Dimensionen

Bestimmen Sie die Greensche Funktion G(7,7’) in zwei Dimensionen ohne Randbedingungen im End-
lichen durch Losen der Differenzialgleichung

A-G(F, 7)) = 6(7 — 7).

Gehen Sie dabei vom Ansatz G(7,7’) = G(|7— 7'|) aus, der durch die Translations- und Rotationsin-
varianz des Laplace-Operators nahegelegt wird.
Hinweise: (i) Der Laplace-Operator in zwei Dimensionen lautet fiir ebene Polarkoordinaten (p, ¢)
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(ii) Losen Sie obige Gleichung zunéchst fiir p # 0,

wobei p = |7 — 7’| bezeichnet. Zeigen Sie anschliefend mit dem GauBschen Satz in drei Dimensionen,
dass

G(p) = 5= nlep)

gilt. Dabei ist ¢ eine unbestimmte Konstante. Verwenden Sie hierbei, dass [ d®r' §(F — ') = [ dz ist.

Aufgabe 3: Die Poisson-Gleichung der Elektrostatik
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung der Elektrostatik,

Awmz—%ma. (2)

Gehen Sie hierzu folgendermaflen vor:
(a) Bestimmen Sie die zugehérige Greensche Funktion G(7 — 7’) als Losung der Gleichung

A-GF—7') = 5(F — 7). (3)

(i) Berechnen Sie hierzu die Fouriertransformierte F[G] = G(k), wobei die Fouriertransformicrte

A o

F[f] = f(k) einer Funktion f(7) definiert ist durch

FoT L —ik-7
Pl = 50) = s [ @i s@e, (@)
mit der inversen Transformation
FUA = 10) =~ [ @R FR . o)
Nk

Zeigen Sie hierbei zunichst, dass (k) = 1/1/(27)3 gilt. Wie lautet ferner die Fourier-Darstellung der
Delta-Funktion? Uberzeugen Sie sich davon, dass Gl. (5) die inverse Fouriertransformation beschreibt,
d.h. dass F~1F =1 gilt.

(i) Berechnen Sie nun G(7* — 7') aus GL (5). Das auftretende Integral im k-Raum kann in Kugelko-
ordinaten gelost werden, wobei ohne Einschrinkung (7 — 7’) || €, angenommen werden kann.
Hinweis: Bs gilt [° dzsin(ax)/z = /2 fiir a > 0.

(b) Bestimmen Sie nun die Losung von Gl. (2) durch lineare Superposition.




