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1. Multipolentwicklung: (242+42+242=10 Punkte)

Berechnen Sie das Potential in grosser Entfernung r > a als Multiploentwicklung (bis
zu max. Quadrupoltermen) der folgenden Punktladungsverteilungen:

Im kartesischen Koordinatensystem sind die Multipolmomente fiir eine Ladungsvertei-
lung p(7) wie folgt definiert:

Monopol qm:/ d*rp(7)
R3
Dipol cfz/ d*rivp(7)
R3
Quadrupol Qagz/ d*r(3rars — 1%645) p(7)
R3

Fiir eine diskrete Ladungsverteilung p(7) = Y, ¢,0°(F — 7,) ergeben sich folgende For-
men:

Monopol Qm = Z Ga
Dipol d= Z Tala

Quadrupol Q.p = Z(Sra,ara,g — 7”25&5)%

a

Fiir die Ndherung des Potentials im Fernfeld gilt der Ausdruck

1 m Tod  1Qasra
@(F): (q_+7’ +_QM’ 7’5_'_._‘)7 r = /w2+y2+22‘

dreg \ T 73 2 b

(a) Ladung —q im Ursprung, 3q bei (0,0, a)

Das Monopolmoment:
dm = —q + 3¢ = 2q.

Das Dipolmoment:

—

d = 3qae,.



Das Quadrupolmoment ist

Qap = 3qa* (304,05, — 0ap) =

Somit ist das Potential im Fernfeld durch

r 73 + 2

B(F) =

4dmeq

gegeben.

Ladung 3q im Ursprung, —q bei (0,0, —a):
Das Monopolmoment:

Das Dipolmoment:

Das Quadrupolmoment ist

Qag = —qa2(3(5a,z(537z — (Sag) =

Somit ist das Potential im Fernfeld durch

r r3 279

1 (29 gqaz qa®
o) = o (2
TEQ

gegeben.

Ladung —q im Ursprung, 3q bei (a,0,0)

Das Monopolmoment:

1 /2 3gaz  3qa’
(_q+q q

Q = —3qa’

O O =
O = O
o O

(222—:102—?;2)—1—...)

o O

Q = qa®

o O =
O = O

(x2+y2—2z2)+...>

gm = —q + 3¢ = 2q.
Das Dipolmoment: .
d = 3qae,.
Das Quadrupolmoment ist
R 2 0 0
Qop = 390*(36020p2 — 6ap) = Q=3qa> |0 —1 0
0 0 -1

Somit ist das Potential im Fernfeld durch

o(r)

4meg

gegeben.

1 2q¢ 3qax  3qa®
(r * r3 * 2rd

(2x2—y2—z2)+...)



(d) Ladung —2q im Ursprung, q bei (a,0,0), q bei (0,0, —a)
Das Monopolmoment:
Gm = —2q¢+q+q=0.

Das Dipolmoment:

-

d = qa€, — qae,.

Das Quadrupolmoment ist

1 0 0
Qap = 40> (3000050 + 30a:0s. —2005) = Q=qa> [0 —2 0
0 0 1

Somit ist das Potential im Fernfeld durch

1 qa(x —z)  qa*, , 5 5
) = — -2 ...
(7) Arey ( 73 i 275 (= yHa)

gegeben.

(e) Finden Sie eine Konfiguration von Punktladungen auf einer Linie, so dass die Mul-
tipolentwicklung des Potentials mit dem Oktupolterm beginnt.

Da man mit 3 Ladungen auf einer Linie immer ein endliches Quadrupolmoment
erhilt, wenn Monopol- und Dipolmomente verschwinden, nehmen wir den Ansatz,
dass wir vier Ladungen haben.

Losungsvorschlag:
1 =4, 1 = —Na; (gGa2=—Ng,T2 = —0a; (¢3="ngq,T3 =0a; (4= —¢,T4=Na.
2. Zylinderkoordinaten: (24+14+142+1+3=10 Punkte)

Betrachtet werden soll eine Ecke aus zwert leitenden, unendlich ausgedehnten, geerdeten
Ebenen.

(a) Schreiben Sie die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten:

Die Laplace-Gleichung;:
Ad = 0.

Der Laplace-Operator in kartesichen Koordinaten

0 N 0*® N 0*®
C0x2 0 Oy? o 022

AD(z,y, z)



Die Zylinderkoordinaten:
(x,y,x) = (rcosy,rsing,z).

Der Laplace-Operator durch den Nabla-Operator

A=V2
Um den Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten zu finden, betrachten wir das Dif-
ferential: o7 o7 o7
df (r, 6 d —d —d

Man kann das Differential auch geometrlsch betrachten.
df = (Vf)eds, + (V)pds, + (Vf).ds, = Vf - d.

Das Léngenelement ist
ds® = dr® + r*dy® + d2°.

Deswegen,
ds, =dr, ds, =rdp.

Damit finden wir das Nabla-Operator:

.o . 1af _of
Vi=ag teig, T %o,

Jetzt berechnen wir den Laplace-Operator. Die Einheitsvektoren sind
€ = €, CO8 P + €ysiny, €, = —& siny + €, cos p,

und zwar

- 0 10 9, 0 10 0
A = 2 _ [z g - > Y\ (Y >+ v > Y
v ( 8r+ v 8<p+6z82> (8r+€¢7“890+ez(92)

782_’_1# J 8+182+62
TR &peT aor  r20p? 022
_82+18+182+82

S or2  ror  r20p? 0 022

Deswegen, die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten ist:

100 09*® 10°0 9@

r8r+8 +r28<p +822 =0

Zeigen Sie, dass alle Losungen der Laplace-Gleichung mit den obengenannten Rand-
bedingungen unabhdingig von z sind:

Da die Randbedingungen unabhéngig von der z-Koordinate sind, hingt das Poten-
tial von 2z auch nicht ab.



()

Verwenden Sie den Separationsansatz ...

Wir setzen @(r, ¢, 2) = R(p)S(¢) in die Definition des Laplace-Operators ein. Da
® nicht von z abhéngt, fillt der Term mit der z-Ableitung sofort weg. Wir suchen
nun nach Losungen der Laplace-Gleichung A® = 0,

[82 10

o+ Lo | RS + 52 R)S(6) =

r2 0p?
Wir multiplizieren die Gleichung mit 7* und teilen sie durch ®. Da S(i) nicht von

r abhéngt, kann man es als Konstante vor die r-Ableitung ziehen, das gleiche gilt
fir R(r) und die ¢-Ableitung. Wir erhalten nun

r? la? 13}%” 1 9*S() _

R o2 T ror S(p) 0p2

Da der erste Term nur von r (aber nicht von ¢) und der zweite Term nur von ¢
(aber nicht von r) abhéngt, miissen beide Terme konstant sein. Es folgt daher, dass

B 1 92S(p) B
ﬁ*?@] Biy=c g9 ~ ¢

R(r)

r? {82 10

womit wir die partielle Differentialgleichung in zwei gewohnliche Differentialglei-
chungen separiert haben.

Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung mit der Randbedin-
gung eines verschwindenden Potentials auf den Oberflichen die gegebene Form an-
nimmdt.

Wir fangen mit der zweiten Gleichung an, die wir mit S(¢) durchmultiplizieren und
alles auf eine Seite bringen:

9*S(p)
0p?

+cS(p) = 0.

Wenn wir davon ausgehen, dass ¢ > 0, dann sind die Losungen
S(p) = Acos(wy) + Bsin(we),  w’ =c.

Da wir annehmen, dass beide Leiterplatten geerdet sind, muss S(¢ = 0) = 0 und
S(¢ = ) = 0 gelten, somit erhalten wir
mm
A=0, w=—.
g
Der Vorfaktor B ist beliebig. Wir kénnen B in die globale Konstante des Gesamt-
potentials ¢ absorbieren.

Die Losung fiir ¢ < 0 tritt nicht auf, da die Losung darauthin eine Kombination
aus hyperbolischen Funktionen (sinh(z),cosh(x)) gewesen wire, die aber in jeder
Kombination maximal eine Nullstelle besizten, weswegen die Losung auf Grund des
physikalischen Problems nicht erlaubt ist.



Ebenfalls irrelevant ist der Fall ¢ = 0, da die Gleichung sonst auf 925(p) = 0
reduzieren wiirde. Diese hat S(¢) = Ay + B als allgemeine Losung, welche aber
aufler fir A = B = 0 nie S(0) = S(8) = 0 erfiillen kann. Somit ist diese Losung
durch die Randbedingungen ebenfalls nicht erlaubt.

Betrachten wir jetzt die erste Gleichung:
r*R"(r) +rR(r) — cR(r) = 0.

Da dies eine skaleninvariante Gleichung ist (r — Ir wiirde nichts an dem Verhéltnis
der Koeffizienten der Terme zueinander dendern), wéhlen wir ein Potenzgesetz,
R(r) = r* als Losungsansatz. Eingesetzt ergibt dies

A\ — D2 et — et = 0.
Dividieren wir diese Gleichung durch 7, so ergibt sich
M- A+A—c=0,

folglich also

A:iﬁ:i%.

Da R(r) fiir » = 0 (in der Ecke) wohldefiniert und gleich 0 sein sollte, legt dies uns
das das Vorzeichen fiir A fest. Damit ist

R(r) = r™/8,
Somit haben wir die Losung des Gleichungssystems unter den gegebenen Randbe-
dingungen bestimmt, und diese ist gegeben durch
mme

B

Da m aber beliebig aus N ist, kann die allgemeinste Losung unter der gegebenen
Randbedingung auch eine beliebige Linearkombination mit verschiedenen m sein.
Daher ist die allgemeine Losung des Problems gegeben durch

® = Zyr™™/P gin

- . mmw
O(r,p,2) = ™8 sin — L.
(.. 2) mZ:l 3

Zeigen Sie, dass die Funktionen sin (mmp/f3) ein vollstindiges Orthonormalsystem
formen (unter Betrachtung der Randbedingungen). Finden Sie die entsprechenden
Normierungskonstanten

mrp L N 153

B B2

Omn-

dp sin

O\m



(f) In der Vorlesung haben sie das Theorem kennengelernt, welches die Findeutigkeit
des Dirichletproblems sicherstellt. Hier erfillt die triviale Losung ® = 0 die Laplace-
Gleichung und zugleich die Randbedingungen. Gibt es hier einen Widerspruch mit
der Liosung ®(r,¢) [siehe Aufgabe (d)]?

Wir haben nun gezeigt, dass die Losung die obige Form haben muss, die a,, sind
aber weiterhin unbestimmt. Um diese weiter zu bestimmen, bendtigen wir noch
zusétzliche Randbedingungen. Wenn wir aus physikalischen Griinden erforden, dass
das Potential im unendlichen verschwindet, sind alle a,, = 0, was zu erwarten
war, denn dies ist die Konstruktion eines geerdeten Faraday’schen Kifig, innerhalb
dessen das Potential verschwindet.

3. Leitender Zylinder:

Betrachten Sie einen Leiter, der die Form einer zylindrischen Oberfliche hat, und in
zwei Teile geschnittet wird (siehe Abbildung). Die zwei Halbzylinder sind voneinander
isoliert und liegen auf unterschindlichen Potentialen Vi und Vs (die Dicke der isolie-
renden Schicht zwischen den Teilen ist viel kleiner als der Radius, 6 < R). Finden Sie
das Skalarpotential innerhalb des Zylinders.

Wir verwenden den Separationsansatz von Aufgabe 2. Dann

O(r,0) = i (%)m [A,, cos(mb) + B,, sin(m#b)] .

m=0

Auf der Oberflache

(r=R,0) Z [A,,, cos(m@) + B,, sin(m#)].
m=0

Die Funktion ®(r = R, 0) ist durch der Randbedingungen gegeben und zwar

‘/17 _g<9<%7
3
Vo, § <0<

O(r=R,0) :{



Die Wahl der genauen Randbedingungen ist auf der Bild gezeichnet. Dann hat das

Potential auf der Oberfliche die folgende Eigenschaft
V(R,0) = V(R,—0).
Dann konnen wir den Ansatz vereinfachen, weil in diesem Fall gilt es

B,, =0.

Die Koeffizienten A,, finden wir von der Fourier-Entwicklung. Wir vergleichen die zwei

Fourier-Integrale:

3m/2 /2 3/2
/ V(R,0) cos(nb)dd = / Vi cos(nf)dl+ / V5 cos(nd)df = M sin %T,
—m/2 —m/2 /2
und
37/2 N 37/2
/ V(R, ) cos(nb)dd = Z An / cos(mb) cos(nh)df = wA,, n # 0.
—n/2 m=0 1
Fiir n = 0 finden wir
3m/2 /2 3m/2
/ V(R,0)d0 — / Vido + / Vydd = (Vi + Vi),
—7/2 —7/2 w/2
37/2 . 3 /2
/ V(R,0)d0 = > A, / cos(mb)df = 2m A,.
—7/2 m=0 T/
Deswegen
2Ay =7V + V), Ao = Ay I

Das ergibt das Ergebnis

Vit Ve Vi= Vo= (D)™ eyt
o = 5t 2 - Z (—) cos[(2m — 1)0],

n # 0,



