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1. Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung: (6+4=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die folgende Relation gilt

3 = —cit x i~ ‘EniQuuids — 1 [ 1Pl

wobei my die Amplitude des oszillierenden magnetischen Momentes, Qo ;; die Ampli-
tude des elektrischen Quadrupolmomentes, und py die Amplitude der Ladungsdichte
sind.

G0 (kit) = / & (i) Jo ()

Betrachten wir jetzt die Komponente i:

' Joi — Tijoj  Tijoi+ Tijo
g§1) = n, /d37”7’}jo,¢ =n, /dgr/ [ 3Jo, 5 Jo,j 4 3J0, . jo,y} :gZ(M)_'_gZ(E)

Der erste Term beschreibet den magnetischen Dipol

M 7"le i T/jo i
5 j )2 ] 5J — — — 2 - b
gg ) — n; /d‘sr’—] 5 - = —c|i x mo]i, Mo = — [ dri x Jo-

Den zweiten Term umschreiben wir als

rijo0i + Tijo 0.6V (177 T
o) =, /d?’r/M . /d:ar/m = —n, /d%/ LV ko k-

2
Jetzt benutzen wir die Kontinuitédtsgleichung:

rir '
g = —n, /d%'%iwpo (r') = —éwnj |:QO,ij + 38 [ d*r' ()7 po (7"/)] :
Hier

Qo,ij = /dgr’po (r') [37“;7“;- — by (r')Q} .



(b) Zeigen Sie, dass der dritte Term in ¢ kein elektrisches oder magnetisches Feld
erzeugt.

Der Term liefert kein Beitrag zu E und B da
V x (fF(r)) = 0.

Damit , ‘
(1) . (1) ezkr =) k2ezkr . ~)
B =V x AV =V x —(—ik)§® ~ ixg®=0,
cr cr
und .
EMN = -ix B = 0.
2. Dipolstrahlung: (24-24+1+3+2=10 Punkte)

(a) Zwei leitende Kugeln bilden einen elektrischen Dipol, der an einer idealen Strom-
quelle I(t) = Iye™™" gekoppelt ist .

1. Berechnen Sie die gesamte abgestrahlte Leistung fiir den Fall d < X, wobei A
die Wellenldinge der Strahlung ist.

Die gesamte abgestrahlte Leistung ist

2 4
(P) = Mj
127c

wobei der Maximalwert des Dipolmoments ist
po = qod = Iyd/w.

Deswegen

. ,uofngwQ

(P 127

2. Zeigen Sie, dass der Strahlungswiderstand durch

d2
R, =790 [0

gegeben ist. ([Q] bezeichnet hier die SI-Finheit des Widerstands - Ohm,).

Die Wéarmeleistung ist

P=IR=1I}R,cos’wt = (P)= §]§RS.
Deswegen finden wir
Iuod2w2
R, = .
6me
Fiihren wir die Wellenlénge ein:
2r  d? d?
w=2mrc/A = R,= 3 Moty & 789.6§[Q].



3. Berechnen Sie den Strahlungswiderstand fir die Wellenlinge der Neue Welle
Karlsruhe.

Die Frequenz der Neue Welle Karlsruhe ist
f= Qi —101.8MHz = A =2.95m.
s

In einem {iiblichen Radio d = 5cm, deswegen

Ry = 0.230).

(b) Eine leitende kreisformige Schleife, die senkrecht zur z-Achse ausgerichtet ist, ist
an einer idealen Stromquelle I(t) = Iye™“' gekoppelt. Der Radius der Schleife, b,
st viel kleiner als die Wellenldnge, b << .

1. Berechnen Sie %[0, ¢|, d.h., die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel.

Das magnetische Dipolmoment:
m(t) = nb?1(t)e, = €.mg coswt, mo = wb°1,.

Das retardierte Vektorpotential betrégt

_ Mo /df’lo cosw(t — 2/c)] s ol 7d¢’ cos ¢,cos[w(t — 2/c)]

A7 ) = —
(r,) 4 2 Y qr 2

Y

0

wobei (siche Abbildung)

2= /12 + b2 — 2rbcosth = /12 + b2 — 2rbcos ¢/ sin 6.

In der Nahrung b < A < r:

b
v T [1 - —cosgb’sin&] ;
r

cos|w(t — 2/c)] = cos|w(t —r/c)] — %b cos ¢ sinfsinfw(t — r/c)l;

und deswegen
e - Mo oW

A(r,0,t) ~ éy

— sin@sinfw(t —r/c)].



Aus A erhalten wir die Felder

oA o /Lomow2
€
ot * 4rer

sin 6 cos[w(t — r/c)],

= S M0m0w2

s sin @ cos|w(t — r/c)].

Der Poynting-Vektor ist

S = %E X B~ “hsingﬁcosz [w(t—r/c)].

Das Intensitétsprofil ist

2, 4
Z—g[@, o] = <S> g2 = EO0Y 2y

. Bestimmen Sie den Strahlungswiderstand. Driicken Sie das Ergebnis durch A
und b aus und vergleichen Sie es mit dem Strahlungswiderstand eines elektri-
schen Dipols.

Die gesamte abgestrahlte Leistung betragt

2,4
/d¢/desme— o] = B
™

Der Strahlungswiderstand erhalten wir von

1
(P) = L3R,
deswegen
RSZT:§7T ILL()CF—308X1O FQ

Das ist viel kleiner als der Strahlungswiderstand eines elektrischen Dipols:

RM  3.08 x 10° 12 B
s — 3002 < 1.
RE ~ 7806 A2 <




3. Quadrupolstrahlung: (24242+4=10 Punkte)

(a) Betrachten Sie zwei entgegengesetzt orientierte schwingende elektrische Dipole in
Abstand d als Modell der elektrischen Quadrupolstrahlung.

1. Bestimmen Sie das Skalar- und das Vektor-Potential in Lorenz-FEichung.

In Fernfeld ist das Skalar-Potential jedes Dipols

0
Vi = :FZ;Z) CO:i = sinfw (t — re/c)] .
Das gesamte Potential ist
V - V+ + V,.

Hier (d < A < 1)

d
ry = /r2+d2/AFrdcosh =7 [1:F2—TCOS(9} )

und 0 d/f2 d
M ~ cosf F — sin? .
T4 2r

cosfL =

Jetzt finden wir das Potential:

sin[w(t —ry/c)] msinfw(t —r/c)] £ ;}—ZZCOSHCOS [w(t—r/c);

. Pow ; _ — w_d 2 -
Vi~ Treor [:F cosfsin w (t —r/c)] 5, €08 6 cos|w(t —r/c)]
—i cos20sin [w (t —r/c)]| ;
2r 7
Vo -2 w—dcos29COS [w(t—r/c)]+ C—lCOSQQSin w(t—=r/o)]];
- dreger | ¢ r |

und letztendlich (r > \)

pow?d
4dmegc?r

V ~

cos? 0 cos [w (t —r/c)].



Das Vektor-Potential jedes Dipols finden wir als

/fi = Fé, HoPot sin[w (t —ry/c)],
47T’l“:|:

7 = Hopow : B _wd B o d : _
AL =~ €, o | T [w(t —r/c)] 5 cosf cos [w (t —r/c)] 5 cosfsin(w (t —r/c)]|,

und deswegen das gesamte Vektor-Potential (in Fernfeld) ist

2
A=A, +A_ € €08 Ocoslw(t—r/c)].

. Bestimmen Sie das E und das B-Feld.

Fiihren wir eine Bezeichnung ein:

_ Hopow?d
4re
Dann
A —ézg cosfcos|w(t—r/c)] = ~ 2 cosf cos [w(t —1/c)][é cosh — Epsind] .
T r

Das magnetische Feld ist

—

- - 1[0 0A, ] L aw
B=VxA= . [5 (rdq) — W] €y & €y sin 26 sin [w (t — 7/c)].
Das elektrische Feld ist .
E=-vv-22
v ot

Her oV 10V

= " . aw

VV = o + A —eTT cos® O sin [w (t —r/c)].
Deswegen

FE =~ ”92—&} sin 20 sin [w (t —r/c)].
r

. Bestimmen Sie den Poynting- Vektor sowie die abgestrahlte Leistung. Skizzieren
Sie das Intensitditsprofil als Funktion von 6.

Der Poynting-Vektor ist

S=—Ex B~ €r4a d 5 sin” 20 sin® [w (t — r/c)] .
Ho HoCT
Das Intensitatsprofil ist
dP = a?w?
il 7} :<S> "t = ——sin’ 26.
dQ[ ¢ e, S sin
Die gesamte abgestrahlte Leistung betragt
Arotw?®  popjdiw®
/d(b/dﬁsm&— = 150c 6073



(b) Betrachten Sie jetzt zwei schwingende Punktladungen g1 = qo = Qq. Die zeitabhdngi-
ge Position der Punktladung ¢ lautet 71 = (0,0,d/2 + acos(wt)). Fir qo gilt
7y = (0,0,—d/2 — acos(wt)). Bestimmen Sie den Poynting-Vektor sowie die ab-
gestrahlte Leistung, wenn 2a < d < \.

Aus der Vorlesung ist folgendes bekannt:

- I dP k2
(8) =i lix g, ==l x (k).
Die Funktion g (k7)) wurde in der Aufgabe 1 betrachtet. Fiir die Quadrupolstrah-

lung:

Gap = —ikﬁqg) = _%knaQaﬂeﬁ
Wegen Symmetrie:
Que = Quy = —5 Qe
Deswegen
NaQap€s = Qs [T — 30,€;] .

Jetzt

7 x (ki) = —Wkg“”ﬁ X [l — 3n,8,] = “kgm Ll X ..
Hier

n, =cosf, 1 X e, =—n,€, +n,e, =sinb (—e,cosp+ €, sing).

Deswegen

7 x g (ki)|> = %COSQQQDQQ = % sin? 26).

Damit finden wir den Poynting-Vektor

6,2

= _ck

Sep = n7—"’gx sin? 26.
20mr

Die abgestrahlte Leistung ist

/d¢/d9s1n9— o] = CkGQ

Finden wir jetzt das Quadrupolmoment fiir die zwei Ladungen. Laut Definition

2
Qe = —2Q0 ( —i—acoswt) .
Die Grofle D, in unserem Ergebnis ist eigentlich die erste Fourier-Komponente

Q:rx — — and.

Die zweite Fourier-Komponente konnen wir vernachlissigen, wenn a < d. (Die
Konstante ergibt keine Strahlung).

In dieser Naherung:
Qe = —Qoad = —2pod,

wobei pg = Qpa/2 das Dipolmoment einer schwingenden Ladung ist.



(10 Bonuspunkte)

Verallgemeinern Sie die Ergebnisse von 3a und 3b fiir den Fall wenn die Bedingung
d < X\ nicht mehr gilt.

Wenn die Bedingung d < A nicht mehr gilt, kann man die Quadrupolnéherung
nicht benutzen. Mann soll dann die Methode von 3a anwenden.

Der Unterschied ist, dass wir jetzt die folgende Funktion nicht entwickeln diirfen:

sin [w (t — 74 /¢)] ~ sin [w (t —rfet “Q’—fcose)] .

Dann finden wir folgenden Ergebnisse:

pow . |wd
V=- — 0 t—
Smencr sin [20 cos 9] cosfcos|w(t —r/c)],

- d
A= g % gy {02}— cos 9] cos[w(t —r/c)],
c

~ d
B =&, gy {;—C Ccos 9} sinfsin [w (t —r/c)],

F-g¢, HoPow” . l(;}— coS 0} sinfsin [w (t —r/c)].
c

Hier haben wir die Terme ~ 1/r? und ~ d/r vernachlissigt.

Der Poynting-Vektor ist

. 2, .4 d
S=eée, Z?gocc; sin? {;—C oS «9} sin? @sin? [w (t — r/c)] .

Das Intensitétsprofil ist

dP A\ o o mopgwt 5 [wd .y
d—Q[H,gp]—<S>err = g2, Sin 2—00089 sin” 6.

m2c
Die gesamte abgestrahlte Leistung betrigt

2,4 p d
/d¢ /d9 sin ¢9— 0] = MZPOZ) /d@ sin® 0 sin* {;)_c cos «9] .
7r

0

Hier

[ 9 — 80a? 4 32a* — 9 cos(2ma)
df sin® 0 sin? af) =

/ o 27 — 120a + 48a*

0



