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Übung 1 - Vektoranalysis (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)

(a)

∇ · (A×B) = ∇ · (A×Bc) +∇ · (Ac ×B)

Spatprodukt zyklisch = Bc · (∇×A)−∇ · (B×Ac)

= 0−Ac · (∇×B)

= 0

∇× (A×B) = ∇× (A×Bc) +∇× (Ac ×B)

= A(∇ ·Bc)−Bc(∇ ·A) +Ac(∇ ·B)−B(∇ ·Ac)

= A(∇ ·Bc)−B · (∇ ·Ac)

= (Bc ·∇)A− (Ac ·∇)B

= (B ·∇)A− (A ·∇)B

(b) ˆ
K

∇ ·Adxdydz =
ˆ
K

(a+ b+ c) dxdydz =
4

3
πR3 (a+ b+ c) .

ˆ
∂K

A · dS =

ˆ
∂K

ArR
2 sin θdφdθ =

ˆ
∂K

(Ax sin θ cosφ+Ay sin θ sinφ+Az cosφ)R
2 sin θdφdθ

=

ˆ
∂K

(ax sin θ cosφ+ by sin θ sinφ+ cz cosφ)R2 sin θdφdθ

=

ˆ
∂K

R
(
a sin2 θ cos2 φ+ b sin2 θ sin2 φ+ c cos2 φ

)
R2 sin θdφdθ

=
4

3
πR3 (a+ b+ c) .

Wobei x = R cosφ sin θ, y = R sinφ sin θ und z = R cos θ.

(c) Es gilt ∇×A = (0, 0, 1), d.h.ˆ
F

∇×A · dS =

ˆ
F

1dxdy

ellipt. Koord.
=

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

1 · 3R · 2Rρdφdρ

= 6πR2.
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die ellipt. Koordinaten lauten x = 3Rρ cosφ und y = 2Rρ sinφ. Auf dem Rand is ρ = 1, bzw.
dρ = 0, d.h. es giltˆ

∂F

A · dl =
ˆ
∂F

(
4

3
x− 2y

)
dx+ (3y − x) dy

=

ˆ 2π

0

(
4

3
· 3R cosφ− 2 · 2R sinφ

)
(−3R sinφ) dφ

+

ˆ 2π

0

(3 · 2R sinφ− 3R cosφ) (2R cosφ) dφ

= 6πR2.

Übung 2 - Eigenschaften der δ-Distribution (6 Punkte)

(a) Beweis hat nur mit Integral Sinn, da δ darüber de�niert. Partielle Integration liefertˆ
dxg(x)δ(n)(x) = g(x)δ(n−1)

∣∣∣∞
−∞
−
ˆ

dxg′(x)δ(n−1)(x) = −
ˆ

dxg′(x)δ(n−1)(x) (1)

n-fache partielle Integration ergibt somitˆ
dxg(x)δ(n)(x) = (−1)n

ˆ
dxg(n)(x)δ(x)⇒ nur x = 0 interessant . (2)

Mit g(x) = xnf(x) erhält man für n-mal di�erenzierbares f(x) nach Produktregel

dnxnf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=0

=
dnxn

dxn
f(x)

∣∣∣∣
x=0

+ n
dn−1xn

dxn
f ′(x)

∣∣∣∣
x=0

+ . . . = n!f(0) + 0 + . . . = n!f(0) (3)

und damit die Behauptung.

(b) Die Beziehung

δ [f(x)] =
∑
i

1

|f ′(λi)|
δ (x− λi) mit f

′
(λi) =

df(x)

dx

∣∣∣
x=λi

wobei λi die einfachen Nullstellen von f(x) sind, folgt unter Verwendung des Ausdruckes für die
Lorentz Kurven,

δ [f(x)] = lim
η→0

1

π

η

η2 + f2(x)
= 0 ∀f(x) 6= 0

Anderseits gilt auch ∑
n

1

|f ′(xn)|
δ (x− xn) = 0 ∀x 6= xn , d.h. fürf(x) = 0.

Jetzt noch die Flächeneigenschaft: dazu überdeckt man das Integrationsintervall so, dass in jedem
Teilintervall gerade eine Nullstelle xn von f(x) liegt und benutzt die Taylorentwicklung um diese
Nullstellen,

ˆ β

α

δ [f(x)] dx =

β<xn<α∑
n

ˆ xn+ε

xn−ε
δ [f(x)] dx =

β<xn<α∑
n

ˆ xn+ε

xn−ε
δ

[
f(x)

x− xn
x− xn

]
dx

=

β<xn<α∑
n

ˆ xn+ε

xn−ε
dx
∑
n

δ
[
f

′
(xn)(x− xn)

]
= . . . .

Mit der Transformation z = f
′
(xn)x in jedem der Teilbereiche ergibt sich

· · · =
∑
n

1

|f ′(xn)|
=

ˆ β

α

dx
∑
n

1

|f ′(xn)|
δ (x− xn) . (4)

(c) Partielle Integration liefertˆ ∞
−∞

dx arctanxδ′(x− 1) = arctan(x)δ(x− 1)|∞−∞ −
ˆ ∞
−∞

dxf ′(x)δ(x− 1) (5)

= −
ˆ ∞
−∞

dx
1

1 + x2
δ(x− 1) (6)

= −1

2
(7)
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Mit Hilfe von 1.) (b) ergibt sich mit f(x) = cosx und λi = iπ + π/2

|f ′(λi)| = | sinλi| = 1 (8)

⇒ δ(cosx) =
∑
i

δ
(
x− π

2
− iπ

)
(9)

ˆ ∞
1

dx
δ(cosx)

x2
=

ˆ ∞
1

dx

∑
i δ
(
x− π

2 − iπ
)

x2
(10)

=

ˆ ∞
1

dx

∑∞
i=0 δ

(
x− π

2 − iπ
)

x2
(11)

=

∞∑
i=0

1(
iπ + π

2

)2 (12)

=

(
2

π

)2 ∞∑
i=0

1

(1 + 2i)
2 (13)

=

(
2

π

)2
π2

8
=

1

2
. (14)
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