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1. Punktladung (3 Punkte)

Das Koordinatensystem wird so gewdhlt, da8 die Ebenen bei = 0 und y = 0 verlaufen. Die Ladung
qo befindet sich im ersten Quadranten (z > 0, y > 0) am Ort rg = (xo, Yo, 0). Das Potential bei z =0
und y = 0 soll verschwinden.

Gesucht: Green’sche Funktion fiir den 1. Quadranten. Dazu plazieren wir die die drei folgen-
den Scheinladungen: ¢ = —qo, g2 = —¢o und g3 = +qo an die Positionen ry = (—zg,o,0),
ro = (xo, —yo,O) und rs = (—Z‘Q, —yo,O).

Das Potential ergibt sich dann zu
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o(r) =0, Vr¢ {(z,y,2): x>0,y >0} (2)

vr € {(z,y,2):x >0,y > 0} (1)
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2. Homogene Kugel (11 Punkte)

a) Po r> R
- 0 Ri<r>Ry
P= 0 Ro<r>Rsg (3)
0 r > R3

Wir nutzen zur Lésung das Gausssche Gesetz

/ E(r)-df = ~ [ p(x)dv (4)
V)
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Aus Symmetriegriinden ist das elektrische Feld radialsymmetrisch, also E(r) = E(r)e,. Damit ist E
auf der Integrationsoberfliche (Kugelschale) konstant und das Integral liefert

1
47TT‘2E(7’) = %Qinnerhalb V, (5)

Dies liefert endlich:
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Das Potential (mit E = —V®) ergibt sich einfach durch aufintegrieren zu ®(r) =

— [ E(r)dr. Die Integrationskonstanten werden so gewéhlt, daB @ stetig iibergeht.
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Die induzierte Ladung auf dem inneren Rand bei Rs entspricht der negativen Gesamt-
ladung. Die induzierte Ladung bei R3 entspricht der positiven Gesamtladung, sodafl

insgesamt die Gesamtladung des Metalls verschwindet:

47 R3
Quna(R2) = ———2 F)

47 R3
Quna(Rs) = + ”3 LA

C\?Metall,Gesaumt = 0.

Aufgabe 3):

(a) Die induzierte Spannung ist gegeben durch:

dd d
Upg = ——28 — _ = [[ Bd
d dt dt / / 7

d
Uina = _%BOLz coswt = ByL*w sin wt

(10)



(b) Hier gibt es mehrere Varianten zur Losung. Ich geb erst einmal die kiirzeste und
schnellste Losung an.

e Schnellste Variante: Das Magnetfeld schaut in z-Richtung B = Bye,) und
die Schleife nimmt einen Winkel v dazu ein. Die Fldchennormale der Leiter-
schleife ist beschrieben durch: e,, = (£sinae, — cosae,), was gleichzeitig
auch die Richtung des Dipolmoments der Schleife angibt. Fiir a = 0 zeigt das
Dipolmoment in negative z-Richtung, wie es sich fiir einen Strom im Uhrzei-
gersinn , gehort”. Das 4+ der y-Komponente 1afit die Wahl wie der Student
den Winkel annimmt.

1
D= —mxB (11)
Ho

Hierbei ist D das Drehmoment auf die Leiterschleife und m bezeichnet das
magnetische Dipolmoment der Schleife.

m = %uo/dV’(r’ x j(r')) = %,uol/ds(s X €es) (12)

es bezeichnet den Einheitsvektor entlang der Leiterschleife.

1 1
m = §,u0]/ds(s X eg) = §u01/2df = ugl F (13)

Hierbei bezeichnet F' die gerichtete Fliache der Leiterschleife.

In unserem Fall ergibt dies einfach:
m = ol L*(+sin e, — cosae,) (14)

Hierbei wird im Uhrzeigersinn iiber die Leiterschleife integriert, oder anders
gesprochen: der Strom fliet im Uhrzeigersinn. Wer mit der Umformung des
Linienintegrals in ein Fléchenintegral in Gl.13 nicht ganz gliicklich ist, dem
sei versichert, daf bei einer Auswertung des Linienintegrals zu Fuf} tatséchlich
das gleiche Ergebnis herauskommt, wobei der Koordinatenursprung im Zen-
trum der Schleife sitzt.

Es ergibt sich also fiir das Drehmoment:

D = IL?By {(£sinae, — cosae,) x e,} = +IL*Bysin aey (15)

e Zweite Variante (langsam): Das Drehmoment/Kraft wird direkt iiber die Lor-
entzkraft bestimmt:

D:I/er{dst} (16)



rp bezeichnet den Vektor von der Drehachse zum entsprechenden Aufpunkt
auf der Leiterschleife (rp L x-Achse).

Jetzt wird fiir die Einfachheit der Rechnung die Schleife in der xy-Ebene
fixiert und das Magnetfeld nimmt einen Winkel o mit der z-Achse ein: B =
By(+£sin e, + cos ae,).
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Die Terme 1&3 und 2&4 sind identisch. Die Gleichung 148t sich also weiter
vereinfachen zu:

L 0 COS (v

L 0 — cos a
D:]Bo/ds 1 | sx| —cosa —|—IBo/ds 1 | (L—s)x| —cosa
0 0 +sin « 0 0 +sin «
(17)
Das ergibt schliellich und endlich:
1 +sina 1 +sina
D = IBy-1? 0 + I By {L2 — —L2] 0
2 2
—cosa COS (v (18)
= +IBy,L*sinoe,

Loésung zu 4.:

Ein Leiter besitzt frei bewegliche Ladungen, welche dem Feld beliebig folgen kénnen
und das Innere des Leiters zu einem Gebiet konstanten Potentials machen. Damit ist



das Innere des Leiters feldfrei (F = —grady). Wegen rotE = 0 gilt in der Elektrosta-
tik § Edr = 0. Fiir einen Integrationsweg parallel zur Oberfliche, der die Oberfliche
umschlielt folgt somit, dass die Tangentialkompiionente des Auflenfeldes identische ver-
schwindet. Somit verbleibt fiir das Auflenfeld nur noch die Normalenkomponente.

Lésung zu 5.:

a) O.B.d.A. sei die Zylinderachse die z-Achse. Fiir das Coulomb-geeichte Vektorpotential
A gilt die Poissongleichung AA = — 7, so dass A letztendlich nur eine Komponente
in z-Richtung, A, genannt, aufweist. Auf Grund der Rotationssymmetrie ist A, von ¢
unabhéngig. Mit der zusétzlichen Invarianz in z-Richtung ergibt sich schluffendlich A, =
A, (p). Mit den niitzlichen Beziehungen am Aufgabenende ist B = rotA = — 85:;’ e,. Folg-
lich besitzen B und H nur p-Komponenten, die wiederum nicht von z und ¢ abhéngen

diirfen.

b) Obige Symmetriebetrachtungen, rotH = j und der Satz von Stokes liefern

H(pp) = Hipe.=Dte.  p2R (19)
Hip.o2) = Holple,=Le,  p<n (20
Als B geschrieben
Blp,,2) = Bylple, = “OQZRQ o PR (21)
Blp.p.2) = Bupe,="e, <R (22)
Weiter gilt noch aus der a): A, = — [ B,dp, also
Mpod) = Ape. = (“BE w4 cYen  pzr @)
Alpop.s) = Adlples= 1000 R (24)

4

wobei C' so angepasst werden muss, dass A, eine stetige Funktion ist, da sie einer Pois-
songleichung geniigt. Also

Alpo.z) = Adp)es=— (“OjOR In(p) — Lo0® <1n<R>—§>> e..  p>R)

2
)
Alp.pz) = Adple.=-F0 e, p<R (26)
Zusammengefasst:
o R? 1
App2) = Adpe. =2 ()~ + ) e p2R @)
-2
Alp.p,z) = Adple.=-F2e,  p<R (28)



B2
€) Wmag = 3,-, also
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wmag(ﬂ, P, Z) = 0822 ) P Z R (29)
105 P’

wmag(ﬂa 22 Z) = g p < R (30)

Losung zu 6.:

a) Quasistationaritét, also D < j als Voraussetzung sei gegeben. Die Divergenz von
rotH = j liefert dann 0 = divj. Darauf den Gauflschen Satz losgelassen liefert den
Knotensatz, der besagt, dass die Summe aller Stréme zu einem Knoten identisch ver-
schwindet.

Satz von Stokes auf rotE = —B liefert ¢ Edr = —& mit ® als dem magnetischen Fluss.
Interpretierend erhélt man: die Summe aller Spannungen entlang einer Masche ist gleich
der induzierten Spannung, wobei Spannungsquellenspannungen ein negatives Vorzeichen
bekommen und sich die induzierte Spannung auch als — ), Likf r ausdriicken lasst.

> Un+ Y Ll = Uy ear (31)
k

j=Bauteile der l—tenMasche

Uo+Up=Up =0= Us = —Ugp = —IgR

LI, —Upr=0= I, =Ug/L=1IzR/L = Ip=1,L/R

Ir+ 1 = Ic

Uo=Qc/C = Uc=15/C = —IgR=1¢/C = Ic = —IgRC = —ILC

die letzten drei Gleichungen zusammen liefern dann:

ILL/R+ 1, = —ILC (36)
Also ) _
ILRLC+ I L+ I,R=0 (37)
Resonanzfrequenzbestimmung durch den Ansatz I = Iyexp(iwt)
—w?RLC 4 iwL+ R=0= w? —iw/RC —1/LC =0 (38)
w=1i1/2RC 4+ \/—1/4R2C? + 1/LC (39)

Die Resonanzfrequenz wy ist der Realteil von w, also wy = 1/1/LC — 1/4R?C2.

c)
Uc + Ug = Uet = Uc = Up — U
LI, —Ur=0= I, =Ug/L
In+1,=Ic=Ip+1,=1Ic
Uo = Qu/C = Uc=Ic/C



Also

Ur/R+ Ur/L = C(Upp — Ug) (44)

AISO .. . ..
Ur + Ur/RC + Ug/LC = Uy (45)

Ansatz Ug = Ugpexp(iwt)

~Upow?® + Uppiw/RC + Upy/LC = —Uyw? (46)
Ugo (—w* + iw/RC + 1/LC) = —Upw? (47)
Uro = —Upw®/ (—w* + 1/LC + iw/RC) (48)
Uro = —Upw® (—w* + 1/LC —iw/RC) | (w* — 2w?/LC + 1/L*C* + w*/R*C?)  (49)
Amplitude
|Uro| = Upw?/v/w* — 2w2/LC 4 1/L2C? + w?/R2C? (50)
Phase e ’
—Ww w
¢ — arctan (m) = arctan (W——”R) (51)
Grenzfall R — oo:
Uro = —Uw’(—w?+1/LC —iw/RC) [ (w* —2w*/LC + 1/L*C* + w?/R*C?)52)
= U’ (w* = 1/LC) [ (w* = 2w?/LC +1/L*C?) (53)
= U’/ (w*—1/LC) (54)
b= 0 (55)
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