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1. Ubung Besprechung: 26.10.16
Aufgabe 1 4 Punkte

Wir befassen uns mit dem Kreuzprodukt von Vektoren im R3.

a) Zeigen Sie, dass das Kreuzprodukt bilinear ist. D.h. es gilt

Ex(ﬁ§+75>:6(1§x§>+7(§x5> , (1)
(aﬁ+5§)x6=a(f¥xé)+ﬂ(§xé) 2)
mit ff,é,é in R? und o, 3,7 € C.
0.5 Punkte
b) Zeigen Sie, dass das Kreuzprodukt antikommutiert. D.h. es gilt
AxB=-BxA. (3)
0.5 Punkte
c) Zeigen Sie mittels eines Gegenbeispiels, dass das Kreuzprodukt nicht assoziativ ist.
1 Punkt
d) Zeigen Sie die Jacobi Identitét
ffx(5x5>+§x(éx/¥>+5x(ﬂx§):0. (4)
2 Punkte

Hinweis 1: Auf Grund dieser Eigenschaften bildet das Kreuzprodukt zusammen mit dem R? eine so
genannte Lie-Algebra. In nahezu allen Gebieten der Physik spielen Lie-Gruppen und Lie-Algebren eine
wichtige Rolle. Insbesondere, um die einer Theorie zu Grunde liegenden Symmetrien zu beschreiben.
Betrachten Sie hierzu zum Beispiel Schwichtenberg, Physics from Symmetry.

Hinweis 2: Beachten Sie, dass das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren f_l', B € R3 in kartesischen
Koordinaten als

3 3

(ff X E)Z_ = Z Z €kl A Bl (5)

k=11=1

geschrieben werden kann. Wobei ¢ = 1,2, 3 die Komponente des Vektors A x B bezeichnet. Es ist €kl
das Levi-Civita-Symbol dritter Stufe. Es ist, per Definition, €103 = 1 und 1 bei geraden Permutationen
der Indizes, -1 bei ungeraden Permutationen und O sonst. Sie kénnen ohne Beweis verwenden, dass
folgende Relation gilt

3 3

E €ikl€lmn = E €ikl€mnl = OimOkn — OinOkm - (6)
=1 =1

Hier ist 0;; das Ihnen bekannte Kronecker-Delta mit ;; = 0 fiir ¢ # j und 1 sonst.
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Aufgabe 2 3 Punkte
Zeigen Sie fiir das Kreuzprodukt im R3
a) die Graimann’sche Identitét
Ax (BxC)=B(4-6)-¢(4-B) )
2 Punkte

b) die Lagrange’sche Identitét
(A% B)- (¢ x D)= (4-6)(B-B) - (4.5 (5-¢) . ()
wobei A - B fiir das Skalarprodukt der Vektoren A', B € R3 steht.
1 Punkt

Aufgabe 3 4 Punkte

Der Vektor Operator V ist in kartesischen Koordinaten mit den Basisvektoren €z, €y, €, durch
> 0 0 0
V=é—+é,—+eé,—, 9
xaﬂ y8y+ “0z 9)

gegeben. Damit definieren wir die Differentialoperationen
e Gradient VP = grad®,
e Divergenz V-V= divv,
e Rotation V x V = rotV.

Hierbei ist & = ®(x,y, z) ein differenzierbares Skalarfeld und V = V(m,y,z) ein differenzierbares
Vektorfeld.
Zeigen Sie folgende Relationen

a)

div (@V) = ®divV + V - grad® , (10)
0.5 Punkte

b)
div (VxW) =W -rotV =V -rotW , (11)
0.5 Punkte

)
rot ((I>17> = (rot‘?) —V x grad® , (12)
1 Punkt

d)
ot (V x 7) = (W-9) V=1 (¥-7) + 7 ($ ) = (V-9) 17, (13)
1 Punkt

e)
rot grad® =0 . (14)

1 Punkt



Aufgabe 4 9 Punkte

Wir berechnen den Gradient eines Skalarfeldes ® in den Kugelkoordinaten r, ¢, . Beachten Sie, dass
die Koordinaten z, y, z in Kugelkoordinaten durch

T = rcospsind, (15)
y = rsinpsind, (16)
z=rcos?, (17)

gegeben sind, wobei 7 > 0,0 < ¢ <27 und 0 <9 < 7.

a) Berchnen Sie die Einheitsvektoren é,,é,,éy in Abhénigkeit der kartesischen Einheisvektoren
€z, €y, €,. Berechnen Sie hierzu zunéchst

ox oy .. 0z

1715 = aéx + Eey + aéz s (18)

mit ¢ = 7, p, ¥ und normieren Sie dann ¥}, um die Einheitssvektoren é; zu erhalten

U

t "Ut‘ ( )
1 Punkt
b) Zeigen Sie mit IThrem Ergebnis aus a), dass é,, é,, €, wie folgt geschrieben werden kénnen
€z =€ cos psiny + €y cos pcos) — é,sin g , (20)
€y =€, sinpsiny + éysin cos ) 4 €, cos ¢ , (21)
é, =é,cost — égsind . (22)
3 Punkte
In den Koordinaten x, y, z ist
0P 0P 0P
grad® = ¢, 6 (23)

% + €y87y + 635
c) Zeigen Sie, dass 0®/0x, 0P/0y und 0P/0z in Abhingigkeit von 0®/0r, 0P /0y, 0P /00U ge-

schrieben werden konnen als

gi :g(f cos psind + giCOS@:OSﬁ N gi::fﬁ ’ &4
?9;1/) —E;(f sin psin 9 + ZZI;W + gi:;sn% ) (25)
?f:?cosﬁ—?isjl;ﬁ : (26)

Berechnen Sie hierzu zunéchst
00  990x 0Py 0PIz (27)

o " awat Tayor oo
fiir t = r, ¢, ¥ und 16sen Sie die resultierenden Gleichungen nach 0®/0x, 9®/0dy und 0P/9z auf.
3 Punkte

d) Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus Aufgabenteil b) und c¢) in Gleichung , um zu zeigen, dass in
Kugelkoordinaten gilt
0P 109 1 0%
AP = é,— + ey-—— + 6——— — . 28
sta " or +6197“819+%7"sin190g0 (28)
2 Punkte

Bitte schreiben Sie auf die erste Seite des Ubungsblattes Ihren Namen, Matrikelnummer und die
Nummer ihres Tutoriums.
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Werfen Sie die bearbeiteten Ubungsblitter bitte bis spitestens Dienstags 11.00 Uhr in den dafiir
vorgesehenen Briefkasten im Erdgeschoss des Physikhochauses (Geb. 30.23). Jeder Student muss ein
eigenes, selbst bearbeitetes Ubungsblatt abgeben. Bitte schreiben Sie auf die Ubungsblitter ihren
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