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6. Ubung Besprechung: 30.11.16
Aufgabe 1 7 Punkte

Im Folgenden losen wir die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) unter der Vorrausset-
zung, dass das Potential ® nicht von z abhéngt.

a)

Zeigen Sie mittels eines Separationsansatz ®(g, ) = R(0)F(¢), dass die Laplace-Gleichung zu
folgenden Differentialgleichungen fiir R(p) und F'(¢p) fiihrt:

d dR
%*@ (ng> =C1, (1)
1 d’°F
fdicpZ = L2 (2)

Wobei (' o reele Konstanten sind, fiir die gilt

Ci+Cy=0. (3)
2 Punkte
Argumentieren Sie zuniichst, dass Cy < 0 gelten muss. Wihlen Sie Co = —k? mit k2 > 0.

Finden Sie die allgemeine Losung fiir Gl. (2), zunéichst fiir den Fall k% # 0. Welche Werte kann
k annehmen?

Hinweis: Beachten Sie, dass F(¢) eine periodische Funktion sein muss.
2 Punkte
Finden Sie fiir den Fall k? # 0 die Losungen fiir Gl. . Machen Sie dazu einen Potenzansatz
fiir R(p).
1 Punkt

Finden Sie fiir den speziellen Fall k2 = 0 die Losungen fiir Gl. und (2)). Zeigen Sie damit und
mit Thren Ergebnissen aus den vorigen Aufgabenteilen, dass die allgemeine Lésung durch

D(p,) = ap+ bplog o+ Z [Qk (ag cos ko + b sin k) + 0% (cp coskp + di sinkep)| . (4)
k=1

gegeben ist. Dabei sind ag, bg, ag, b, cx, dr, € R Konstanten, welche durch die Randbedingungen
bestimmt werden.

2 Punkte
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Aufgabe 2 7 Punkte 4+ 2 Extrapunkte
In der Vorlesung haben Sie die Legendre-Polynome P, (z) als Losungen der Differentialgleichung

% (1—2?) L p(@)| +nn+1)Pu) =0 ()

de "

kennen gelernt. Dabei ist n € Ny. Wir beschéftigen uns im Folgenden mit einigen Eigenschaften der
Legendre-Polynome.

a) Die Rodrigues-Formel besagt, dass das n-te Legendre-Polynom P, (z) durch

Pa(e) = g (@ = 1)) (©

gegeben ist. Beweisen Sie diese Aussage.

Definieren Sie dazu eine Funktion y = (22 — 1)" und iiberzeugen Sie sich zunichst, dass
(1—a22)y" +2(n — 1)y +2ny =0 (7)

gilt. Differenzieren Sie GI. n mal und zeigen Sie damit, dass die n-te Ableitung von y die
Legendre-Differentialgleichung erfiillt. Normieren Sie schlielich 4™ mit der Bedingung P, (x =
1) =1, um GL (6) zu beweisen.

Hinweis: Die Leibniz-Formel zur Differentation lautet

4

"~ n! n—
1o (A(2)B(2)) = kzzo T A® ()BT (z) . (®)

Dabei bezeichnen wir mit B(™ (z) die n-te Ableitung von B(z). Weiter kénnen Sie ohne Beweis
verwenden, dass fiir alle n gilt

Y™ =2l firz =1. (9)

3 Punkte

b) Bonusaufgabe: Beweisen Sie Gl. () fiir beliebige n € Ny.
2 Extrapunkte

c) Zeigen Sie die Orthogonalitéit der Legendre-Polynome,

/1 Py () Py(x)dz =0 fir n #m . (10)
-1

Benutzen Sie dazu die Rodrigues-Formel und partielle Integration.
Hinweis: Beachten Sie, dass Sie ohne Beschrankung der Allgemeinheit m < n wihlen konnen.
2 Punkte

d) Zeigen Sie, dass

1
2
P,(x)P, = 11
| P@Pa) = 5o ()
gilt.
Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass
1 N29142n
—1'de = (-1)"———— 12
/_1(‘” Jdr= 0 (12)

gilt.
2 Punkte



Aufgabe 3 6 Punkte

Betrachten Sie einen homogen geladenen Kreisring mit Radius R und Ladung ¢. Der Ring sei parallel
zu x-y-Ebene ausgerichtet und sein Mittelpunkt befinde sich am Ort (0,0, b).

a) Geben Sie die Ladungsdichte p(7) des Kreissrings in Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) an
1 Punkt

b) Bestimmen Sie das Potential ®(7) fiir einen Punkt auf der z-Achse 7= ré,. Benutzen Sie dazu

(13)

|—» —»/|

und Ihr Ergebnis aus a). Driicken Sie ®(7" = ré,) durch den Winkel o und Abstand ry aus. Diese
sind definiert durch

b
coso =— (14)
To

=V R?+b2. (15)

Hinweis: Das Ergebnis lautet

(7 = ré.) = ——nrt . (16)
\/r +ry—2rrocosa
2 Punkte
c) Zeigen Sie, dass Ihr Ergebnis aus b) geschrieben werden kann als
O(r=ré,) qz l 7 P(cosa) . (17)
Dabei ist r~ = max(r,rg) und r« = min(r, o).
Hinweis: Benutzen Sie, dass
o
I — Z (18)
V1-2z2+22

gilt, falls |z| < 1. Wir nennen F(z,z) = V1 — 2zz + 22 die erzeugende Funktion der Legendre-
Polynome P(x).

2 Punkte

d) Argumentieren Sie, dass das allgemeine Potential ®(7) fiir beliebige Punkte 7= (7,9, ¢) durch

O(7) = qZ l+1Pl cos av) P(cos ) (19)

gegeben ist.
1 Punkt
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