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1. Ubung Besprechung: 24.10.18
Aufgabe 1 6 Punkte + 4 Bonuspunkte

Das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren ff, B in R3 kann in kartesischen Koordinaten (mit den drei
Basisvektoren eq, eg, e3) wie folgt geschrieben werden:
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(AxB) = 23: e ArBy | (1)
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Hierbei bezeichnet der Index ¢ = 1, 2, 3 die Komponente des Vektors Ax B (die Projektion des Vektors
auf den Basisvektor e;) und € ist das Levi-Civita-Symbol dritter Stufe. Per Definition gilt: €193 = 1
und ebenso bei geraden Permutationen der Indizes, -1 bei ungeraden Permutationen und 0 sonst. Es
gilt:
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> €irt€imn = Y _ €ikt€mnt = imOkn — SinOkm - (2)
=1 =1

Hier ist 0;; das Ihnen bekannte Kronecker-Delta mit d;; = 0 fiir ¢ # j und 1 sonst.
Im Folgenden sind /_f, é, C in R3, a, 3,7 € C und es ist Gl. zu benutzen.

a) Zeigen Sie, dass das Kreuzprodukt bilinear ist:

gx(ﬁé—kvé)zﬁ(ﬁxﬁ)—i—y(ﬁx

Q

) 3)

ag+5§)xé:a<gxé>+ﬁ(§xé). (4)
2 Punkte
b) Zeigen Sie, dass das Kreuzprodukt antikommutiert. D.h. es gilt

AxB=-BxA. (5)
2 Punkte

c) Beweisen Sie die Graimann’sche Identitét:
Ex(éxé):é(ﬁ-é)—(j(ﬁ-é). (6)
2 Punkte

d) Bonus: Beweisen Sie die Jacobi Identitét:
ffx(Exé)—l—éx(ész)—i—éx([fxg):(). (7)

2 Bonuspunkte
e) Bonus: Beweisen Sie die Lagrange’sche Identitét

(A B) (G x D)= (4:0) (5.5) - (

(8)

2 Bonuspunkte
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Aufgabe 2 5 Punkte

Der Vektor Operator V ist in kartesischen Koordinaten mit den Basisvektoren €z, €y, €, durch

- 0 .0 0
V = x%ﬁ‘eyafy—i‘ez% (9)

>

gegeben. Damit definieren wir die Differentialoperationen:
e Gradient V@ = grad®,
e Divergenz V-V = divV,
e Rotation V x V = rotV.

Hierbei ist ® = ®(x,y, z) ein differenzierbares Skalarfeld und V = V(x,y,z) ein differenzierbares
Vektorfeld.

a) Beweisen Sie die Relation:

div (cbx?) = ®divV + V - grad® . (10)

b) Beweisen Sie die Relation:

. —

div(va>:W-rotV—

<u

-TotW | (11)

1 Punkt

¢) Beweisen Sie die Relation:
rot (qﬂ?) - (roﬂ7> —V x grad® | (12)
1 Punkt

d) Beweisen Sie die Relation:
rot(VxW):(W-ﬁ)?—W(ﬁ-V)JrV(?-W)—(V-ﬁ)vff, (13)
1 Punkt

e) Beweisen Sie die Relation:

rot grad® =0 . (14)
1 Punkt

Aufgabe 3 9 Punkte

Wir berechnen den Gradient eines Skalarfeldes ® in den Kugelkoordinaten r, ¢, 9. Beachten Sie, dass
die Koordinaten z,y, z in Kugelkoordinaten durch

x =1 Ccos psind, (15)
y = rsinpsind, (16)
z=rcos? , (17)

gegeben sind, wobei 7 > 0,0 < ¢ < 27 und 0 <9 < 7.



a) Berchnen Sie die Einheitsvektoren é,,é,,éy in Abhénigkeit der kartesischen Einheisvektoren
€z, €y, €,. Berechnen Sie hierzu zunéchst
L Ox oy .. 0z

1= gl ey T 5l (18)

<

mit ¢t = 7, p, ¥ und normieren Sie dann ¥}, um die Einheitssvektoren é; zu erhalten

€t = 57 - (19)

1 Punkt

b) Zeigen Sie mit Ihrem Ergebnis aus a), dass é, é,, €, wie folgt geschrieben werden kénnen

€z =€, cos psiny + €y cos pcos) — é,sin g , (20)
€y =€, sinpsin + éysincos v + €, cos (21)
é, =é,cost — éysin? . (22)

3 Punkte

In den Koordinaten x, y, z ist

0P 0P 0P
D=ép—+6&y— +6,— . 2
grad bary +éy 9y +é 5, (23)

c) Zeigen Sie, dass 0®/0x, 0® /0y und 0P/0z in Abhingigkeit von 9®/0r, 0P /dp, OP/IV ge-
schrieben werden konnen als

((?9(31; g cosipsing + ZZI; = QOTCOS - gi TS;?nsoﬁ (24)
?9(315 g singsind -+ gi = (prcos ° g;{; rC;SnfS‘ (25)
o0 08, , Obsni, )
Berechnen Sie hierzu zunéchst
ob 0090x 000y 00z (27)

ot " oot oyor oz ot
fiir t = r, ¢, ¥ und losen Sie die resultierenden Gleichungen nach 90®/0x, 0P /0y und 0®/0z auf.
3 Punkte

d) Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus Aufgabenteil b) und ¢) in Gleichung , um zu zeigen, dass in
Kugelkoordinaten gilt

0 per 2y, L 02
or Urow rsing Op

109 1 09

~

grad® = é, (28)

2 Punkte

Bitte schreiben Sie auf die erste Seite des Ubungsblattes Ihren Namen, Matrikelnummer und die
Nummer ihres Tutoriums.



