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Aufgabe 1 8 Punkte

Der Fundamentalsatz der Analysis lasst sich in folgender Form schreiben

[ () ar=s0- 5. 1)

Dieser Satz besagt im Wesentlichen, dass das Integral einer Ableitung bestimmt ist durch die Funkti-
onswerte an den Endpunkten des Integrationsintervalls.

Auf dem letzten Ubungsblatt haben wir die Differentialoperationen grad, div und rot kennen
gelernt. Fiir sie gelten entsprechende Sitze
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Hierbei ist ®(Z) ein differenzierbares Skalarfeld und V/(Z) ein differenzierbares Vektorfeld; in GI.
ist f = f(V) der Rand des Volumens V und in GL ist C = C(f) der Rand der Fliache f. Auch
diese Sdtze besagen im Prinzip, dass das Integral einer Ableitung durch die Funktionswerte an den
Grenzen bestimmt ist. Nur sind die Grenzen hier gegeben durch die Endpunkte b und a, durch die
Fldche A und durch die geschlossene Kurve C'. Die letzten beiden Sdtze kennen wir als Satz von Gauf3
und Satz von Stokes.

a) Uberpriifen Sie Gl. fiir ®(Z) = 22 + 4y + 2y23 und die Endpunkte b = (1,1,1) und @ =
(0,0,0). Benutzen Sie
i) den Weg (0,0,0) — (1,0,0) — (1,1,0) — (1,1, 1),
ii) den parabolischen Weg z = 22, y = x,
um zu zeigen, dass der Satz unabhéngig von der Wahl des Weges ist.
2 Punkte
b) Uberpriifen Sie Gl. fiir das Vektorfeld V = azé, + byé, + czé, mit dem Volumen gegeben
durch 22 4+ y? + 22 < R?, wobei a,b, c € R konstant sind.

Hinweis: Fiihren Sie die Integration in Kugelkoordinate aus. Benutzen Sie, dass dort dV =
r2drd cos ¥dy und df = r2d cos 9dpé,. Nutzen Sie auch Ihr Ergebnis aus Ubung 1, Aufgabe 4

a).
3 Punkte



c) Leiten Sie mit Hilfe des Satz von Gaufl den 1. Green’schen Integralsatz her. Dieser lautet

/ (A1) BodV = f Pograd®; - df — / (grad®;) (grad®s) dV . (5)
% A %

Dabei ist AP = div grad® und @i sind differenzierbare Skalarfelder; A bezeichnen wir als
Laplace Operator.

Hinweis: Benutzen Sie Thr Ergebnis aus Ubung 1, Aufgabe 3 a).

2 Punkte
d) Leiten Sie den 2. Green’schen Integralsatz her. Dieser lautet
/ [(A(I)l) (1)2 — (I)l (A@Q)} dy = f (<I>2grad<l>1 - <I>1grad<1>2) . df (6)
1% A
1 Punkt
Aufgabe 2 4 Punkte
Wir betrachten das Vektorfeld V(F), welches in Kugelkoordinaten gegeben ist durch
. 1
V() = e (7)

a) Berechnen Sie naiv divV (7).

Hinweis: In Kugelkoordinaten gilt

10 10 10V,

PR - v 2 o :
divi = r2 Or (r2Ve) + rsind 0U (sin9Vy) +

rsind dp (8)

0.5 Punkte

b) Berechnen Sie nun das Oberflichenintegral ¢ V(7) - df iiber eine Kugel mit Radius R.
1 Punkt

c¢) Berechnen Sie nun nochmal das selbe Oberflichenintegral, indem Sie den Satz von Gauf und
Ihr Ergebnis aus a) verwenden.

0.5 Punkte

Die widerspriichlichen Ergebnisse in b) und c) bedeuten nicht, dass der Satz von Gauf3 nicht korrekt
ist. Vielmehr besagt unser Ergebnis aus b), dass

ﬁ V() df = /v divi (F)dV = dr (9)

und dies ist unabhéngig davon, wie klein wir den Radius R der Kugel wéhlen. Also ist divV(F) =0
iiberall, bis auf » = 0. An dieser Stelle divergiert divV (7). Daraus schlieflen wir wiederum, dass

divV (7) = div <126> — 4@ () . (10)
T

sein muss. Dabei ist 6 (7) die Ihnen bekannte Dirac Delta Distribution in drei Dimensionen.

d) Zeigen Sie die niitzliche Relation

AL = ans® () (11)
T

Hinweis: Beachten Sie, dass V(F) in GL 1} wirbelfrei ist.
2 Punkte



Aufgabe 3 8 Punkte

Im Folgenden leiten wir den Helmholtz’schen Zerlegunssatz fiir spezielle Vektorfelder her.

a) Zeigen Sie zunéchst, dass sich aus dem Satz von GauBl folgende Gleichung ergibt:

/rot\?dv = fdfx V. (12)
v !

Betrachten Sie hierzu zunéichst fv div (17 X W) dV fiir ein beliebiges Vektorfeld W. Wihlen Sie
dieses anschliefend konstant, W = const.
Hinweis: Die Relation aus Ubung 1, Aufgabe 3 b) kann hilfreich sein.

2 Punkte

Wir betrachten nun Vektorfelder V (7) fiir die gilt, |V (7)| < const/r? fiir r — oco. Dies bedeutet

mit dem Satz von Gauf3, dass
G2
/ div [ 7)) g3 g (13)
y |7 — 7]

(=
rot YOL) 3 =0, (14)
y |7 — 7]

wenn wir als Volumen eine Kugel mit Radius 7’ — oo wiihlen. Dabei ist d3r nur eine andere Schreib-
weise fiir dV.

b) Uberzeugen Sie sich von den Relationen und .

1 Punkt
c) Zeigen Sie nun, dass fiir diese Vektorfelder folgender Zerlegunssatz gilt
. 1 rotV(7') 5, 1 divV(F') 5,
V(r)= —rot | ———>d°r" — —grad | ————=>d°r . 15
(M) =gzrot | e O gperad | e 4 (15)

Betrachten Sie hierzu V (7) = J V(7 ")6®) (7 —7")d3". Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus Aufgabe 2
d) und machen Sie Gebrauch von den Relationen aus Ubung 1, Aufgabe 2.

Hinweis: Fiir Vektorfelder gilt

AV = grad(divV) — rot(rotV) . (16)

4 Punkte

d) Was bedeute dieser _Zerlegunssatz fiir die Darstellung (mogliche Zerlegung) der Vektorfelder
V(7)? Was folgt fiir V() im Falle

i) rotV(7) =0,
i) divV(7) = 0.
1 Punkt

Bitte schreiben Sie auf die erste Seite des Ubungsblattes Ihren Namen, Matrikelnummer und die
Nummer ihres Tutoriums.



