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Aufgabe 1 6 Punkte

Betrachten Sie folgende Ladungskonfiguration: Eine Ladung @1 = ¢ befinde sich am Punkt = = [/2,
y = 0. Eine weitere Ladung Q2 = —q befinde sich bei x = —1/2, y = 0. Im Folgenden berechnen wir
das elektrische Feld E(7) dieses Dipols fiir grofie Entfernungen, |7 > [.

a)

b)

Zeigen Sie mittels des Superpositionsprinzips, dass das elektrische Potenzial ®(Z) an einem
beliebigen Punkt # = (x,y) durch folgenden Ausruck gegeben ist:

1 1
V@ =122+ 2 @t i22 1y

®(F) =q (1)

1 Punkt

Berechnen Sie nun das elektrische Potenzial in grofier Entfernung, |Z| > [. Das heifit, bestimmen
Sie ®(Z) in fithrender Ordnung in {/z.

Hinweis 1: Machen Sie dazu eine Taylor-Entwicklung von ® (&) aus Gl. in¢(=1l/xum(=0.
Eine Entwicklung bis zur ersten Ordnung in ( ist ausreichend.

Hinweis 2: Das Ergebnis lautet

. lx
0= q(x2 +y2)32 ?

8 Punkte

Zeigen Sie, dass in Polarkoordinaten 7 = (r,1) das Potenzial aus b) geschrieben werden kann als

pcosv

B (F) = . (3)

r2
Hierbei ist ¢l = p = |p| der Betrag des Dipolmoments.

1 Punkt
Bestimmen Sie mit Ihrem Ergebnis aus c) das elektrische Feld E (7). Vergleichen Sie Ihr Ergebnis
mit dem elektrischen Feld eines Monopols, also einer isolierten Punktladung.

Hinweis: In Polarkoordinaten gilt

L 00 100,
grad®(r) = 5 + ~ 5% (4)

1 Punkt



Hinweis: Fiir eine Ladungskonfiguration aus zwei Punktladungen )1 2 = £¢ kann immer ein kar-
tesisches Koordinatensystem (x,y, z) so gewéhlt werden, dass sich das Problem auf zwei Dimensionen
(x,y) reduzieren ldsst. Wihlt man das Koordinatensystem so wie in der Aufgabenstellung gegeben,
beobachtet man, dass die Ladungskonfiguration in drei Dimensionen rotationssymmetrisch um die
x-Achse ist. Diese Symmetrie gilt auch fiir das Potenzial ®(Z) (Siehe Abb. [1]).

1.0F

0.5F

0.01

ylau]

-0.5F

-1.0f,

X [a.u.]

(a)

Abbildung 1: Aquipotenziallinien ®(&) fiir das Dipolfeld in 2 Dimensionen (a) und 3 Dimensionen (b).
Mit blau kennzeichnen wir ®(Z) < 0, mit rot ®(Z) > 0.

Aufgabe 2 4 Punkte

Betrachten Sie folgende einfache Ladungskonfiguration: Die Ladung @1 = —¢ am Punkt (z,y,z2) =
(0,0, a), eine zweite Ladung Q2 = —q bei r = (0,0, —a) und eine dritte Ladung Q3 = 2¢ im Ursprung
r = (0,0,0). Schreiben sie zunéchst die zugehorige Ladungsdichte auf.

a) Geben sie die Ladungsverteilung an.

1 Punkt
b) Zeigen Sie, dass das Dipolmoment verschwindet.
1 Punkt
c) Zeigen Sie, dass fiir das Quadrupolmoment gilt:
4
Q¥ =——-qad®. (5)
3
2 Punkte
Aufgabe 3 7 Punkte

Im Folgenden losen wir die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) unter der Vorrausset-
zung, dass das Potenzial ® nicht von z abhéngt.

a) Zeigen Sie mittels des Separationsansatzes ®(p, ) = R(p)F(p), dass die Laplace-Gleichung zu
folgenden Differentialgleichungen fiir R(p) und F'(p) fiihrt:

Rdg( ) @ ©

1 d°F
Fag ~ @ "



Wobei (1 o reelle Konstanten sind, fiir die gilt

Ci+Cy=0. (8)
2 Punkte
b) Argumentieren Sie zunichst, dass Co < 0 gelten muss. Wéhlen Sie Cy = —k? mit k2 > 0.

Finden Sie die allgemeine Lésung fiir Gl. , zunichst fiir den Fall k2 # 0. Welche Werte kann
k annehmen?

Hinweis: Beachten Sie, dass F(¢) eine periodische Funktion sein muss.
2 Punkte
c¢) Finden Sie fiir den Fall k2 # 0 die Losungen fiir GI. @ Machen Sie dazu einen Potenzansatz
fiir R(p).
1 Punkt

d) Finden Sie fiir den speziellen Fall k2 = 0 die Losungen fiir G1. @ und . Zeigen Sie damit und
mit Thren Ergebnissen aus den vorigen Aufgabenteilen, dass die allgemeine Lésung durch

D(0,0) =ap+ bglog o+ Z |:Qk (ag cos ko + by sinkg) + 0 F (cp coskp + d sinke)| . (9)
k=1

gegeben ist. Dabei sind ag, bg, ag, bg, cx, dr, € R Konstanten, welche durch die Randbedingungen

bestimmt werden.

2 Punkte

Aufgabe 4 3 Punkte + 2 Bonuspunkte

Eine Kugel mit konstanter Ladung besitzt ausschliellich ein Monopolmoment. Im Folgenden betrach-
ten wir eine deformierte geladene Kugel, ein Ellipsoid.

a) Geben Sie die Gleichung an, welche die Oberfliche eines Ellipsoids mit den Halbachsen a; =
az = 1 und a3z = a bestimmt. Die dritte Halbachse ist damit ein freier Parameter und gibt an,
wie stark das Ellipsoid von der Kugelsymmetrie abweicht.

1 Punkt

b) Berechnen Sie das Dipolmoment des Ellipsoids. Die Ladungsdichte py innerhalb des Ellipsoids
ist konstant.

Hinweis: Sie sollten finden, dass das Dipolmoment verschwindet.
2 Punkte
¢) Bonusaufgabe: Berechnen Sie das Quadrupolmoment des Ellipsoids. Vergewissern Sie sich, dass
dieses fiir den Fall a = 1, wie erwartet, verschwindet.

2 Bonuspunkte



