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Wir betrachten die Fouriertransformation einer Gauf3 Funktion:
o0 a? 2 ik
U(k) = C/ e 1" e " dx,
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mit der Normierungskonstante C. Bei der Integration treten wiederholt Integrale folgender Form auf:
e 2 2
I(a,B) = / e =B qr
—o0

mit den komplexen Koeffizienten «, 8 und Re(a?) > 0 (Konvergenzbedingung).

Fiir diese Aufgabe benotigen Sie der Residuensatz, welcher in einfacher Form lautet

N
/f(z)dz = 27 Z Res(f, zx) ,
v k=1
wobei die z; die vom geschlossenen Weg v eingeschlossenen Singularitdten (N Stiick) der Funktion

f(z) sind. Hat f(z) im umschlossenen Gebiet keine Singularitét, dann ist f7 f(z)dz = 0.

Res(f, ) = —— /C e

21

heifit das Residuum der Funktion f an der Stelle zg.

a) Zeigen Sie die Unabhingigkeit des Integrals I vom Koeffizienten £:

I(1,58) = I1(1,0)

Verwenden Sie hierfiir den Residuensatz, folgen sie dem vorgegebenen Integrationsweg in der
Komplexen Ebene und betrachten Sie den Grenzfall R — co:

Alm Z
(-R,Im B) (R,m B)
Re z
(-R,0) RO~
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b) Zeigen Sie, dass gilt:
o0
I1(1,0) :/ e T dr = /7.
—0o0
Transformieren Sie hierfiir die Integrationsvariable in ebene Polarkoordinaten und lésen Sie das
Integral elementar.
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c) Zeigen Sie, dass gilt:
1
I(a,0) = —1I(1,0).

|

Stellen Sie a in der Form a = | ¢'® dar, eleminieren Sie |a| durch Substitution und berechnen
Sie das Integral fix;o e~ (¢ dr mit Hilfe eines geeigneten Integrationswegs in der Komplexen
Ebene (siehe Beispiel).

Im z R(cos,sing)

Re z

(0,0) (R0)
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d) Berechnen Sie einen expliziten Ausdruck fiir das Wellenpaket ¥(k).
3 Punkte
Aufgabe 2 8 Punkte

In dieser Aufgabe befassen wir uns mit den Eigenschaften der Lorentz-Transformation, welche Raum-
Zeit Koordinaten zwischen zwei Bezugssystemen transformiert.

a) Betrachten Sie die Lorentz-Transformation A*,. Berechnen Sie die inverse Lorentz-Transformation
(A",)~! unter Verwendung der folgenden Beziehung:

AﬂunupApo = Mo -

Verwenden Sie hierfiir 1,5m7°7 = 83.

Hinweis: Achten Sie auf die Position der Lorentz-Indices. Diese kénnen durch Multiplikation mit
n®? von einer unteren in eine obere Position, bzw. iibver Nag Von einer oberen in eine untere
Position gebracht werden
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b) Definieren Sie einen Kovektor V,, = 1,,V". Der Kovektor transformiert sich nach (A‘l)yu V..
Zeigen Sie, dass V,V# invariant unter Lorentz-Transformationen ist. Benutzen Sie dies, um zu
zeigen, dass das Raum-Zeit-Intervall invariant unter Lorentz-Transformationen ist.
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c¢) Eine Lorentz-Transformation (A*,) und der Metrische Tensor der Minkowski-Metrik kénnen
durch folgende 4 x 4 Matrizen dargestellt werden:

N =B 0 0 1 0 0 0
uyv_| =8 v 00 10 -1 0 0
0 0 01 0 0 0 -1

Zeigen Sie, dass die inverse Lorentz-Transformation der urspriinglichen Transformation ent-
spricht, mit der Ersetzung § — —f(. Berechnen Sie hierfiir die inverse Lorentz-Transformation
explizit aus den oben gegebenen Matrizen.
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d) Zeigen Sie explizit, dass zwei aufeinander folgende Lorentz-Boosts in die gleiche Richtung,
dquivalent zu einer einzigen Lorentz-Transformation sind mit der Geschwindigkeit:

I e i
1+ vivg/c?’

(1)
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