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1. Dirac’sche Deltafunktion:

Die Dirac’sche Deltafunktion δ(x) hat die Eigenschaft δ(x) = 0 für x 6= 0. Für beliebige
(hinreichend glatte) Funktionen f(x) gilt

b∫
a

dxf(x) δ(x− x0) =

{
f(x0), falls x0 ∈ (a, b)

0, sonst
.

Insbesondere gilt die Normierungsbedingung

∞∫
−∞

dx δ(x− x0) = 1.

Es gibt viele Möglichkeiten, die Deltafunktion durch einen Grenzübergang aus “gewöhn-
lichen” Funktionen zu konstruieren.

(a) Zeigen Sie, dass sich die Deltafunktion darstellen lässt durch

δ(x− x0) = lim
ε→0

Lε(x− x0), mit Lε(x) =
1

π

ε

x2 + ε2
,

und

δ(x− x0) = lim
ε→0

Gε(x− x0), mit Gε(x) =
1√
π ε

e−x
2/ε2 ,

(b) Zeigen Sie die Gültigkeit der folgenden Formel

δ[g(x)] =
∑
n

δ(x− xn)

|g′(xx)|
.

Hier sei g(x) eine stetig differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen an den
Punkten xn und im Nenner steht der Betrag der Ableitung

g′(xx) =
dg

dx

∣∣∣∣
xn

.

(c) Berechnen Sie das Integral

∞∫
0

dx x2 δ
(
x2 − 6x+ 8

)
.



(d) Berechnen Sie mit einer beliebigen Testfunktion f(x) das Integral

∞∫
0

dx f(x) δ
(
x− b+

√
x2 + a2

)
.

(e) Bestimmen Sie die folgende Eigenschaften:

x δ(x) = 0,

∞∫
−∞

dx δ′(x− x0)f(x) = −f ′(x0).

2. Nabla-Kalkül:

Hier verwenden wir die folgenden Symbole:

~∇f ≡ gradf, ~∇~u ≡ div~u, ~∇× ~v ≡ rot~v, ~∇2 ≡ ∆.

(a) Finden Sie (mit r ≡ |~r|)

~∇r, ~∇~r, ~∇1

r
, ~∇ 1

r3
, ~∇× ~r, ~∇f(r), ~∇×

[
f(~r)

~r

r

]
.

(b) Berechnen Sie
~∇
(
ei
~k~r
)
, ~∇

(
~dei

~k~r
)
, ~∇×

(
~dei

~k~r
)
,

wobei ~k und ~d konstante Vektoren sind.

(c) Rechnungen, die in der Elektrodynamik auftreten, verwenden oft folgende Iden-
titäten. Zeigen Sie, dass

~∇ (~v × ~w) = ~w
(
~∇× ~v

)
− ~v

(
~∇× ~w

)
,

~∇
(
~∇× ~v

)
= 0,

~∇×
(
~∇× ~v

)
= ~∇

(
~∇~v
)
−∆~v,

~∇× (~v × ~w) = ~v
(
~∇~w
)
− ~w

(
~∇~v
)

+
(
~w~∇
)
~v −

(
~v~∇
)
~w,

gilt, wobei ~v(~r) und ~w(~r) Vektorfunktionen sind.

(d) Bestimmen Sie die folgenden Produktregeln

~∇ (f~v) = ~v
(
~∇f
)

+ f ~∇~v, ~∇× (f~v) = −~v ×
(
~∇f
)

+ f ~∇× ~v,

wobei ~v(~r) eine Vektorfunktion und f(~r) eine Skalarfunktion ist.

(e) Bestimmen Sie die folgenden Kettenregeln

~∇~P (f(~r)) = ~P ′ (f(~r)) ~∇f(~r), ~∇× ~P (f(~r)) = −~P ′ (f(~r))×
(
~∇f(~r)

)
,

mit ~P ′ = ∂ ~P
∂f

. ~P (f) ist hier ein Vektorfeld auf R.


