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1. Dirac’sche Deltafunktion:

(a) Zu zeigen sind jeweils, dass die definierenden Eigenschaften

b Zo alls 2o a,
/ dr f(z) 0(x — o) = {f( ) fall € (@) (1)

0 sonst

und die Normierungsbedingung

/_Oo dz §(x — @) = 1 (2)

o0

erfiillt sind.

Beginnen wir mit der Darstellung

' _ 1 €
8(x o) =lm L — o) mit Le(x) = ——=—.

Da 6(x — zy) eine Distribution ist, muss man den lim,_,o so interpretieren, dass er
immer nach dem Integral gezogen wird, d.h.

/_OO dof(x)d(x — x) = 11—%/:) dzf(z)Le(z — x0),

o0

wo die Schreibweisen d(z — x¢) fiir die Distribution selbst sowie lim, o L.(x — 20)
fiir den Limes symbolisch zu betrachten sind.

Damit ist Thre Norm:
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0 J_ o mx?+e w0 ) € (2)" +1
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Zeigen wir nun Eigenschaft (1):
die Funktion 11 i
L(x—xy) = ———F5—

e (l‘ wO) +1
entspricht fiir festes € einer Lorentzkurve um xo mit Hohe %, die bei xg £ € auf die
Halfte ihrer Hohe abfallt. Fir € — 0 wird die Funktion also immer steiler bei x
und féllt nach aulen hin immer schneller ab. Weil die Hauptbeitrage zum Integral
in (1) nur an Stellen sein kénnen, an denen L.(x — x() wesentlich von 0 verschieden
ist, kann man die Funktion f(z) durch ihren Wert an dieser Stelle nidhern:

b b
li_{rol ’ dxf(x)Le(x — x0) = f(x0) 11_{% dxL(x — xg).
Im Grenzfall € — 0 verschwindet das Integral im Parameterbereich fern von xg. Ist
xo nicht in [a, b] enthalten, so ist dieser Bereich auf der Skala von e automatisch
fern von xy und das Integral verschwindet. Andernfalls kann man zum Integral eine
Null in Form der Bereiche |b, 0o und |—o0, a[ dazu addieren und erhélt mit der
Normierungsbedingung (2)

[e.9]

f(zo) lim dxL.(x — o) = f(x0). (4)

e—0 J_ o

Wir wollen kurz zeigen, warum wir die Ersetzung f(x) — f(xo) durchfiihren diirfen.
Statt der Ersetzung verwenden wir dazu eine Taylorentwicklung von f(z) um zy:
b

b
li_{% def(z)Le(r — xo) = ll_r}%/a dx f(xo) L(z — x0)

a

e—0 n'

b . fn) _
+lim [ dx Z S e=r (x — x0)" Le(x — 20)
@ n=1

> f(n) b z _ zo)"
= f(xo) + Z —f (2)la=r, % lim (—:"/ d_x—(e - )
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n! e—0 € (I*fto)Q +1
oy . ) (@) 1 ()
=~ z=z0 * 1: n €
= f(x0)~l—; p ng%e /a_zo dny—i—l'

Zum Integral tragen fiir ¢ — 0 hauptséchlich die Parameterbereiche mit y > 1 bei.
Deshalb koénnen wir den Ausdruck abschétzen zu

b

b
. f ’x =x0 . n e n—2
1133 ’ dzxf(x)L(z — x0) )+ Z hm €| dy (y)

a — X

f™(z |x 0 1 b—ao\" " a—xo\" "
+Z 71'5%0 n—l € €

= f(xo +ch11_r>ne
= f(xo). (5)
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Als néichstes betrachten wir die Darstellung

|
)

Iz — o) = lir% Ge(x —x9) mit Ge(z)=

Die Norm ist

e—0 o0 TE e—0 ﬁe 0o €
1 o
= —lim dye™
ﬁ €— 00

Um Eigenschaft (1) zu zeigen, diskutieren wir die Kurve von

1 2, 2
G. = —(z—w0)”/€*
() = J==e

Hierbei handelt es sich um eine GaufSkurve um zy mit Hohe #, die bei xy & € auf
das e~ !-fache ihres maximalen Wertes abfillt. Ab hier kann analog zum ersten Fall

argumentiert werden:

b b
li_r% def(z)Ge(z — x9) = 11_{%/& drf(zo)Ge(r — x0)

a

b . ) _
+ lim de%(x—mo)"Ge(m—xo)
a n=1 )
B f0 () 1 L Pdr sz a\m —(o—20)2/
= flan)+ 2 e lme (2=
yEx—xO _xg
€ (n)
g f ('7:0) L n ‘ n,—y
= f( o)+z_; s lime /ZIO dyy"e
- f(m())v (7)

da

P [e.e] o0 1
/ dyy"e V| < / dy|y|”e_y2 = 2/ yle ¥ =T ( ;n) , (8
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und damit

b—zg
L[ | _ (") i
~ dyye™ | < —2 L = 0 9
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wobei I'(z) die Gammafunktion ist (s. http://de.wikipedia.org/wiki/Gammafunktion).
(b) zu zeigen:

&mm>=§jgfzﬂ&x—%J



Dazu erinnern wir uns, dass die Deltadistribution nur in Verbindung mit einer In-
tegration definiert ist. Das Integral hat nur Beitrége in Regionen um die Nullstellen
im Integrationsbereich im Argument der Deltadistribution. Wir kénnen das Integral
in eine Summe iiber diese Teilbeitrage aufsplitten:

/dwé(g(z))f(:p) = Z /an+2 dzd(g(z))f(x), 0 < Nullstellenabsténde.
v n "Enfg

Die Funktion g(x) kénnen wir in dem jeweiligen Bereich um die Nullstellen Taylor-
entwickeln:

9(x) = g(xn) + §'(0)[e=e, (x — ) + - = 9" () |2=a, (v — 25) + -

Nun kénnen wir die einzelnen Integrationsbereiche wieder auf den urspriinglichen
Integrationsbereich oder sogar auf [—oo,00] ausweiten. Der Grund ist, dass die
Taylorentwickelten Funktionen nun linearisiert sind und keine weiteren Nullstellen
mehr enthalten, sodass keine weiteren Bereiche zum Integral beitragen:

> / dwd(g(x)) f(x) = / O (@) (2 = 7))

Den Vorfaktor ¢'(z) konnen wir durch Substitution y = ¢'(z,)z eliminieren:
Gilt ¢'(z) > 0:

/_Oo dx5(g’(9$)|x=xn ($ _ xn))f($) = /_OO dymé (ZL‘ — g’($)|x=xn$n) f (g’(l’)y’x:x )
- o) o

Gilt ¢'(z) < 0:

[ 8 @l @200 = [ 0= o) S (L)

0 00 g’@)‘ﬂ::wn gl(x) |r=9:n
-1
= f(xn)m- (11)

Vergleichen wir nun die Integranden:

[ drstat@n @) = 3 || [ drdte =)@
S olg(n) =Y W 5z — z). (12)
Berechne
/0 drf(x)d(g(z)) = /0 dxz*6(z® — 67 + 8).
Nullstellen:
0=g(x)

=1°— 6z +8
-2 (- 4)

— T = 2, To = 4. (13)



Ableitung;:

|9 (2)|2=2| = 2
19'(%)]o=a] = 2. (14)
%/ dzf(z)6(g(z)) = 22+;42_1o.

(d) Berechne
/ drf(x)é(x — b+ Va? + a?).

0
Nullstellen (existieren nur fiir b > 0):

O=z—-b+Va2+a?
SVatt+at=b—=x
ot +a?=(b—zx)
b? — a?
2b

xo nur im Parameterbereich, wenn b > |a].
Ableitung:

— Tg =

(15)

9/ @l = 14 e

b? — a?

b2 + a?
o
“Era

N /OOO dxf<x)5(g(x)) = 9(b)9(b — |a|)b22_|b_2a2f <bZ ;)@2) .

(e) Zeigen wir zunichst die erste Eigenschaft. Es gilt:

=1+

(16)

f(x)zOVxERH/_Oodaﬂf(x)\:O. (17)

/:dx|x5(x)|:/zdx|x|5(x)
= |0]

< 20 (z) = 0. (18)

Hierbei verwendeten wir, dass die Deltadistribution durch den Grenzwert von po-
sitiv semidefiniten Funktionen dargestellt werden kann.

Die zweite Eigenschaft zeigen wir mit Hilfe der partiellen Integration und der
Tatsache, dass ©x — xy bei +00 keine Nullstellen hat:

o0

/ " dad ( — 20) f(2) = [5(x — w0) f ()], — / a8z — o) f'(x)

[e.9] —0o0

= —f'(wo)- (19)



1. Nabla-Operator

In kartesischen Koordinaten x; = (x,y, z) ist der Nabla-Operator definiert als:

Oy 3
V=1[0,| =) &o =eo (1)
0, i=1

wobei wir die partielle Ableitung definiert haben als:

0

und wir in Zukunft die Einstein’sche Summenkonvention verwenden. Hierbei wird tiber
doppelt auftretende Indizes automatisch von 1-3 summiert.

Nabla-Operator in beliebigen (rechtwinkligen) Koordinatensystemen

Wir wollen nun unser System nicht in kartesischen Koordinaten 7 = (x,y,z2) , son-
dern durch andere Koordinaten 6 = (61, 65, 05) ((z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten)
darstellen. Der Ortsvektor soll also durch:

x x(01792763>
r={y) = |yb0205) (3)
z 2(01702703)

dargestellt werden. Als Beispiel seien Kugelkoordinaten erwahnt:

x 7 cos ¢ sin 6
F= |y | =|rsingsind (4)
z rcosf

Wir wollen den Nabla-Operator nun in diesen Koordinaten schreiben, also mache den
Ansatz:

6 = Z 6_;82 = Z é’gici (5)



wobei ¢; eine Ableitung 0p, enhalten soll und die neuen normierten Einheitsvektoren
geschrieben werden konnen als:

1 or
“ 7 h, 00,

or
00;

Wir nehmen des weiteren an, dass die Koordinaten lokal senkrecht sind, die €y, also alle
senkrecht aufeinander stehen (was sie im Falle der wichtigen Koordinaten wie Polar-,
Kugel- und Zylinderkoordinaten auch sind), also:

&, - 8. = iy (7)

g J

Wir wollen nun die ¢; bestimmen, was wir mit Hilfe von (7) einfach machen konnen,
indem wir (5) mit &, multiplizieren:

€, * E €g,C;i = €9,V

a0 1(w0 o 020
7= €0, ~ h;00;  hj\90;0x 00,0y 00;0z
_h_jzaej Ox; _h_jaej ?

wobei wir fiir den letzten Schritt einfach die Wirkung von 06; auf eine Funktion f(Z)
betrachten miissen:

o Oz; Of
i J

Es gilt mit (5) und (8) nun also:

- 1
V=Y &0, (9)

Als Beispiel betrachten wir nun Kugelkoordinaten. Hier gilt mit nach einfachen Rech-
nungen mit (4) und (6):

cos ¢ sin 6

€, = | singsinf h, =1
cos

—sin ¢

€= | cos¢ hg = rsind
0

cos ¢ cos f

€p = | sin¢cosf heg =r

—sinf

Sodass wir bekommen:

- 1
V =¢, ~8T+€¢ 8¢+€9;89 (10)



2. Levi-Cevita-Symbol / e-Tensor

Wir definieren den e-Tensor als:
fiir ijk = 123 = 312 = 231 = gerade Permutation von 123
(11)

1
€k = § —1 fur ik = 321 = 132 = 213 = gerade Permutation von 123
0 sonst
Der Tensor ist antisymmetrisch unter der Vertauschung zweier beliebiger Indizes:
€ijk = —€jik = —C€kji = —Cikj (12)
Mit dem e-Tensor konnen wir das Kreuprodukt schreiben als
a >ib = 6_; . eijkajbk (13)
(El; X b)z = eijkajbk
Zusatzlich geben wir noch eine wichtige Eigenschaft an:
€ijk€imn = 5]m5kn - 5jn5km (14)
3. Nabla-Kalkiil
a. Es gilt (mit r = |7]):
[ ]
T — 2 2 2 | —,t—= | - = _
Vr = gy Va2 4y 422 = Ve | < g =- (15
’ Va2
Wir sehen also, dass gilt:
9 i
r x (16)

&- r —

COx; T

Da wir im Folgenden die Indexschreibweise iiben wollen, machen wir diese

Aufgabe nochmal etwas anders:

= () L, (6) T T
VT = ei&-r = €;— = —
T T

wobei wir genutzt haben, dass gilt:

7= x€; + yé, + 2€, = 1,;6;

Vr = ei(‘?ixjej == eiéz-jej = €;

(17)

(18)



Hier haben wir am Ende die Summe doch noch mal explizit hingeschrieben,
sodass wir sehen, dass wir noch 3 mal tiber die 1 summieren miissen. Des

weiteren gilt natiirlich:
ox;
da gilt.:
Opr = Oyy = 0,2 =1
0py = O0pz = Oy = Oyz = O,x = 0,y = 0
[ ]
-1 1 ( ( ) o(L) or (16 1. 2 7
—=gos =g— 1 — g = D (-) S = - (2
v ¢ ¢ ox; ¢ or Ox; il r2) r r3 (21)

r r
wobei wir hier die Kettenregel verwendet haben, da r = r(7) = r(z, y, 2) eine

Funktion der Variablen ist, nach der abgeleitet wird.

[ ]
-1 1 (%) or (o) 1. 2 7
V— =¢0,— =e¢——= = ¢(-3—)— =-3— 22
r3 c r3 ¢ or 0x; &l r4)7’ rd (22)
[ ]
. Oyz — 0.y
Vxr=|0x—0,z|=0 (23)
O0py — Oy
oder auch:
D Geindin = Gy = 0 (24)

V x7= aeijkﬁjxk

[ ]
. LOf(r) Or ae) _ ,,, @ N
Vi) = aofr) = a0 W apph T (es)
[ ]
- LT . d T
x |10 T | @569 < D £0)9 < ) (26)
g
i . . T
== < VAP fV < ] (27)
Wir berechnen nun:
O x . o;x 1 R 0; TLT;
V X ; = €i€ijkaj7k = eieijk{ Ik + xk@;} = eieijk |i%k — ;i2]:|
1 1.
€; €ijkljLl =0 (28)

=
= €i€ijj 5
r r

—antisym. unter
Vertauschung von j und k



Der erste Term verschwindet, weil €;;; = 0, der zweite Term weil die Summe
iber (j, k) iiber einen asymmetrischen Term 0 ergibt. Dies wollen wir noch
kurz allgemein beweisen. Wir betrachten die Doppelsumme:

> A
ak
mit einem antisym. Term:
Ajk = _Akj — Ajj = _Ajj =0

Es gilt dann:

ZAJk*ZAJk+ZAJk+ZAJk*ZAJk""ZAJJ"’ZAJk

J<k k<j j<k k<j
=Y Ay - § Ay
i<k k<j

Im zweiten Term benennen wir nun die Indizes einfach um j — k, &k — j und
bekommen:

ZAM =Y Ap—> Ap=0 (29)

i<k i<k

Kommen wir zuriick zu Gleichung (27). Mit Hilfe von (28) folgt nun einfach:

- NG T
¥ x |10 =~ x 1950 (30
[ ]
6(€ZEF’> _ e—;azezlzr _ e—;a(e_» )a(lk”l“) _ é;e ik a<2k Zlf]) 20) —; zkrikj(sij
o(ik) Oz 0z,
= ™k, = ike'” (31)
[ ]
ﬁ(d’ezl?r*) (42) (Vd) iRy Yﬁez*f) (31) _’(Z];/,’eil_c'?) — i d ke (32)
~——
=0
[ ]

)t (33)

Effektiv sehen wir, dass immer nur vV — ik gesetzt werden muss. V wirkt also
dhnlich auf Funktionen f(7) wie eine normale Ableitung 0, auf eine Funktion

f(@).



V(’U X 117) = (91(17 X ’LU)Z = @eijkvjwk = eijk[wk(&-vj) + v](@wk)]
= Wk€kij0;0; — V;€5ipOiwy, = wk(ﬁ X V) — Uj(ﬁ X W)

= wW(V x 7) — §(V x ) (34)

V X (U x W) = €€;50;(U X W)k, = €;€j10;€mn Vm W,
=€ €rijkmn  Oj(Umwy) = €[0;(viw;) — 9;(vjw;)]
——

= aj (17?1]]) — 3j (Uj?ﬁ) = Uﬁjwj + w]-@jﬁ— waj?]j — Ujaj’u_j

= §(V &) + (@ - V)0 — @V - 0) — (T- V)& (35)
wobei wir am Ende die Klammern gesetzt haben um kenntlich zu machen, wo
das Skalarprodukt ist.

(29)

ﬁ(ﬁ X ?7) = 81(6 X 17)1 = &eijkajvk = eijk&-&jvk 0 (36)
———

antisym. unter i<>j

Diese Relation wird sich als wichtig herausstellen, um eine der 4 Maxwell-
Gleichungen herzuleiten. Da namlich gilt B = V x A mit dem Vektorpotential
A, bekommen wir:

—,

VB =v(vxA) Lo (37)
Eine ahnliche Relation ist:
V X (V) = Eeij0;0k¢ = 0 (38)

Welche zeigt, dass die Rotation von Potentialfeldern_}versc_}hwindet. Ist ein Feld
F also ein Potentialfeld, so lasst es sich ja durch F' = V¢ darstellen und es
gilt dann:

VxF=Vx(Ve)=0 (39)

Mit dem Integralsatz von Stokes konnen wir
nun auch zeigen, dass die Arbeit eines solchen N
Feldes auf einem geschlossenen Weg 0 ist: ds

Y

Wo:f;pds:ﬁf xF)dAzji(v ><:(0Vq§))dA:0 (40)

womit auch gezeigt ist, dass die Arbeit fiir Potentialfelder wegunabhéngig ist,
da wir den Weg A, auch in 2 Wege aufteilen konnen:

6



Y2

Y1

Da 7, von B bis C geht und 75 von C bis B, ist es klar, dass der Weg —v, (also
richtungsumgekehrt) auch wieder von B bis C geht. Somit haben wir zwei un-
terschiedliche Wege von B bis C, welche dieselbe Arbeit geben. Da diese Wege
beliebig sind, folgt die Wegunabhéangigkeit der Arbeit bei Potentialfeldern.

V x (V x ¥) = €€;;0;(V X U)), = €i€j50;€kmnOmUn = €i€kij€kmn0jOmUn

= & Gmdin — Gin0im )00t = E(0,050; — 0;00:)

= Vdjv; — 8;0,5 = V(V - §) — AT (41)

6(f77) = az(f'g)z = 3i(fvi> = (@'f)vi + f(aivi) = (6]0)77“‘ f(ﬁﬁ) (42)

wobei gilt, dass wenn eine Klammer um einen Ausdruck mit Ableitung steht,
diese Ableitung nicht mehr auf das wirkt, was hinter der Klammer steht,
sondern nur auf die Ausdriicke in der Klammer:

-

(VHT=0Vf, (Vf)xT=—-0xVf

V X (f¥) = E€ijud; (f0)r = Eeijud;(for) = Eieijl(0;.f)vr + (O5v0)]

= Giein(0; )k + feiesn(O5ur) = (V) x T+ f(V x 7)

= —Tx V[ +f(Vx0) (43)
VP = aaP() =& g TV g B @a )
= BT 1) (44)
wobei:
P = 25 (45)
¥ x PUT) = ey Pl ) = G 6V = e F )03
= e (VI (), Bl £(5) = (V) x PUFG)
= —B(F() x (V1) (16)





