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1. Sphärische Koordinaten: (40 Punkte)

In dreidimensionalen kartesischen Koordinaten ist der Ortsvektor gegeben durch

r = xex + yey + zez.

Hier haben wir die orthonormierten Basisvektoren verwendet

ex = (1, 0, 0), ey = (0, 1, 0), ez = (0, 0, 1).

Es kann auch sinnvoll sein, ein anderes Basissystem zu verwenden. Die Transformation
zu sphärischen Koordinaten ist definiert als

x = r sinϑ cosϕ

y = r sinϑ sinϕ

z = r cosϑ

, r > 0, ϑ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π).

Die neuen Basisvektoren sind definiert als

er =
r

|r|
, eϑ =

∂er
∂ϑ

, eϕ =
1

sinϑ

∂er
∂ϕ

.

(a) Berechnen Sie er, eϑ und eϕ als Funktionen von r, ϑ, und ϕ.

(b) Drücken Sie den Ortsvektor r in der sphärischen Koordinatenbasis aus.

(c) Drücken Sie den Nabla-Operator ∇ in der sphärischen Koordinatenbasis aus. Be-
achten Sie, dass die Basisvektoren von Ort abhängen.

(d) Drücken Sie den Gradienten, die Divergenz, und die Rotation eines Vektorfeldes in
der sphärischen Koordinatenbasis aus.

2. Zylindrische Koordinaten: (20 Punkte)

Wiederholen Sie die Aufgabe 1 für die zylindrische Koordinaten. Diese sind definiert als
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

, ρ > 0, ϕ ∈ [0, 2π), eρ =
xex+yey

ρ
, eϕ =

∂eρ
∂ϕ



3. Vektoranalysis: (40 Punkte)

Betrachten Sie Zylinderkoordinaten. Es sei ein skalares Feld gegeben

V (r) = ϕ,

mit dem Winkel ϕ.

(a) Berechnen Sie den Gradienten ∇V .

(b) Berechnen Sie die Rotation des Gradienten ∇ × (∇V ) für alle endliche Abstände
ρ > 0 von der z-Achse.

(c) Betrachten Sie das Flachenintegral∫
F

df ·∇× (∇V )

über einen Kreis F mit Radius R innerhalb der (xy)-Ebene zentriert um z = 0. Be-
stimmen Sie den Wert des Integrals mithilfe des Stokes’schen Setzes. Ist V zweimal
differenzierbar?

(d) Wiederholen Sie die Rechnung mit

V (r) = ρ,

mit dem Abstand zur z-Achse ρ. Ist dieses skalare Feld zweimal differenzierbar?


