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1. Sphirische Koordinaten:

(a) Berechnen Sie e,, ey und e, als Funktionen von r, 9, und ¢.

Zuerst driicken wir die Komponenten des Ortsvektors als Funktionen von r, ¥ und
© aus:
r =rsintdcospe, +rsinvsinpe, +rcosde,.

Dann finden wir laut der Definition

T ) . .
e, = — =sinvcospe, +sinvsinpe, + cosve;

,
de, . .
ey = ;; = cosv cos p e, +cosVsinpe, —sinde;
1 Oe, . n
e, = = —sinpe, +cospe,.
Y sind dp 7 P

(b) Driicken Sie den Ortsvektor v in der sphdarischen Koordinatenbasis aus.

Laut Definition
r=re,.

(¢) Driicken Sie den Nabla-Operator ¥V in der sphérischen Koordinatenbasis aus. Be-
achten Sie, dass die Basisvektoren von Ort abhingen.

Es gibt keinen Nabla-Operator der in sphéarischen Koordinaten “algebraisch wirken
kann”.

(d) Driicken Sie den Gradienten, die Divergenz, und die Rotation eines Vektorfeldes in
der sphdarischen Koordinatenbasis aus.

Unabhéingig vom verwendeten Koordinatensystem stehen die Gesamtdifferenz (df)
und der Gradient (V f) eines Skalarfeldes f in folgender Beziehung zueinander

df =V f - dr.



Im kartesischen Koordinatensystem mit f = f(x,y, z) erweitert sich diese Beziehung
wie folgt

df = gid + ?d + a—fd =V (e, dr+e,dy+e.dz),
und zwar @f of of
Vf— 9 —i—a—yey—i—@ez.
Ahnlich in sphérischen Koordinaten mit f = f(r, 9, ¢)
df = fd + —fd19 + = f =V - (edr+eyrdd+ e,rsinddy),

ov 8g0
und zvar of tof 1 of

Vi= or ety 819 a rsinﬁ%e‘p

Um die Divergenz zu finden, verwenden wir der Gauflsche Integralsatz und integrie-
ren iiber eine Fliache S, die ein infinitesimales Volumenelement dV umschliefit

%A-ds =V-AdV.

In sphérischen Koordinaten gilt
dV = r? sin 9drdddp.

Betrachten wir ein kubisches Volumenelement. In der radialen Richtung ist das
Flachenelement im Punkt r

ds — r?sind didy e,

und zwar

A-ds — r?sinvA, dddye,.
Benutzen wir nun die Definition der Ableitung

dF
F(z+dx) — F(x) = %dx

und finden den Beitrag der beiden gegeniiberliegenden Seiten in radialer Richtung
(die Punkte r und r + dr)

A-ds — 82 (7“2 sin ﬁAT) drddde.
r

Ahnlich in der seitlichen Richtung (ey)

A-ds — Ayrsinddrdy ey,



und in die Richtung e,
A-ds = rAgydrdde,.

Infolgedessen finden wir den Wert des Integrals als

J 5 . 0 , 0
]{A-ds = [E (r’sindA4,) + 90 (rAgsind) + 99 (rAy)| drddde.
S

Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem obigen Volumenelement, so zeigt sich die
Divergenz in der Form

d(r*A,) N 1 0(Aysind) 1 04,

‘A= .
v or rsin ¥ 09 * rsind Odp

Um die Rotation zu finden, verwenden wir die infinitesimale Version des Stokes’schen
Satzes

j{A-dl =V xAds.

Hier berechnen wir das Linienintegral um die Infinitesimalschleife (wobei sich ds
auf die Oberfldche der Schleife bezieht).

Betrachten wir ein infinitesimales Rechteck in der Ebene orthogonal zu e,. Dann
ds — rdrdd e,.

Das Linienelement in radialer Richtung ist

dl — dre,,
sodass
A-dl — A, dr.
In der seitlichen Richtung
dl — rdi ey,
sodass
A-dl — rAydy.
Insgesamt
1 a(rAqg) aAT
A-dl — — — -ds.
f{ d_%[ ar aﬁ]evds

Wenn wir dasselbe Argument fiir die beiden anderen Richtungen wiederholen, finden
wir die Rotation als

1 [8(A@sim9)_az419} 1{ 1 8Ar_8(rAw>] 1{3(7“14@_‘%]%

A= -
v oY Op sind Jy or eot r| Or o,

rsind r



2. Zylindrische Koordinaten:

Wiederholen Sie die Aufgabe 1 fiir die zylindrische Koordinaten.

Die Berechnung in den Zylinderkoordinaten ist genau die gleiche wie in den Kugelko-
ordinaten. Folglich geben wir nur die Ergebnisse an.

(a) Berechnen Sie e,, e, und e, als Funktionen von p, ¢, und z.

€, = COS e, + Sin pe,,
€, = — sl Ye; + COoS e,

e, =e,.
(b) Driicken Sie den Ortsvektor v in der zylindrischen Koordinatenbasis aus.
r = pe,+ ze,.
(¢) Driicken Sie den Nabla-Operator V in der zylindrischen Koordinatenbasis aus. Be-

achten Sie, dass die Basisvektoren von Ort abhdngen.

Es gibt keinen Nabla-Operator der in sphérischen Koordinaten “algebraisch wirken
kann”.

(d) Driicken Sie den Gradienten, die Divergenz, und die Rotation eines Vektorfeldes in
der zylindrischen Koordinatenbasis aus.

of  19f  of

—€,+———e,+ —e,.
op " pop ¥ 0z

V=

voa_ L00A,) | 104, 0A.

p Op p 0p 0z

VXA:[lﬁAz_ﬁAw} p {aA,J_aAZ} )

04,1 04, d(pAy) 04, .
p Op 0z 0z ap ‘

1
pL Op dp



3. Vektoranalysis:

Betrachten Sie Zylinderkoordinaten. Es sei ein skalares Feld gegeben

V(r) =,
mit dem Winkel .

(a) Berechnen Sie den Gradienten VYV .

1
VV = —e,.
¥

(b) Berechnen Sie die Rotation des Gradienten V x (VV') fiir alle endliche Abstinde
p > 0 von der z-Achse.

V x (VV) = {—%} ep+% {%ﬁ’))} e. = 0.

(¢c) Betrachten Sie das Flachenintegral

/df-Vx(VV)
4

iiber einen Kreis F mit Radius R innerhalb der (zy)-Ebene zentriert um z = 0. Be-
stimmen Sie den Wert des Integrals mithilfe des Stokes’schen Setzes. Ist V' zweimal
differenzierbar?

21
1
/df-Vx(VV):fvv-dlzﬁ/Rdgp:%.
0

f
Fazit: V' = ¢ ist nicht zweimal differenzierbar!

(d) Wiederholen Sie die Rechnung mit

V(r) =p,
mit dem Abstand zur z-Achse p. Ist dieses skalare Feld zweimal differenzierbar?
Hier
VV =e,
V x(VV)=0,

/df-Vx(VV):fep-dl:O
f
Fazit: V = p ist zweimal differenzierbar!



