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1. Kapazitit I:

FEin einfacher Kondensator besteht aus zwei benachbarten, voneinander isolierten Lei-
tern. Wenn Ladungen gleicher Stirke, aber entgegengesetzten Vorzeichens aufgebracht
werden (QQ und —Q), herrscht eine bestimmte Potentialdifferenz zwischen ihnen. Das
Verhdltnis des Betrags der Ladung Q und des Betrags der Potentialdifferenz U =
|®1 — Dy| wird Kapazitit C genannt: C = Q/U.

(a) Driicken Sie C' durch C;; aus, wobei Cy; die Kapazititsmatriz ist (siehe Vorlesung)
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Wie nehmen an, dass detCj; # 0. Dann
J

Fiir den Kondensator gilt

Ql = Q? QZ = _Qa

sodass o 0 c c
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U=|® —dy| = deiCy (Co2+ Cra + Ci1 + Co1)
es folgt
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(b) Die Einheit der Kapazitat in SI-Finheiten ist Farad, 1 F= 1C/1 V. In welcher
FEinheit werden Kapazititen im Gauf$’schen System gemessen?
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(¢) Berechnen Sie die Kapazitit pro Langeneinheit eines langen Zylinderkondensators.
Die innere metallische Elektrode mit Radius a trdgt die Ladung @) pro Lingenele-
ment . Ein Metallblech mit Radius b umgibt den inneren Zylinder konzentrisch und
tragt die Ladung —@Q pro Ldingenelement.

Von Blatt 3:
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1. Bestimmen Sie die Energie W pro Ldngenelement in dem Kondensator durch

das Volumenintegral einmal iiber E*(7) und einmal dber p(F)®(7)

1 [ 4 = l/b 2Q\° 1 2
W 87r/d x| E| 1/ drr 7 47T€0>< i nb/a

Alternativ

1

W——/d3 @0 (@) = 1120 bja = (1 x )L by
—2 rp\x X)) =T ZO'bIl a = 47"'60 l n a.

2. Geben Sie die Kapazitit des Kondensators pro Lingeneinheit an.

U=®(a)—®(b) = ?Mb/a

und folglich

C= (47T€0X)m.



3. Wie grof8 ist der Radius b des dufSeren Leiters eines luftgefiillten Koaxialkabels,
dessen zentral gelegener Leiter ein zylindrisches Kabel mit dem Radius a =
0.5 mm ist, und dessen Kapazitit pro Lingeneinheit 3 x 101 F/m ist?

27reO
b=ae " =32mm.

(d) Berechnen Sie die Kapazitit C' folgender Kondensatoren:

Wir nehmen Gesamtladungen von £(¢) wobei ) > 0 an.

1. zwei grofie ebene, leitende Flichen der Grifle A im Abstand d zueinander (In-
homogenititen des Randfeldes konnen vernachlissigt werden)

Wir wéhlen quaderférmige Integrationsvolumina die keine, eine bzw. beide Plat-
ten einschlieffen und finden

Ez(z):( ! x)%e(z)e(d—z),

4meg

wobei die Platte mit Ladungsdichte QQ/A (—Q/A) im gewihlen Koordinaten-
system bei z = 0 (2 = d) ist.
Folglich ist U = %d und

A
C = (47T€0X)m

2. zwei konzentrische leitende Kugelschalen mit infinitesimaler Dicke und mit den
Radien a, b, mit b > a

Die Anwendung des Gauf3’schen Satzes mit kugelférmigen Integrationsvolumen-
satz liefert

r*E, (r) = Q0(a —r)0(b — 7).
Folglich ist

b h—
U=l [ BmI=0""

und
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C= (47r€0><)



2. Greensche Funktion:

Betrachten Sie die elektrostatischen Greenschen Funktionen fiir Dirichlet- und von
Neumann-Randbedingungen an der Oberfliche S, die das Volumen V begrenzt. Ver-
wenden Sie den Greenschen Satz (hier 0/0n die Normalenableitung an der Oberfidiche
S ist — von innen nach auflen gerichtet)
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mit ¢ = G(x,y), ¥ = G(&',y) sodass

1
ViG(z.y) = oz~ ).

(a) Finden Sie die Differenz
G(z,z') — G(x', x)

als ein Integral iber die Grenzfliche S.

Wir benutzen den Greenschen Satz wie angegeben

/ 0y [Gle, y)VEG(@, y) — Gla', y) V3G (@, y)] =

%
0G(x',y , 0G(x,y
= %day [G(way)% - G(.’B 7y)%:| :
s y y
Da 1
VZZ/G(z7y) = _a(s(z - y)a
es folgt
, , , O0G(x, oG (x/,
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y y
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(b) Zeigen Sie fir die Dirichlet-Randbedingungen fiir das Potential und die zugehirige
Randbedingunyg fiir die Greenschen Funktion, dass Gp(x,x’) symmetrisch sein muss
in x und x'.

Da fiir die Dirichlet-Randbedingungen
Gp(x,ye S) =0,
verschwindet das Integral in der rechten Seite von (1). Es folgt gerade

Gp(z,z') = Gp(x', x).
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Betrachten Sie von Neumann-Randbedingungen. Fiir die Greenschen Funktion gilt

IGn(x,x') 1
on/ T &S’
Zeigen Sie, dass die Funktion Gy (x, ') nicht symmetrisch sein muss. Zeigen Sie,
dass die folgende Funktion symmetrisch ist

Gx(a, @) — F(x), F(z)= % ]{ day,G (@, y).

' es.

Wir benutzen die obigen von Neumann-Randbedingung in der rechten Seite von

(1):

S
S

Jetzt fithren wir die neue Funktion ein

gn(z,x') = Gy(z,2') — F(x).

RHS = 1 %day Gn(x,y — Gy(x',y]| = F(x) — F(x').

Es folgt von (1)
In(w,2') = Gy (2, ).

Zeigen Sie, dass das Hinzufiigen von F(x) zur Greenschen Funktion hier keine
Auswirkungen auf das Potenzial hat.

Mit Hilfe der Greenschen Funktion Gy ist das Potential gegeben durch

_ 1 3./ ! ! 1 /aq)<m/> /
O(x) = (P)g + Hﬁo/d p(x")Gn(x, x') + E%da . Gy(x, 2.
v S
Wir fithren jetzt das “neuen” Potential
_ 1 3./ / / i% /8(1)(1"/) /
o(x) = (P)g + Tres /d *p(x)Gy(x, x') + pym da B gy(z, 2,
v 5
und zeigen dass die beide dquivalent sind
O(x) — p(x) =
1 / / 1 /8(1) ' / /
= dmeg /d% p(@') [Gy(z, 2') — G (2, 2')] + E%da 8<n’ [Gn(z,2") — Gn(z, )]
v S
1 3,/ ! 1 /8(1)(1:/)
= F — F
47T€0/da:,0(a:) (w>+47rj{d on/ (@)
S
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= Tre, /d:v,o(a:)—i—eoj{da B
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Hier haben wir die Beziehung zwischen dem Feld und dem Potenzial genutzt

E-e,=—e, Vo= —8—(1).
on

Der letzte Schritt ist nur der Gauflschen Satz.

Wir haben also gezeigt, dass die Hinzufiigung von F(x) die Losung unverdndert
lasst. Dies zeigt, dass wir Gy immer durch entsprechende Modifikation mit F' sym-
metrisch machen kénnen.

3. Kapazitat II:

FEin Volumen V' im Vakuum wird durch eine Oberfliche S begrenzt, die aus mehreren se-
paraten leitenden Oberflichen S; besteht. Ein Leiter wird auf einem endlichen Potential
® = &\ #£ 0 gehalten und alle anderen Leitern auf Potential ® = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Kapazitit des einen Leiters gegeben ist durch

C= eo/d3x|VCI>|2,

\%

wobei ®(x) die Lisung fir das Potential ist.

Wir unterscheiden die N leitenden Oberflichen und ihre Ladungen durch einen
Index j. Fiir den Leiter mit dem Potential ungleich Null wihlen wir j = k. Dann

d
/d3x|vq>y2 = - /d3x<I>V2<I> +j[daq>g—n

<
<
w0

Da
PQ = CP?,

wir wahlen ®; = 1 und finden

C = eo/d3x|V<I>|2,

\%



(b) Zeigen Sie, dass die Kapazitit C immer kleiner oder gleich der Grifie ist
Cy = eo/dgx]V\Il|2,
%

wobei V(x) eine beliebige Funktion ist, die die Randbedingungen auf den Leitern

erfillt. Dies ist ein Variationsprinzip fir die Kapazitdit, die eine Oberschranke er-
qibt.

Wir fithren di Differenz ein
U — & =6y,

wobei ® das richtige Potential ist und d1) = 0 auf alle Oberflichen S;. Dann

/d3x|V\If|2 -

v

= /d3x\vq>|2+2/d3xv¢-v(5w+/d3x|ww|2

v v 1%
= c_ 2/d3x5¢v2¢> + Qj{da(wa—q) + /d3I|V6¢|2
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v S v
C
= — 4 Q,
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wobei

a= /d3x|V51/)|2 > 0.
v



