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Aufgabe 1: Gradient, Divergenz, Rotation (3 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen Sie verschiedene Vektoridentitaten tiberpriifen. Die Iden-
titdten lassen sich viel einfacher und schneller beweisen, indem man zu der In-
dexschreibweise iibergeht. Sie finden eine Einleitung und niitzliche Formeln am
Ende dieses Blattes.

(a) Betrachten Sie den totalen anti-symmetrischen Levi-Civita Tensor £¥*.
Gegeben sei €'2® = 1. Berechnen Sie

(1) e (i) Yk (1.1)
(b) Fiir eine orthonormale Basis gilt
€ - €5 = 0ij, (1.2)

wobei €; und €; Einheitsvektoren sind, z.B. €, - €, = 0 (kartesisch) und
€y-€p = 1 (sphérisch). Wir schreiben einen Vektor in sphérischen Koordinaten

U= Z Vi€ = Uy€p + Vg€y + Vg€ . (1.3)
i=r,0,0

Wie konnen Sie die Eigenschaft der Orthonormalitét, Gl. (1.2]), verwenden

um die Koordinate v, zu bestimmen?

(¢) Gegeben seien eine skalare Funktion ¢(7) und ein Vektorfeld A(7). Zeigen
Sie, dass gilt

(i) V x V¢(f) =0, (1.4)
(i) V-(VxA) =0, (1.5)
(iii) V- Vo(7) = 2o(F), (1.6)
(iv) V x (Vx A7) =V(V - A7) — AA(7), (1.7)

wobei der Vektoroperator V = <a%7 aﬁ, ai) der Gradient in kartesischen
y ' Oz
— 6_2

Koordinaten ist und A = 55 + 86—52 + 86—;2 fir den Laplace-Operator steht.
Denken Sie daran, dass Operatoren im Allgemeinen nicht kommutieren.
Beachten Sie, dass ﬁgb(r_’) und A/T(F) Vektorgrofien mit drei Komponenten
sind wihrend A¢(7) und V - A Skalare sind.
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(d) Zeigen Sie, dass gilt (r = |F| = /a2 + 32 + 22):

wobei ¢/(r) = Z¢(r) und ¢"(r) = g—; (r).

Aufgabe 2: Einheitsvektoren und zylindrische Koordinaten (2 Punkte)

Py

7/
T ¥

Abbildung 1: Zwei Punkte P; und P, in einem Koordinatsystem.

(a) Kopieren Sie die Abbildung [1] Skizzieren Sie die zylindrischen Basisvek-
toren in den Punkte P, und P,. Hinweis: Sie finden eine Einfithrung zur
Vektoranalyse in “David J. Griffiths: Elektrodynamik - Eine Einfithrung”
Kapitel 1.

(b) Driicken Sie die zylindrischen Basisvektoren €, €, €. in Abhéngigkeit von
€z, €y, €, aus. Uberpriifen Sie die Orthonormalitét der zylindrischen Ba-
sisvektoren.

(c) Kehren Sie dann Ihre Formeln um und driicken Sie €, €,, €, in Abhéngigkeit
VOon €),, €y, €, aus.

Aufgabe 3: Flachenintegrale und Gaufy’scher Satz (3 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir folgendes Vektorfeld

U = yé, + x€, — 32€, . (3.1)
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Abbildung 2: Einheitskubus

Schreiben Sie die Oberflichenelemente d9 fiir alle Seiten des Wiirfels in
Abbildung 2] Ein Oberflachenelement ist eine infinitesimal kleine Fliche,
deren Richtungsvektor senkrecht auf der Flache steht. Wir benutzen die
Konvention, dass die nach auflen fithrende Richtung positiv ist.

Berechnen Sie den Fluss durch die obere Fliache des Wiirfels in Abbildung ,

/ ds - 7. (3.2)
Oberseite

Zeigen Sie, dass sich das Vektorfeld in Zylinderkoordinaten wie folgt
U = psin(2¢) €, + pcos(2¢) €, — 3z€, (3.3)

schreiben lasst.

Abbildung 3: Zylinder mit Radius R = 1 und Hohe h = 1.

Schreiben Sie die Oberflichenelemente d.S fiir alle Seiten des Zylinders in
Abbildung 3

Berechnen Sie den Fluss durch die Seitenflache des Zylinders.

Verifizieren Sie den Gaufischen Satz

7§ a.d§:/(va>d3r (3.4)
oV v
fiir den Wiirfel und den Zylinder.
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Aufgabe 4: Wegintegrale. Stokesscher Satz (2 Punkte)

Gegeben seien die zwei Vektorfelder:

A7) = (& —y,2,0)", (4.1)
(ii) Ay (F) = T—Z (4.2)

und zwei Wege 7(¢) = R(cos ¢,sin ¢,0)" mit ¢ € [r,0] und ¢ € [r, 27].
(a) Skizzieren Sie der Verschiebungsvektor, d7, entlang der zwei Wege fiir die
Winkel ¢ = 7/4 bzw. ¢ = 11/6m.
(b) Berechnen Sie die Wegintegrale [, 14_1;(77) -dr, i = 1,2 entlang der beiden
Wege

(c) Verifizieren Sie den Stokesschen Satz

ngﬁ-dF:/F(ﬁ x A) -df (4.3)

fiir den Fall, dass A = A; (i = 1,2) aus (a) und dass der Weg dF einen Kreis
in der xy-Ebene mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung beschreibt.

Appendix

Viele Vektoridentitaten lassen sich viel einfacher und schneller beweisen, indem man
zu der Indexschreibweise iibergeht und jedes Skalar- bzw. Kreuzprodukt durch ein
Kronecker-Delta 6% bzw. den vollstindig antisymmetrischen Tensor % ausdriickt.

Es gilt
(@ x g)’ = dikgitk,  G-b=0Ydl, Vil =89, §9 =t §i=3, (0.1)
<,:‘ijk — gkij — <,:‘jki — _Ejik — _Eikj — _gkji’ <,:‘7,’jkt,_:ilm — 5jl6km . 5jm5kl (02)

gilmeilm _ ogii  §iigik — gk sik gkl _ il (0.3)

Im Umgang mit den Indizes gilt dabei die Einsteinsche Summenkonvention: Uber
doppelt auftretende Indizes wird summiert und es diirfen in keinem Term mehr als
zwei gleiche Indizes vorkommen. Zum Beispiel hat man

(@-b)? = 0% a't/ M at, (0.4)
wobei wir hier neue Indizes k und [ eingefiihrt haben, da ansonsten ¢ und j jeweils
vierfach vorkommen wiirden und die Einsteinsche Summenkonvention verletzt wére.

Die Thnen bereits bekannte “BAC-CAB”-Regel, lasst sich in der Indexschreibweise
folgendermaflen beweisen

(@ x (I;x 6))2 _ €z‘jkaj(g x E)k; — ik gi gklmpl m _ _kij Jklm gyl m
= (8157 — 5§ b ™ = bald — dalbt = b(a@- &) — (@ b)
= (@x (bx?d)=b@-c) —ea-b) (0.5)
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