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Bitte schreiben Sie Ihren Namen, I"Jbungsgruppe und Matrikelnummer auf die Losung.

Aufgabe 1: Die Methode der Spiegelladungen (7 P)

Betrachten Sie zwei Ladungen ¢ und ¢/, die sich jeweils in den Abstdnden a und b vom Ursprung
befinden. Der Einfachheit halber seien diese auf der z-Achse platziert, wie in der Abbildung unten
links zu sehen.
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(R,0,0)

1.a) Berechnen Sie das Potenzial in einem Abstand b < R < a parallel und senkrecht zur z-Achse,
zum Beispiel an den Positionen (0,0, R) und (R, 0,0).

1.b) Bestimmen Sie die Ladung ¢’ und die Position b als Funktionen von a,q und R so, dass das
Potential an den zuvor betrachteten Punkten (0,0, R) und (R, 0,0) verschwindet.

Betrachten Sie nun stattdessen nur die Ladung ¢ und eine leitende Kugel mit dem Radius R < a im
Ursprung, wie in der Abbildung oben rechts zu sehen.

1.c) Welche Randbedingung miissen das Skalarpotential und das elektrische Feld auf der Oberflache
der Kugel erfiillen? Zeigen Sie, dass diese Randbedingungen durch die in Teil b) betrachtete
Spiegelladung erfiillt sind.

1.d) Was ist der Ausdruck fiir das Potenzial an einer allgemeinen Position auflerhalb der Kugel
¢(r,0,9)?7 Geben Sie das Ergebnis in Kugelkoordinaten an.

l.e) Wie lautet die Ladungsdichteverteilung auf der Kugel in Abhéngigkeit von 67



Losung zu Aufgabe 1:
1.a) (1 point)

Aufgrund des Superpositionsprinzips ist das Potential durch die Summe der Potentiale der beiden
Ladungen gegeben. Wir miissen hier lediglich die Absténde korrekt bestimmen:

kq kq
1
«— R R-b (1)

¢(0,0,R) =

60, R,0) = —1 i’

= + 2
Va:+ R V0 + R? @

Aufgrund der Rotationsymmetrie in um die z-Achse gilt der letzte Term in ¢(R cos ¢, Rsin ¢, 0) fiir
jedes .

1.b) (1.5 point)

Nun setzen wir voraus, dass das Potenzial an diesen Punkten 0 ist:

ar T s =0 ¢ =qp— ¢ =—aq3
/ — 2 /2 2 — 2 (3)
q + q =0 q — _4q — _4q (be)Q h = R
ValtR2 VB2+RZ a’+R? b2+ R2 b2+R2\R—a a

Offensichtlich miissen die beiden Ladungen ¢ und ¢’ entgegengesetzte Vorzeichen haben. Auflerdem
muss die zweite Ladung, da a > R, einen Abstand kleiner als R haben.

1.c) (2.5 point)

Da wir annehmen, dass die Kugel ein Leiter ist, gilt als Randbedingung auf der Oberflache der Kugel,
dass das Potential verschwindet. Oder anders ausgedriickt, die Ladung auf der Kugeloberfliche
verteilt sich so, dass die elektrischen Feldlinien orthogonal zur Oberflache stehen.

In den vorherigen beiden Teilaufgaben haben wir schon eine Ladungsverteilung gefunden, fiir die
das Potential an den beiden Punkten (R,0,0) und (0,0, R) verschwindet. Es liegt nun Nahe, dass
dasselbe Potential auch auf dem Rest der Oberflache verschwindet.

Nehmen wir an, dass dies der Fall ist, und berechnen das Potenzial an einer allgemeinen Position
(r,0,9). Wie zuvor erwihnt, sollte keine Abhéngigkeit von ¢ bestehen. Daher kénnen wir die
Abstande einfach in 2D auf der Ebene x-z berechnen. Dann haben wir allgemein:

kq N kq
V(rsinf)2+ (b—rcos)?  /(rsinf)? + (a —rcosf)?

¢(T’ 0, 90) = (4)

Wenn wir die Werte von b und ¢’ einsetzen, erhalten wir:

kq kq
7”,9, = - + 5
¢ 6. 0) %\/(r sin 6)2 + (%2 — rcos)? V/(rsinf)? + (a — r cos 6)? ©)
1 1
! Va? + 12 — 2ar cosf \/a;r; + R2? — 2ar cos b (6)



Es ist jetzt klar zu sehen, dass das Potenzial fiir r = R verschwindet. Damit haben wir ein Beispiel
fiir die Methode der Spiegelladung gesehen.

1.d) (2 points)

Alles, was noch tbrig bleibt, ist die Ladungsdichte zu berechnen. Da der Normalenvektor zur
Oberflache é, ist, benotigen wir nur eine Komponente des Gradienten:

o = = (0]

—=Vo-n=Vo- & = —|,_g. 7

€o ¢ ¢-8 8T| R 0
Da es sich bei der Kugel um einen Leiter handelt, verschwindet der Gradient entlang der Oberflache
( ¢(R,p,0) = 0 fur alle ¢, 0), jedoch nicht in radialer Richtung.

o 8¢R_ —r+acosf —%+a0089 R_ (8)
e  or| (a? + 172 — 2arcos)¥? (22X 4 R? — 2ar cos )3/
q 7R

" dmey (a2 + R? — 2aR cos 0)3/2



Greensche Funktion in 2D zum Losen

der Poisson Gleichung

Alex Eberhart
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1 Greensche Funktion in 2D
In 2D ist der Laplaceoperator gegeben durch

1a(a_¢) 1 9%

A= —— — -
¢ pop \"0p +p2892

Wir haben gezeigt dass die Greensche Funktion fiir diesen Laplaceoperator

10



2 DER EINFACHE WEG (DURCH DIREKTES INTEGRIEREN)

ist. Jetzt ist eine homogen geladene Scheibe mit Radius R und Flachenladung o
gegeben.

oy furp <R

o (4)
0 firp >R

o(r') = o(p) = 00 O(R - p') = {

Die Poissongleichung

Ap=—= (5)

€0

kann auf zwei Arten gelost werden.

2 Der einfache Weg (durch direktes Integrieren)

Der Laplaceoperator kann ausgeschrieben werden, wobei aufgrund der Rotationssymme-
trie des Problems die Winkelabhangigkeit vernachlassigt wird.

10 8¢) p<R 0p
Ap==—— [ p==) r=fF 20 6
¢ pOp (pﬁp €0 ©)

Jetzt muss einfach durch multiplizeren/divideren von p und Integration nach ¢ aufgelost

werden.
9 (p%> =2 (7)

dp \' dp €
agb 00 o
= pa—p = 2¢0 +C (8)
8925 . 0o C
T 2" ©)
~ G(p<R)= _ZTOPQ 4+ Cln(p) + D (10)
0

Fiir den Fall p > R wiirde genau das selbe rauskommen, nur dass man den Term mit oy
auf Null setzen muss. Zusammenfassend erhalt man also

¢(p > R) = Ciln(p) + Co (11)
Bp < R) = —320"+ Csln(p) + C (12)

Die Konstanten konnen durch die Grenzbedingungen bestimmt werden:
e Stetigkeit fiir p = R
e Differenzierbarkeit p = R

e Keine Divergenz fiir p — 0
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3 DER KOMPLIZIERTE WEG (MIT GREENSCHER FUNKTION)

CyIn(R) + Cy = —27032 +CsIn(R) + C (13)

0

01 o) Cg
——=_ R4 = 14
R 260 + R ( )
C5=0 (15)
Daraus folgt
__Jope

Cy = 2€0R (16)
Cr=20R*— DO R210(R) + Cy (17)

460 260

Man sieht also dass €} und Cj festgelegt sind. Mit Gleichung ist aber nur eine der
beiden Konstanten Cy oder C4 bestimmt. Die andere bleibt als Eichfreiheit tibrig und
entspricht der freien Wahl des Referenzpunktes des Potentials.

3 Der komplizierte Weg (mit Greenscher Funktion)

Man kann das Potential auch mithilfe der Greenschen Funktion berechnen. Wir wissen
dass die homogene Losung der Poissongleichung die Laplacegleichung 10st.

Ady =0 (18)

Die homogene Losung kennen wir bereits aus (11]), diese ist namlich die Losung aufierhalb
der Scheibe, wo o = 0 gilt.

on(p) = Ci1n(p) + Cy (19)

Um die partikuldre Losung zu finden kénnen wir uns die Eigenschaften der Greenschen
Funktion zunutze machen. Wie im Tutorium bereits besprochen kann die Losung berech-
net werden durch

—y

o) = [ Gy (<7 e (20)

0

Nochmal als Erinnerung: 7 ist die Position an dem wir das Potential auswerten wollen.
Man kann es sich also so vorstellen wie die Position eines Beobachters, und es wird nicht
dariiber integriert. i ist effektiv die Position der Ladungen innerhalb der Scheibe, iiber
die integriert wird.

Mit
o(r') = o(p') = o0 0(R — p') (21)
G ) = 5= In(|7— ) (22)
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4 DAS AZIMUTALE INTEGRAL

folgt

00

Bo(7) = — / In(|7* — 7)) 2’ (23)

2meg
Aufgrund der Rotationssymmetrie des Systems kann man 0.B.d.A. sagen dass 7" in x-
Richtung zeigt (auch wenn dies nicht der Fall wére, konnte man das Koordinatensystem
so drehen dass es wieder in x-Richtung zeigt). Fiir 7 kénnen wir dann Polarkoordinaten
wahlen, sodass # der Winkel zwischen 7 und  ist.

R IRV (25)
= \/ p? = 2pp cos(0) + p? (26)
d*r’ = p'dp’ do (27)

Das Potential ist also

R 2
Go(p) = — /0 /0 In (\/ p? — 2pp’ cos(0) + p’2) p'dodp’ (28)

2meg

go

R p2n
_ 2 2 / / /
= e /0 /0 In <,0 + 0" —2pp Cos(@)) p dddp (29)

Dieses Integral ist sehr komplex. Man muss auch beachten dass es trotz der generellen
Rotationssymmetrie des Systems hier im Integral eine Winkelabhangigkeit gibt. Wir
werten also die radialen und azimutalen Integrale seperat aus.

4 Das azimutale Integral

Betrachten wir das Integral

2m
Iy = / In <p2 + 0% = 2pp’ cos(9)> de (30)
0

Dann konnen wir p und p’ als konstant sehen, und sie so substituieren dass

27

Iy = / In (a — bceos(#)) dd (31)
0

a=p +p2>0 , b=2pp >0 (32)
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4 DAS AZIMUTALE INTEGRAL

Wir vereinfachen noch etwas weiter, indem wir das a aus dem Logarithmus ziehen.

I = /OQW In [a (1 - SCOS(Q))] Q9 , A= g (33)
_ /0 I (1— Acos(8)) dd + /0 " n(a) 6 (34)

Das hintere Integral ist trivial, da der Integrand konstant ist. Das vordere ist natiirlich
interessanter. Es gibt mehrere Wege es auszurechnen, aber eine Methode ist die soge-
nannte Feynman Technik.

4.1 Feynman Technik (Teil 1)

Wir definieren
2m
I0) = / In (1 — Acos(6)) df (35)
0
Dieses Integral hangt von A ab. Der Trick ist jetzt dieses gesamte Integral nach dem

Parameter abzuleiten. Da die Ableitung unabhéngig von 6 ist, kann man es ins Integral
reinziehen. Es wird dann hoffentlich einfacher.

or o [* 0
o, In (1 — Acos(6))dd = /0 £ In (1 — Acos(6))dd (36)
2T cos(f)
B /0 1 — Acos(f) a0 (37

Naja, sieht jetzt nicht wirklich sehr viel schoner aus, aber wir konnen den Zahler erweit-
ern um es zu vereinfachen.

oI 1 [ 1—)\cos(f) —1
— == de
oA A /0 1 — Acos(0) (38)
1 2m 1 2m 1
— 1d6 — = -
A /0 40 A /0 1 — Acos(0) 40 (39)
2r 1 [ 1
bl X/O 1 — Acos(0) 40 (40)

4.2 WeierstraB-Substitution

Was jetzt ganz praktisch ist, ist dass man weifl wie das hintere Integral berechnet werden
kann (Danke Euler!). Definieren wir

_ 2m 1
I = —df 41
/0 1 — Acos(0) (41)

Karlsruhe Institute of Technology
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4 DAS AZIMUTALE INTEGRAL

dann konnen wir die sogenannte Weierstra3-Substitution durchfiihren:

() w

dt 1 o [0 1+¢?
=z ~)) = 4
= 1 2<1+tan (2)> 5 (43)
2
df = ——dt 44
142 (44)

Mithilfe der Doppelwinkelidentitat des Kosinus lasst sich dieser auch einfach umschreiben

1 — tan? (g) 1 —¢2
cos() = 1 + tan? (g) 142

(45)

und das Integral wird (relativ) schon. Man muss aber beachten dass man das Integral
bei § = 7 aufteilen muss, da tan(6/2) dort nicht stetig ist.

f:[md@*/ﬁ%md@ (46)
> 0

:/0 1_;(;?)”2# dt+/_ool_/\1(ﬁg)1ft2dt (47)

:2/Zl+ﬁ—&u—ﬁfﬁ (48)

- 2/: (1+ A)t21+ (1—2X) a (49)

o mea o

14+ A
Durch Substitution x = 1+—>\t konnen wir das Integral endlich 16sen.

-2 T
= d 51
11—\ 1+A/wxhu,x (51)

Dieses Integral solltet ihr alle kennen, denn

d 1
— = -—-— 2
e arctan(z) T (52)
> 1 =00

= /_Oo 22 dz = [arctan(z)],_ " =7 (53)

Karlsruhe Institute of Technology
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4 DAS AZIMUTALE INTEGRAL

Wir haben also herausgefunden dass

2T

I=
V1—\2

(54)

4.3 Feynman Technik (Teil 2)

Dieses Resultat konnen wir wieder in einsetzen:

oL _2x x| (55)
oN A A V1= N2

Um das eigentliche I(\) finden zu kénnen, miissen wir integrieren.

I(A):/%d)\:%(/%d)\—/ﬁd)\) (56)

Das erste Integral ist einfach. Fiir das zweite substituieren wir

u=v1-\2
dv A A
Ay 1-X «u

d d\  du du

Wi N 1-w2
/ A [ du
Wi )i

Dieses Integral solltet ihr auch kennen, denn

d 1
£artanh(u) =T

dA 2
/m = —artanh(u()\)) = —artanh(v'1 — A\2) (58)

Das Integral I(\) ist also gegeben durch

I(\) =27 In(\) 4 2rartanh(V1 — A2) + C (59)

mit einer Integrationskonstante C'. Wir konnen dies weiter vereinfachen indem wir

artanh(z) — %m (1 i I) (60)

l1—2z
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4 DAS AZIMUTALE INTEGRAL

verwenden.

I(\) = 2rIn(A) + 7ln (%) e (61)
zln(l_\;\%)—i—wln(l—k\/ﬁ)%—(] (62)
:1n<)\2(1+;\§1_7>\2))+7r1n(1+m>+0 (63)

= 1) =27l (1+VI=X) +C (64)

Sieht doch ganz schon aus! Jetzt miissen wir noch die Integrationskonstante bestimmen.
Dies machen wir indem wir z.B. I(A = 0) in (35 ausrechnen, um die Konstante zu
fixieren.

1(0) = /Qﬂ In (1)dd = 0 (65)
= 10)D@orme) +cLo (66)
= C=-2rIn(2) (67)

Wir haben es also endlich geschafft das Azimuthalintegral zu bestimmen:

I(\) = 2r1n (1 + m) —9rIn(2) = 2rln (H— ”Ql_v> (68)

I - / (1 — Acos(6)) d6 + / " n(a) o (69)

= I(\) + 27 In(a) (70)

= 2mIn (#) + 27 In(a) (71)

— 2rln (‘Ha— ”21_A2> A= g (72)

= Iy(a,b) =271In (H#M) (73)

Diese Formel gilt natiirlich nur wenn a? > b2 ist. In unserem Fall ist dies gewéahrleistet,

Karlsruhe Institute of Technology
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5 DAS RADIALE INTEGRAL

da
a=p"+p”? (74)
b= 2pp/ (75)
(p=p)=p*=2p0" +p* >0 (76)
= a—b>0 = a>b (77)
Nach Riichsubstitution erhalten wir
2 2 21 2)2 _ 42,2
Io(p. ) = 271n (p +p +\/(p2+p )? —4p%p ) (78)
24 02 4+ /(2 — p2)2
= orln | 211 A (79)
2
2, 2 2 _ 12
p 4+ 0%+ 1p* = p"
=2m1l 80
T n( 5 ) (80)
Um die Betragsstriche zu entfernen kénnen wir eine Fallunterscheidung machen:
drin(p) , firp>p
olp.pl) = T B> 0 (s1)
Arin(p) , firp<p

Wir bekommen also endlich ein iiberraschend schones Ergebnis fiir das azimutale Inte-
gral.

5 Das radiale Integral

Jetzt wo wir das schwerste hinter uns haben konnen wir das azimutale Integral in die

Formel fiir das Potential in einsetzen.

(o

dp(p) = —— / Iy(p,p")p" dp’ (82)

dmeg Jo

Jetzt miissen wir nur noch das radiale Integral

L(p) = /0 Iy(p, p')p" dpf (83)

ausrechnen. Dies ist an sich nicht schwierig, man muss aber auf die Fallunterscheidungen
in Iy aufpassen. Betrachten wir als erstes den Fall dass wir aulerhalb der Scheibe sind,
also p > R. Da p/ nur im Bereich 0 < p/ < R integriert wird, kénnen wir einfach fiir I,

Karlsruhe Institute of Technology
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6 ENDGULTIGE LOSUNG

den Fall p > p’ benutzen.

I.(p> R) =4nx ln(p)/0 p dp’ =27 R?In(p) (84)

Fiir den Fall p < R miissen wir aufpassen dass wir das Integral in zwei Teile aufteilen,
namlich 0 < p/ < pund p < p’ < R. Man sieht hier auch direkt welche Félle man fiir I,
verwenden muss.

P R
L(p < R) = 4mIn(p) / pdp + 4 / In(p")p" dpf (85)
0
P p '=R r
= 27p’In(p) + 27 [ln(p’)p’ﬂz,:p — 27?/ P dp’ (86)
p
= 2mp° In(p) + 27 [R*In(R) — p*In(p)| — 7 (R* — p?) (87)
=7mp* — 7R* + 21 R*In(R) (88)

6 Endgiiltige Losung

Nun konnen wir endlich die partikulare Losung des Potentials hinschreiben:

Pp(p) = T 1:(p) (89)

bp(p > R) = — > R*In(p) (90)
260

Pp(p < R) = T —4€0R _260R In(R) (91)

Addiert man jetzt noch den homogenen Teil, dann hat man das gesamte Potential:

on(p) = Aln(p) + B (92)

6(p > R) = Aln(p) + B — Z-R*In(p) (93)
0

é(p < R) = Cln(p) + D — %pQ + Z—;R2 - ;—;RQ In(R) (94)

Wenn wir dies mit der Losung aus Kapitel [2| vergleichen, nachdem wir C;, C3 und Cy
einsetzen (die Konstante Cy ist frei wéhlbar)

é(p > R) = —2“7032 In(p) + Cy (95)
0
o) 2 0o 2 oy 2
=2y T2 T p2n(R)+C 96
¢(p < R) 1o’ +4€OR 2l n(R) + Cy (96)

Karlsruhe Institute of Technology
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6 ENDGULTIGE LOSUNG

sehen wir dass dies genau die selben Losungen sind, wenn man fiir die Konstanten
A=0 , B=Cy, , C=0 , D=0 (97)

wahlt.

Man kann also sehen dass man auf die Richtige Losung kommt wenn man mit der
Greenschen Funktion arbeitet. Man sollte aber immer taktisch vorgehen...nur weil es
funktioniert heifit das lange nicht dass es schon oder effizient ist.
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