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Aufgabe 1: Kugel im homogenen E-Feld (7 P)

Sie haben sicher schon festgestellt, dass man in der Elektrodynamik dasselbe Problem auf unter-
schiedliche Weisen l6sen kann. In dieser Ubung geht es um ein Problem, das mit der Spiegel-
ladungsmethode oder dem Ansatz der Trennung der Variablen gelost werden kann.

Wir betrachten eine Kugel mit dem Radius R in einem konstanten Feld E. Wir kénnen der Einfach-
heit halber annehmen, dass dieses Feld in z-Richtung zeigt, also E = Eyé, wie in der nachfolgenden
Abbildung. Zur Erinnerung: Im vorherigen Ubungsblatt haben wir gelernt, dass das Spiegelbild
einer Ladung ¢ im Abstand a von einer Kugel mit dem Radius R eine Ladung ¢’ = —q% im Abstand
b=2 < R ist.
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l.a) Eine Maoglichkeit, ein anndhernd konstantes Feld E = FEpé, um den Ursprung zu erzeugen,
besteht darin zwei Ladungen @@ und —@Q an die Orte (0,0, —a) bzw. (0,0, a) zu setzen. Bestim-
men Sie die Ladung @) als Funktion von a und Ej, so dass das elektrische Feld in der Ndhe des
Ursprungs (also fiir Orte mit r < a) Ey entspricht.

1.b) Betrachten Sie nun eine leitende Kugel mit dem Radius R im Ursprung, die in das elektrische
Feld £ = Ep e, eingetaucht ist. Leiten Sie mit Hilfe der Methode der Spiegelladungen und der
im vorigen Punkt hergeleiteten Aquivalenz das Potential ¢(r,6) in der Nahe der Kugel her.

1.c) Vergessen Sie nun, was Sie in den Teilaufgaben 1.a) und 1.b) gelernt haben und betrachten Sie
erneut eine leitenden Kugel im Ursprung, die einem konstanten Feld Ej, ausgesetzt ist. Welche
Randbedingung muss das Potential ¢ auf der Kugel (r = R) erfiillen? Warum gilt ¢(7) ~ c¢— Eyz
fiir z = rcosf > R und eine geeignete Konstante c?

1.d) Das Potential im Fall der azimutalen Rotationssymmetrie (Unabhéngigkeit von ¢) kann geschrieben



werden als

o(r,0) = i (Alr + il) P(cos0) (1)

1=0
wobei P, die Legendre-Polynome sind.

Bestimmen Sie das Potential ¢(r, ), indem Sie die in 1.c) hergeleiteten Randbedingungen ver-
wenden. Thre Ergebnisse aus 1.b) und 1.d) sollten miteinander iibereinstimmen.

Losung zu Aufgabe 1:

l.a) (1.5 punkte)
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Das Feld setzt sich aus der Summe der beiden Felder zusammen (die beide in die positive Richtung
z zeigen).

In der Néhe des Ursprungs (bei einem Abstand r) gibt es nur Korrekturen der Ordnung (r/a)?. Zum
Beispiel an (0,0, 7) haben wir

kQ kQ a?+r?
(= My ™

E= (3)

1.b) (2 punkte)

Nun wird das Potential durch die Summe der Potenziale der vier Ladungen gegeben.

Um die Abstiande zu finden, werden wir die Kosinusséitze viermal verwenden. In allen Fallen ist
eine der Seiten des Dreiecks r und die andere ist bekannt. Der Winkel zwischen den Dreiecksseiten
ist O (fiir die Ladungen auf der positiven z-Achse) oder m — 6 (fiir die Ladungen auf der negativen
2-Achse). Dann erhalten wir (die Potenziale von links nach rechts auf der z-Achse summierend):
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Substituiert man ) = “250 und behélt nur die fithrenden Terme in r/a und R/a bei, erhalten wir:
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Unendlichkeiten heben sich auf, und wir erhalten:
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6(r,0) = — Fo(r — %) cos (8)



l.c) (1 punkt)

Die beiden Bedingungen fiir das Potenzial sind, dass es auf der Oberfliche der leitenden Kugel
konstant ist (r = R) und dass es bei Unendlich durch Integration des konstanten Feldes entlang z
konstant wird, also sollte es V(rcosf) = V(z) = V(z = 0) — Eypz sein. Wir kénnen die Konstanten
bestimmen, indem wir verlangen, dass das Potential auf der Oberflache 0 ist, was auch impliziert,
dass V(z =0) =0 ist.

1.d) (2.5 punkte)

Wir wenden die Randbedingungen an.

S22 (AR + #47) Pi(cosd) = 0 AR+ g7 = 0= By = —A R
oo (At + 25) Pi(cos ) = —Eqgr cos § oo (Aﬂ’l — Al%> Py(cos@) = —Eyrcosf
(9)
Aus der zweiten Gleichung bleibt nur der Term mit [ = 1. Wir erhalten:
R3
Ayreosd +o(—) = —Eyrcost (10)
r
und so A; = —Ejy. Beachten Sie, dass die zweite Bedingung fiir » > R gilt. Wir schlieflen daraus,
dass das Potential die folgende Form hat:

o(r,0) = —Ey(r — g) cos 0 (11)



Nachtrag zu Blatt 4, Aufgabe 3b)

Wir wollen zeigen, dass die Reihe
> ay (55)

mit ag =1, a; = 0 und

Ck(k+1) =
2= D (k1 2)

divergiert, wenn die Abbruchbedingung A\ = [(l + 1) nicht erfiillt ist. Dazu nutzen wir das Minoran-
tenkriterium, d.h. wir zeigen, dass es eine divergente Reihe

i by (57)

gibt, fir die gilt: Es gibt ein k., so dass ap > by fiir & > kyi,. Als divergente Reihe wahlen wir

by = ngk fiir k£ gerade und b, = 0 fiir k£ ungerade. Es reicht zu zeigen, dass

Aokt2 _ bogyo
>

58
gk bak (58)
fiir £ > ki, oder aquivalent
a2p2bok A ) log(2k + 2)

l<—/——=(1- 59

Fiir grofle k konnen wir diesen Ausdruck nahern als

1 A

0 (60)

= Tlog(2k) a2

Diese Ungleichung ist erfiillt fiir 4k > Alog(2k).
Der Beweis fiir ag = 0, a; = 1 verlauft analog. Daraus folgt ebenfalls, dass fiir ag # 0 und a; # 0
die Reihe nur dann absolut konvergiert, wenn A = (I + 1) mit einer natiirlichen Zahl [.
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