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Aufgabe 1: Sphirische elektromagnetische Wellen (8 P)

In dieser Aufgabe werden Sie sphérische Losungen der Wellengleichung im Vakuum studieren. Die
Ergebnisse werden verwendet, um Oszillationen von Feldern in der Erdatmosphéare zu beschreiben.

Betrachten Sie die Fouriertransformation von f

f(Fw) = /dtf(m)e—iwt, f(7t) = i/dwf(ﬁw)eiwt. (1)
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Die Maxwell-Gleichungen im Fourierraum werden damit zu
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1.a) Fiir ein magnetisches Feld der Form B = f(7,t)é, in sphirischen Koordinaten gilt somit die
folgende Gleichung:
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Vx (Vx frw)es) = (£) F7w)e,. 3)
Betrachten Sie nun ein Problem mit azimutaler Rotationssymmetrie, bei dem die Losung nicht
von ¢ abhéngt. In diesem Fall kann die Losung durch Separation der Variablen ausgedriickt

werden: f(F,w) = “Y)P(cos ) (im Weiteren werden wir die Abhéngigkeit von w nicht mehr
ausschreiben). Zeigen Sie, dass die radiale und polare Komponente die folgende Gleichung
erfiillen: ) > Q) . 4 L
5 (W r u(r ,
— — — (P 0 0))) =0 4
" (c> * u(r) dr? * P(cos @) do (sinGdG( (cos §) sin( ))) (4)
1.b) Zeigen Sie, dass P(cos#) die Legende-Gleichung fiir die assoziierten Legendre Polynome mit
m=1
1 d /.  dP(cosb) P(cosb)
— 0 — = —I(l+1)P(cosf
sin§ d <Sm do ) sin? 0 1+ D) P(cost), (5)

erfilllen muss. Zeigen Sie weiterhin, dass sich die Gleichung fiir die radiale Komponente somit

vereinfacht zu: d2u(r) w2 I(l+1)
+(__—>u(r):0. (6)
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Die Erdoberflache und die Ionosphare kénnen als zwei konzentrische Oberflachen beschrieben werden.
Der Radius der Erde sei durch a gegeben und die Ionosphare durch den Radius b, wobei b—a < a wie
in der Abbildung unten zu sehen. Die zwei Regionen r < a und r > b kénnen als Leiter beschrieben
werden und die Region a < r < b in erster Naherung als Vakuum.
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1.c) Betrachten Sie nun das Magnetfeld B innerhalb a < r < b. In diesem Bereich muss die
Fouriertransformierte B, (r, 0,w) &, die Gl (@) erfiillen. Nutzen Sie das Ergebnis aus Teil b),
um zu zeigen, dass nur fiir bestimmte Werte von w Losungen existieren. Sie konnen annehmen,
dass sich u(r) nur langsam &ndert, so dass Terme der Form d™u/dr"™ vernachléssigbar sind.
Nutzen Sie den Erdradius a ~ 6400 km um die niedrigste Oszillationsfrequenz v = w/(27) des
Magnetfelds zwischen Erde und Ionosphéare zu bestimmen. Geben Sie Thr Ergebnis in Hz an.

Aufgabe 2: Die Unschiarferelation durch Fourier (7 P)

Eine Fouriertransformation kann als eine Art Verkniipfung verschiedener “physikalischer Doméanen”
gesehen werden, z.B. als Verbindung zwischen Ort und Wellenvektor (oder alternativ Impuls). In
dieser Aufgabe werden Sie sehen, dass eine Unschérfe in einer Doméane durch die Fouriertransforma-
tion mit der Unschérfe in der anderen verbunden ist.

Die eindimensionale Fouriertransformation der Position z und die entsprechende inverse Transfor-
mation sind definiert als:

r —ikz —17f 1 3 ikx
FE@IW) = ) = [ dof(@le ™, PRI = 5@ = 5 [akfige. @
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2.a) Fiir z € R berechnen Sie das Integral

o) = / " dreFer, (8)

o0

2.b) Nehmen Sie nun an, dass das vorherige Ergebnis ebenfalls fiir z € C gilt und zeigen Sie, dass
die Fouriertransformation der eindimensionalen Gaussverteilung wie folgt gegeben ist:

F [\/12_7?@1 () = e . (9)

2.c) Betrachten Sie nun eine Gaussverteilung mit der Unsicherheit o, und leiten Sie deren Fourier-

transformation her:
k2
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me‘zo%] (k) =e >k, (10)
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Geben Sie hier 0}, als Funktion von o, an.
2.d) Berechnen Sie das Produkt o,0%. Wie héngt es von o, ab?

2.e) Nun wollen wir die Bedeutung von o4 und o, verstehen. Ein Gauss’sches Wellenpaket, das um
x. zentriert ist, kann wie folgt beschrieben werden

1 _(z—zc)?
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Trot : (11)

fIc (ZU) =
seine Fouriertransformation ist damit

fx(k‘) — ¢ 2% ¢ thae, (12)

Setzen Sie z, = 2, 0, = £ und skizzieren Sie Re[f,. (k)] fiir k € [—2m, 27].

Aufgabe 3: Elektromagnetische Wellen im koaxialen Kabel
(5 P)

In dieser Aufgabe werden Sie elektromagnetische Wellen in einem Koaxialkabel (zylindrischer Wellen-
leiter) betrachten und den Energiefluss und die Energieerhaltung diskutieren.

Gegeben sei ein Koaxialkabel mit dem inneren Radius a und dem auBeren Radius b, wie in der
Abbildung oben zu sehen. Sie konnen, wie iiblich, das Kabel als unendlich lang nédhern. Damit
ergibt sich als mogliche Losung der Wellengleichung zwischen den beiden Oberflachen

- cos(kz — wt) .

E(p7 %th) :E()f ep’ (13)
-, FEycos(kz — wt) .
Blp.pit) - 2=l (14

3.a) Bestimmen Sie die Ladung dg eines infinitesimalen Segments dz des inneren Zylinders, die
Linienladungsdichte A(z,t) = dg/dz sowie den Strom I(z,t) durch den inneren Zylinder.

Hinweis: Nutzen Sie den Satz von Gaufl und den Satz von Stokes.
3.b) Berechnen sie den Poynting-Vektor S(p, z,t), sowie die Energiedichte tem(p, 2, t).

3.¢) Bestimmen Sie nun S(p, z,t)/tem(p, 7, t). Diskutieren Sie die physikalische Interpretation des
Ergebnisses.



Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Fiir f = f(r,0,¢) und A = A,(r,0,0) & +Ag(r, 0, 0) &g +A,(r,0,0) &,

g (A0S (L0 A 1 (2008,
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