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Bitte schreiben Sie Ihren Namen, I"Jbungsgruppe und Matrikelnummer auf die Losung.

Aufgabe 1: Fourier und Poisson (6 P)

In dieser Aufgabe werden Sie niitzliche Eigenschaften der Fourier-Transformation beweisen und diese
benutzen, um die Losung der Poisson-Gleichung herzuleiten.

1.a) Betrachten Sie die Faltung zweier Funktionen f(z) und g(x):
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Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformation der Faltung dem Produkt der Fourier-Transformierten
f(k) und g(k) entspricht: 5
FI(f = 9)l(k) = f(k)g(k). (2)

Dieses Ergebnis gilt in beliebigen Dimensionen. Es ist aber ausreichen, dies in 1D zu zeigen.

Hinweis: Es ist nicht erforderlich, herzuleiten, dass die Faltung ebenfalls eine Fourier-Transformation
zulésst (wenn f(z) und g(x) eine Fourier-Transformation zulassen, gilt dies im Allgemeinen auch
fiir ihre Faltung).

1.b) Zeigen Sie, dass die Riicktransformation von 1/k* = 1/|k?| in 3D durch

F*Eﬂm&@:i— (3)
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gegeben ist.
Erinnern Sie sich hierfur an die dreidimensionale Fourier-Transformation
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Hinweis: Sie konnen das Koordinatensystem fiir k so wahlen, dass €, in Richtung von 7 zeigt.
. o sin x
Weiterhin gilt: fooo dx = 5

1.c) Betrachten Sie nun die Poisson-Gleichung A¢(r) = —%’:). Zeigen Sie, indem Sie die Ausdriicke
vor- und riicktransformieren und die zuvor hergeleiteten Eigenschaften verwenden, dass die

Losung der Poisson-Gleichung gegeben ist durch:

B(7) = L /&f’ﬂ (5)
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Aufgabe 2: Hohlraumresonator mit Verlusten (7 P)

Sie haben gelernt, dass elektromagnetische Felder in resonanten Hohlraumen spezifische Frequenzen
haben. In der Probeklausur haben Sie auflerdem gezeigt, dass die elektromagnetische Energie in-
nerhalb eines perfekten Hohlraumresonators erhalten bleibt. In dieser Ubung betrachten wir einen
realistischen Hohlraumresonator, in dem die Wéande keine perfekten Leiter sind und es zu Energiev-
erlusten kommt. Sie werden zeigen, wie sich dadurch die Resonanzfrequenzen andert.

Betrachten Sie einen Hohlraum mit Resonanzfrequenz wp, in dem bei ¢ = 0 ein elektrisches Feld
eingeschaltet wird. Das Feld oszilliert mit der Frequenz wy, aber aufgrund des Energieverlusts ist
die Amplitude im Allgemeinen zeitabhéngig, so dass E(t) = |E(t)|e*°'é;, wobei die anfangliche
Amplitude des elektrischen Feldes |E(t = 0)| = Ey ist und é; eine beliebige Richtung darstellt.
Fiir die zeitlich gemittelte Energiedichte gilt:
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wobei der Ausdruck nun zeitabhéngig ist, da die Amplitude des elektrischen Feldes zeitlich vari-
iert. Der Verlust an elektromagnetischer Energie (wey) pro Zeiteinheit hingt wie folgt von der
Resonanzfrequenz und dem sogenannten Giitefaktor @) ab:
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2.a) Bestimmen Sie (wen,)(t) und E(t).
2.b) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Amplitude des E-Feldes E(t) = |E(t)|e~*ot:

Blw) = /_ " @, (8)

Berechnen Sie auerdem die Funktion |E(w)|?.
Sie sollten zu diesem folgenden Ergebnis gekommen sein:
£
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Skizzieren Sie |E(w)|?. Zur Vereinfachung kénnen Sie Ey = wy = Q = 1 wiihlen.

Hinweis: Ahnlich wie auf dem letzten Ubungsblatt, ist die Form der Losung des Integrals
[ e?tdt dieselbe fiir reelle und komplexe Werte von a.

2.c) Bestimmen Sie die Frequenz wpay, bei der die Amplitude maximal ist, sowie w, bei denen
gilt |E(ws)]® = |E(wmax)|*/2. Zeichnen Sie wy in Thre Skizze ein. Bestimmen Sie auflerdem

Wmax/ |wy — w_|.

Aufgabe 3: Plotzlicher Strom durch einen Draht (7 P)

Im Rahmen der Magnetostatik haben Sie verschiedene Szenarien mit stromdurchflossenen Dréahten
behandelt. Nun werden Sie sehen, was sich andert, wenn der Strom zeitabhéangig ist.

Betrachten Sie einen elektrisch neutralen Draht entlang der z-Achse. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird
gleichzeitig im gesamten Draht ein Strom [ erzeugt, also I(t) = Io0(t). Wie gewdhnlich kénnen Sie
annehmen, dass der Draht unendlich lang ist, sodass j(7,t) = I(¢)(x)d(y)é..
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3.a) Berechnen Sie die retardierten Potenziale ®(p,t) und A(p,t) im Abstand p vom Draht. Der
Einfachheit halber, konnen sie z = 0 setzen.

1 b'e
Hinweis: Verwenden Sie fOX do——= =log(vVa?2 +a®+z)| .
Va2 + a? 0

3.b) Nutzen Sie das vorherige Ergebnis, um das B- und E-Feld als Funktion vom Abstand p und der
Zeit t zu bestimmen.

3.c) Welche Werte nehmen die elektromagnetischen Felder E und B fiir t = oo an? Stimmt das
Ergebnis mit dem iiberein, was Sie vom zeitunabhangigen Fall erwarten wiirden?

Vektoroperatoren in zylindrischen Koordinaten
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