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1. Einstein’sche Summenkonvention

Die Einstein’sche Summenkonvention ist eine nützliche Kurzschreibweise von Summen, in der
Summen über doppelt auftretende Indizes nicht explizit mit Summen-Symbolen aufgeführt
werden. Somit wird zum Beispiel a · b =

∑
i=x,y,z aibi zu a · b = aibi.

Weiterhin sehr nützlich ist der Levi-Civita-Tensor ϵijk mit der Eigenschaft ϵ123 = ϵ231 =
ϵ312 = 1 für alle geraden Permutationen von 123, ϵ132 = ϵ321 = ϵ213 = −1 für alle ungeraden
Permutationen und ϵijk = 0 für doppelt auftretende Indices. Damit lässt sich beispielsweise die
i-te Komponente eines Kreuzprodukts schreiben als (a× b)i = ϵijkajbk.

a) Zeigen Sie, dass ϵijkϵkmn = δimδjn − δinδjm.

b) Beweisen Sie die Graßmann’sche Identität

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) (1)

2. Nabla-Kalkül

Der Nabla-Operator ist ∇ = êx∂x + êy∂y + êz∂z mit den kartesischen Einheitsvektoren êx, êy,

êz. Zeigen Sie die folgenden Identitäten, wobei r = |r| =
√
x2 + y2 + z2:

(i) ∇r = r/r ≡ êr (2)

(ii) ∇ · r = 3 (3)

(iii) ∇× r = 0 (4)

(iv) ∇ 1

|r− a|3
= −3

r− a

|r− a|5
,wobei a ein konstanter Vektor ist (5)

(v) ∇ · (∇ϕ(r)) = ϕ′′(r) +
2

r
ϕ′(r) (6)

3. Gradient, Divergenz, Rotation

a) Sei ϕ(r) = 1/
√
x2 + y2 ein skalares Feld. Skizzieren Sie ϕ(r) mit Höhenlinien.

Bestimmen Sie den Gradienten ∇ϕ und fügen Sie das Gradientenfeld Ihrer Skizze hinzu.
Bestimmen Sie die Divergenz ∇·A und die Rotation ∇×A des Vektorfeldes A = ∇ϕ.

b) Sei A(r) = (x2 + y2)n/2(x êy − y êx) mit n ∈ Z. Skizzieren Sie A. Bestimmen Sie die
Divergenz und Rotation von A.
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4. Kurvenintegrale

Gegeben sei das Vektorfeld A = 2xêx+2yêy und die drei Punkte in der x−y Ebene A = (1, 1, 0),
B = (1, 2, 0) and C = (2, 2, 0).

a) Berechnen Sie die das Kurvenintegral entlang des Weges A → B → C:∫
A→B

A · dl+
∫
B→C

A · dl

b) Berechnen Sie nun das Integral entlang des direkten Weges von A → C:∫
A→C

A · dl

c) Nutzen Sie nun die Ergebnisse um das geschlossene Integral∮
A · dl

entlang des Pfads A → B → C → A zu berechnen.

d) Nun sei ein anderes Vektorfeld B = (2x+y)êx+(2y−x)êy gegeben. Erwarten Sie, dass
Sie das selbe Ergebnis für ∮

B · dl

wie in der vorherigen Aufgabe erhalten? Berechnen Sie∮
B · dl.
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