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1. Zweite Ableitungen

7+ 7+ 7= 21 Punkte

Die Einstein’sche Summenkonvention ist eine niitzliche Kurzschreibweise von Summen, in der
Summen iiber doppelt auftretende Indizes nicht explizit mit Summen-Symbolen aufgefiihrt
werden. Somit wird zum Beispiel V = Zi:w,yvz €;0; zu V = ¢;0;. Nutzen Sie diese Schreibweise
zusammen mit dem Levi-Civita-Tensor €;;, um die folgenden Identitéten fiir beliebige, zweifach
differenzierbare skalare Felder ¢ und Vektorfelder A zu zeigen:

a) Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei: V x (V¢) = 0.

b) Ein Wirbelfeld ist quellenfrei: V- (V x A) = 0.

c) Mit €jjr€rmn = OimOjn — dindjm ergibt sich fiir die i-te Komponente der Rotation der
Rotation: [V x (V x A)|, = 0;(0;4;) — 8]2AZ-.

2. Gradient, Divergenz und Rotation in Zylinderkoordinaten

S54+5+5+5+5+5+ 11+ 10 = 51 Punkte

In den folgenden Aufgabenteilen berechnen Sie den Gradienten eines skalaren Feldes ¢, sowie

die Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes A in den Zylinderkoordinaten p, ¢, z. Der
Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten x, y, z ist gegeben durch:

T = pcosy
y = psing (1)
zZ =z

mit p > 0 und ¢ € [0, 27).

a) Im Folgenden sollen die Einheitsvektoren é,, é,, €, in Abhéngigkeit der kartesischen
Einheitsvektoren é,, é,, é, dargestellt werden. Berechnen Sie hierfiir zunéchst v; = O;r
mit r = xé, + yé, + zé, fir i € {p,p,z}. Sie erhalten den jeweiligen Einheitsvektor
dann anschlieflend als é; = v;/|v;].

b) Driicken Sie nun die kartesischen Einheitsvektoren é,, é,, €, im Zylinderkoordinaten-
System aus, also als Linearkombination von é,, é,, €, deren Koeffizienten im
Allgemeinen Funktionen von p, ¢, z sind.
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c) Leiten Sie her, dass

0y = (Cosgoﬁp — SII;Pi?@) 10)

(2)
Oy = (Singoap + CO;(’O@@> o .

Berechnen Sie dafiir erst 0;¢ = %%—f + %% fir i € {p,p} und lésen Sie das
Gleichungssystem nach 9,¢ und dy¢ auf.

d) Zeigen Sie mit den Ergebnissen aus b) und c), dass der Gradient V¢ = (€0, + €,0, +
€,0) ¢ in Zylinderkoordinaten geschrieben werden kann als

P

Vo = (épap - faw - ézc’)z) ¢ . (3)
Ersetzen Sie dafiir die kartesischen Einheitsvektoren und Ableitungen durch die in
Zylinderkoordinaten. Beachten Sie beim Vereinfachen, dass die Einheitsvektoren in

Zylinderkoordinaten ortsabhangig sind.

e) Zeigen Sie mit den Ergebnissen aus b) und c), dass die Divergenz V - A = 0,4, +
O0yAy + 0. A; in Zylinderkoordinaten geschrieben werden kann als

1 1
V-A= ;8,) (pA,) + ;QDA@ + 0,4, , (4)

wobel A, = €, - A.

f) Zeigen Sie mit den Ergebnissen aus b) und c), dass die z-Komponente der Rotation
(VxA), =0;A, — 0yA; in Zylinderkoordinaten geschrieben werden kann als

(Vx A)z = [ap (pAga) - 8@14/)} ) (5)

D=

wobei A, = é4 - A.

g) Sei ¢(r) = 1//22 + y2. Wie lautet ¢(r) in Zylinderkoordinaten? Bestimmen Sie den
Gradienten V¢ mit Gleichung (3) fiir p > 0. Bestimmen Sie die Divergenz und die
z-Komponente der Rotation des Vektorfeldes V¢ mit den Gleichungen (4) und (5).

h) Sei A(r) = (22 +y?)"/%(x é,—yé,) mit n € Z. Wie lautet A(r) in Zylinderkoordinaten?
Bestimmen Sie die Divergenz und die z-Komponente der Rotation mit den Gleichungen
(4) und (5) fir p > 0.

3. Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale

4 + 10 + 4 + 10 = 28 Punkte

Sei A(r) = p"(cosaé, +sinaé,) ein Vektorfeld in Zylinderkoordinaten. Der Parameter o €
[0,27) interpoliert zwischen einem Radialfeld (é,) und einem Wirbelfeld (é,). Vernachléssigen
Sie in dieser Aufgabe die z-Dimension und betrachten Sie das Problem als effektiv zweidimensional.
Betrachten Sie eine Kreisflache F' mit Radius p = R zentriert im Ursprung des Koordinatensystems.

a) Bestimmen Sie das geschlossene Kurvenintegral faFA -dr. Die Kurve dr lauft in
mathematisch positiver Richtung, d.h. dr = é,Rdy und ¢ € [0, 27).



b) Bestimmen Sie das Flichenintegral [,.(V x A)-df. Das Flichenelement ist durch den
in mathematisch positive Richtung laufenden Weg gegeben durch df = é,p dpdp und
p € [0,R], ¢ € [0,27). Fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten kénnen Sie Gleichung
(5) verwenden. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von Aufgabenteil a).

c) Bestimmen Sie nun das Oberflachenintegral ¢,.- A - dS wobei dS die eindimensionale
Oberflache des Kreises beschreibt. Die Oberflache ist nach auflen orientiert, d.h. dS =
épRdy und ¢ € [0,2m).

d) Bestimmen Sie das Volumenintegral [i,(V-A)dV mit dV = pdpdy und p € [0, R], ¢ €
[0, 27). Fiir die Divergenz in Zylinderkoordinaten konnen Sie Gleichung (4) verwenden.
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von Aufgabenteil c).



