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Aufgabe 1 – Indexschreibweise [30 Punkte]

Vektoridentitäten lassen sich viel einfacher beweisen, wenn man die Indexschreibweise benutzt: Statt
v⃗ schreibt man vi oder vi, wobei i ∈ {1, 2, 3}. Wir verwenden die Einsteinsche Summenkonvention:
Über doppelt auftretende Indizes wird summiert, zum Beispiel

aibi =

3∑
i=1

aibi = a⃗ · b⃗ , aiBijcj =

3∑
i,j=1

aiBijcj = a⃗ ⊺Bc⃗ . (1.1)

Es dürfen in keinem Term mehr als zwei gleiche Indizes vorkommen: aibici ist undefiniert. Wir
benutzen auch das Kronecker-Symbol

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j ,
(1.2)

das Levi-Civita-Symbol

εijk = εkij = εjki = −εikj = −εjik = −εkji , ε123 = 1 , (1.3)

und die folgende Notation:

r⃗ = (x, y, z) , r = |r⃗| =
√
x2 + y2 + z2 , (1.4)

∇⃗ = (∂x, ∂y, ∂z) , ∇2 = ∂i∂
i =

3∑
i=1

∂2

∂r2i
, (1.5)

div V⃗ = ∇⃗ · V⃗ , rot V⃗ = ∇⃗ × V⃗ , (⃗a× b⃗)i = εijkajbk . (1.6)

A) [10 Punkte] Überprüfen Sie die folgenden Identitäten (wir unterscheiden nicht zwischen
oberen und unteren Indizes):

A.1) δii = 3,

A.2) ∂ir
j = δij ,

A.3) εijmεklm = δikδjl − δilδjk,

A.4) εiklεjkl = 2δij ,

A.5) εijkεijk = 3! .
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B) [10 Punkte] Überprüfen Sie die folgenden Identitäten:

B.1) ∇⃗r = r⃗/r,

B.2) ∇⃗ × r⃗ = 0⃗,

B.3) ∆f(r) = f ′′(r) + 2
rf

′(r), wobei f ′ = ∂f
∂r und f ′′ = ∂2f

∂r2
.

C) [10 Punkte] Wenn ϕ(x⃗) ein Skalarfeld und V⃗ (x⃗) = (Vx(x⃗), Vy(x⃗), Vz(x⃗)) ein Vektorfeld ist,
überprüfen Sie die folgenden Identitäten:

C.1) ∇⃗ × (∇⃗ϕ) = 0,

C.2) ∇⃗ · (∇⃗ × V⃗ ) = 0,

C.3) ∇⃗ × (∇⃗ × V⃗ ) = ∇⃗(∇⃗ · V⃗ )−∇2V⃗ .

Aufgabe 2 – Zylindrische Koordinaten [30 Punkte]

Manchmal benutzen wir anstatt den kartesischen Koordinaten (x, y, z) die zylindrischen Koordinaten
(ρ, ϕ, z)

x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ , z = z . (2.1)

Die Basisvektoren in diesen Koordinaten sind

e⃗i(r⃗) = norm

(
∂r⃗

∂ri

)
, for i ∈ {ρ, ϕ, z} , where norm(v⃗) =

v⃗

|v⃗|
, (2.2)

und hängen vom Punkt r⃗ im Raum ab.
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Figure 2.1: Zylindrische Koordinaten.

A) [10 Punkte] Kopieren Sie die Abbildung 2.1 und skizzieren Sie die Basisvektoren e⃗i, i ∈
{ρ, ϕ, z} an den Punkten P1 und P2.

B) [10 Punkte] Drucken Sie die zylindrischen Basisvektoren e⃗ρ, e⃗ϕ, e⃗z in Bezug auf den kartesis-
chen Basisvektoren e⃗x, e⃗y, e⃗z aus, und umgekehrt. Beweisen oder widerlegen Sie die Behaup-
tung, dass die Basisvektoren e⃗i, i ∈ {ρ, ϕ, z} orthonormal sind: e⃗i · e⃗j = δij .

C) [10 Punkte] Berechnen Sie ∂ie⃗j für i, j ∈ {ρ, ϕ, z}.
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Aufgabe 3 – Delta-Distribution [40 Punkte]

Die Delta-Distribution δ ist durch ihre Wirkung auf eine glatte Testfunktion f definiert

ˆ
dx δ(x)f(x) = f(0) . (3.1)

Die Delta-Distribution δ kann als ein unendlich schmaler und hoher Peak mit dem Integral
´
δ(x)dx = 1

aufgefasst werden:

δ = lim
ϵ→0

δϵ , δϵ(x) =
1

π

ϵ

x2 + ϵ2
. (3.2)

Streng genommen existiert dieser Limes nicht als Grenzwert von Funktionen, und die δ-Distribution
ist keine Funktion, sondern vielmehr ein stetiges lineares Funktional definiert auf dem Raum der
Testfunktionen. Die Limitdarstellung kann verwendet werden, um verschiedene Operationen auf der
δ-Funktion zu definieren. Zum Beispiel wird die Ableitung δ′ der Delta-Distribution definiert durch

ˆ
dx δ′(x)f(x) = lim

ϵ→0

ˆ
dx δ′ϵ(x)f(x) = − lim

ϵ→0

ˆ
dx δϵ(x)f

′(x) = −
ˆ

dx δ(x)f ′(x) = −f ′(0) . (3.3)

Überprüfen Sie die folgenden Identitäten, indem Sie beide Seiten mit einer Testfunktion g integrieren:

A) [5 Punkte] δ(−x) = δ(x),

B) [5 Punkte] f(x)δ(x) = f(0)δ(x),

C) [5 Punkte] δ(ax) = δ(x)
|a| for a ̸= 0,

D) [5 Punkte] δ′(−x) = −δ′(x),

E) [5 Punkte] θ′(x) = δ(x),

F) [5 Punkte] f(x)δ′(x) = f(0)δ′(x)− f ′(0)δ(x),

G) [5 Punkte] δ(x2 − a2) = δ(x−a)+δ(x+a)
2|a| für a ̸= 0,

H) [5 Punkte] δ(f(x)) =
∑n

k=1
δ(x−xk)
|f ′(xk)| für jede stetig differenzierbare Funktion f mit n Null-

stellen bei x = x1, ... , xn, so dass ihre Ableitung an diesen Punkten nicht verschwindet, d.h.,
|f ′(xk)| > 0.
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