Losungen zur 1I. Klausur in Theorie D
(Quantenmechanik TI)

Aufgabe 1 (15 P.)

Teil (a) (2 P.)

Die Komponenten des Operators A geniigen den gleichen Vertauschungsrelationen, wie die
Komponenten des Drehimpulsoperators J (mit & = 1).
Daher erhélt man in Analogie zum Drehimpuls fiir die Eigenwerte:

(A} + A3+ A3)|V) =a(a +1)|T)

=0 L 1
a=0,5,1...

Bzw. fur A;:
A V) =a1[¥)

ap=—a,—a+1,...,a.

Teil (b) (2 P.)

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung eines Teilchens mit der Ladung ¢ und der Masse m
bei Anwesenheit eines (skalaren) Potentials V() und eines Vektorpotentials A(7) lautet:

g 0(0) = (5= (P = o) + V(e ) 1000}

2m

Teil (c) (3 P.)
Fiir die Stromdichte gilt:

(1) = = Re [0 ()70 (7

() = —Re ke )| .
Fiir den V-Operator in Kugelkoordinaten gilt:

g_(2 1o 1 0

S \or’ rof rsinfoe)

Fir () = f(6, gb)%kr erhélt man dann:

5 efz'kr hikr eikr _eikr_’ ~ .
- 3 €r+...6+...€4

ro1 T
1 2 Tk'+l._, N -
:aRel|f(0,¢)| h = er+...eg+...e4

) = e |176.0)




und damit fiir die Stromdichte:

Ebenso erhilt man fiir Wy(7) = f(0, ¢) 320

T

2 sin(hr) b 0 (sinW))] 0.

r

- 1

: _ 1 0

o) = = Re |1£0.6)
Da es keinen Realteil gibt, gilt fiir die Stromdichte:

Jor =0

Teil (d) (4 P.)

Fiir den differentiellen elastischen Wirkungsquerschnitt gilt:

do cos® 0 2
gq — 30a—— = O (¥7)
und da 92 oc | 372 fi(0 = 0)Y,°(6)]? ist, folgt, dass nur §; # 0 ist.

Wenn nur [ = 1 Wellen beitragen, gilt:

[e.9]

4
S (@20 + 1)sin’ 6 = k—g?) sin® J, .
=0

47
T2

g

Der totale Wirkungsquerschnitt o kann explizit aus der Form, die in der Aufgabenstellung
angegeben ist, berechnet werden:

o= 30 /dQ cos? 6 = %2ﬁ/d08in(9€0829

47 A7
3 ! 2
= —O'el/ d$C$C2 = §O'el— = Og¢] -

2 1 2 73

Als Konsequenz ergibt sich:
ko k2o,
sin?§; = 126;1 = 0; = arcsin 1207; .

Teil (e) (4 P.)

Unter Verwendung der Formel fiir Partial-Wellen:
. lm
wi(kr) = kr Ry(kr) = sin <kr 5 + 51)

und mit der Kenntnis, dass fiir [ =0, 1,2

cos(kr)

kr

Ri_o(kr) ~ Ri_y(kr) ~ Ri—s(kr) ~



gilt, kann man die Gleichung schreiben als:

ug = sin (kr + dg) ~ cos(kr) = 0y = j:g
Uy = sin (k:r — g + 51> ~ cos(kr) =06 =0,
ug = sin (kr — m + d2) ~ cos(kr) = 0y = j:g :

(Man beachte, dass hier die Konvention —7 < §; < 7 benutzt wurde.)
Dann ergibt sich fiir den totalen Wirkungsquerschnitt ¢ und dessen untere Schranke:

4 & 4
o= o5 2 (24 1)sin® 6 > 5 (sindo + 3sin® 6y + 5sin’ 5)
=0
47 247

Aufgabe 2 (10 P.)

Teil (a) (2 P.)

Fiir die Kugelflichenfunktionen gilt:

1
YY) = —
0 VA
3 )
YljEl =F o sin fet'® ,
3
Y =4/-—cosf .
A7
Da folgende Beziehungen gelten:
cos = = ,
,

rsin § e*® :rsin0(008¢iisingb) =x+tiy,

erhalt man in kartesischen Koordinaten:




Teil (b)
Teil (i)

Aus Aufgabenteil (a) ergibt sich unmittelbar
U(r) = (z+iy + QZ)f(r) = <x i + 2;) J(r)

(S

wobei

_f0)

Ry =1
Q>:2\/§YP<Q>— @)

Da fiir den quadrierten Drehimpulsoperator gilt:

LY (Q) = 11+ DRY™(Q) |

() = R(r (ﬁww \/ngf >_2h2 (7

erhalt man

und

~
I
—_

Teil (ii)

—

Im Allgemeinen kann die Wellenfunktion W(7) geschrieben werden als
() = REGO) = 33 am(r)Y7" (0. 6)
I

mit den Entwicklungkoeffizienten

ounr) = [ Y™ (0.0)8(r,6.6)

Die Wahrscheinlichkeit den Zustand |l,m) zu finden ist dann gegeben durch:

Z/drr2|alm\

I>m

Im Speziellen gilt fiir die Beitrdge [ =1, m=0und [ =1, m = 1:

4
19 — R(T‘)Q —ﬂ- s

3

8w
aip = —R(T) ?

(8 P.)

(2 P.)

(3 P.)



und

Lost man das Gleichungssystem

Pim=0)/Pim=1)=2 |
{ Pim=0)+Pm=1)=1 |,

erhalt man

2 1
Teil (iii)
Das Potential lasst sich aus der Gleichung:
W1 d? L’
—— ——r+ — U(r)y=EWv
[ om rdr? + 2mr? + V()| () ()
bestimmen. Fiir [ = 1 gilt fiir die Radialgleichung:
R* 1 d? h?
- - =F
{ I 1 dr2 U + V(T)} R(r) R(r)
mit L
,
R(r) = = 122
(r) c r
Es folgt
h2 " h2
LB B S0 f)
2m r m 3 r r
h2 f”(?“) h2
—— —+V(r)=F
2m  f(r) T (r) ’
hQ f”(?“) 9
Vir)=E+ — -—= .
0=+ 5 (i )
Aufgabe 3
Teil (a)

Vir) = Vo firr <R
0 firr > R

(3 P.)

(10 P.)

(5 P.)



Fiir die Bornsche Naherung gilt:

2m —ig
ka<‘9> (b) = _47'['7’_L2 d3rle ! V(T/) )

mit ¢ = /;Z - l;d, wobei der Vektor /;Z = ke; in die Einfallsrichtung und der Vektor /;d = key
in die Ausfallsrichtung zeigt.

Es ergibt sich:

2 T o)
kB(Q _ 4m7‘;0 / dr /7"12 / dQ' sin 0// dgb/efzqr cos 0
T

2mVo / LT
= — dr'r’sin(qr
g ), (qr)
2mVy , .
= — h2q30 (sin(qR) — qRcos(¢qR)) .

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt folgt dann:

’2 _ 4m*Vg

rigs (k) — R cos(qR))’

do
1o = 0.9)

Wenn kR < 1 ist, dann ist auch ¢R < 1. In diesem Grenzfall gilt fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt:

do  4m*VE /| 2
a0 hig ( sin(qR) —qR cos(qR) )
~qR—§(¢R)? ~1-3(qR)?
N Am2V2 (PR 2 B Am2V2 o
htq® 3 ~ omd '
Teil (b) (5 P.)
Vi) = 00 firr <R
0 fir r > R

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir 1=0 gilt:
uo(r) = & sin(kr + do) .
Fiir die Randbedingung bei r = R gilt:

UQ(R) =0 y
6k sm(k:R - 50) =0

Hierdurch erhalt man
50 =kR (:|ZTL7T) .




Aufgabe 4 (15 P.)

Teil (a) (6 P.)
Teil (i) (2 P.)

Fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator gilt:

Driickt man den Erzeugungsoperator a' und den Vernichtungsoperator a durch die Ope-
ratoren X und P aus, so erhélt man:

1 /. . . mw
a=— (X+iP) . X = /=X,
\/Q( h
af—i()z_us) p—_L p

\/§ ’ vmhw '

Damit ergibt sich:

und
h
— T
X 5 (a+ad'),
mhw
P=— 5 (a — aT)
Teil (ii) (4P.)

Wendet man den Erzeugungsoperator a! und den Vernichtungsoperator a auf einen Energie-
Eigenzustand an, so erhélt man:

alk) = VElk — 1),
a'lk)y = Vi + 1|k +1) .



Dies fithrt zu

(m|Pln) = ——= [(mlaln) — (m|a'|n)]

[\/ﬁém,nq — \/n——l—lémmﬂ}

und

(m|Pln) = ~=/mles [V § L — Vb |

V2

1

PZ = 5 (anr + ata — aa — aTaT)

ist, kann analog der Erwartungswert (m|P2|n) berechnet werden:
(m|P?|n) = [(m|aa’|n) + (m|atan) — (m|aa|n) — (m|a'al|n)]

[(n 4 )80+ 1O — /11 — D)o nz — /(0 + D)(n + 2)5m,n+2]
[(271—1—1 —v/n(n—1)0mn 2—\/n+1)(n+2)5m7n+2} ,

MIHMIHMIH

und

(m|P|n) = m;”’ [(2n+1 — /(= Ddmns — /[ n+1)<n+2)5m,n+2] .

Teil (b) (9 P.)
Teil (i) (3 P.)

Zunéchst muss der Zustand ¢4 (t))]i=o durch Energle Eigenzusténde ausgedriickt werden:

a0 —COZ ) oy
:coz%(\/ﬁ\/n—l-...-l)m)

an
= ¢ |n) .
— Vn!
Bemerkung;: i
o (lof)” of?
1= (galt = 0)|da(t = 0)) = |co* ) n!) = [co|e!
n=0
_le?
Chp=¢€ 2




Die Zeitentwicklung kann dann direkt bestimmt werden:

‘(ba _COZ ’

mit den Energie-Eigenwerten:

E,=(n+ Q)hw
so dass
ot (qet)"
o =€ 2 —\n).
ult) = %o 3
In anderen Worten:
‘(ba(t)) = *M‘(ba t)> mit ()/(t) — aefz'wt )

Teil (ii) Py

Zuerst {iberpriifen wir, ob es sich bei ¢4(t))|,_, in der Tat um einen kohérenten Zustand
handelt:
al0)=0
a|pq(t) ‘ - Z a|n ik Co Z a|n

= Co Z %\/ﬁln - 1)
acoz \/HT |n —1)
= a\¢a<t>>\

In gleicher Weise, wie im Fall ¢ = 0, kann man diese Rechnung auch fiir eine beliebige Zeit
t durchfiihren:

iwt

a|¢a(t)>: 7Ta|¢a’(t :67

iwt

= ¢ F 0 ()] 6win) = ()] 0a(t))

Teil (iii) (3 P.)

Der Erwartungswert des Operators P beziiglich der Zustédnde |¢,(t)) ergibt sich aus:

(60| PIoa(t)) = iy ™22 (64 (1)] (o — a) [60(1)
=iy 22 (9u (Dl 6u(0) — (60 (®)] aléa(®) )

a’*(t)(¢a (t)] o (t)|pa (t))
mhw mhw

=iy = (@ () = a'(1)) = i/ —— (=2 m(a'(1)))

= V2mhw Im (ozei“’t) :




Aufgabe 5 (10 P.)

Teil (a) (2 P.)

Fiir den Hamiltonoperator H eines spinlosen Teilchen im Zentralpotential eines drei-
dimensionalen harmonischen Oszillators mit der Eigenfrequenz wy gilt:
P2 - —. 1 2 2 .
H = 3 +V(R), V(R) = §mw0R (Zentralpotential) .
Die Energie-Eigenwerte konnen durch lsen der Schrodingergleichung in der |r)-Darstellung
(kartesische Koordinaten) gefunden werden:
2

P2 o1
H=H,+H,+H. Hi:2m+§mw§R’2’

mit 1
Dabei sind die Eigenzustdnde gegeben durch:
1) = [y, mz) = g )

so dass 3 5
Hin) = (ny +ny +n, + §)M|n> =(n+ 5)%\71)

ist. Hierbei ist n definiert als n = n, + n, + n., so dass dann E,, = (n + 3)hw gilt.

Teil (b) (5 P.)

Das zusitzliche (schwache) homogene Magnetfeld B ist gegeben durch:

—

B=(0,0,B).

Wihlt man A durch A = —1fx B, dann gilt V x A = B.
Mit dieser Wahl gilt fiir den Hamiltonoperator H':

1 1= 2 -
H = o [P—qA} +V(R).
Benutzt man L = R x ﬁ, so gilt:
[P—qA} = P4 SqP - (Rx B)+5a(R x B)- P+ 4> = PP —2qP - A+ ¢ 4°
— — — ]_ — — bis zu 0 32 — — —

= P>+ qP- (R x B)+-¢*(R x B)? o )P2+qB-(P><R)

= pP? — qéi .
Der Hamiltonoperator H' kann dann ausgedriickt werden als:

1 L -
H'= o P* 4 V(R) ~ J-BL = H — J-BL. = W+ wiL.,

mit wy = —5-B.

10



Teil (c) (3 P.)
Es gelten die Vertauschungsrelationen:
[H,L.]=0 =[H L]=0,

so dass der Hamiltonoperator H' und der Hamiltonoperator H die gleichen Eigenzustédnde
haben:

3
H'|n,l,m) = H|n,l,m) +wrL.|n,l,m) = [(n+ 5)7%;0 + mhwrg | |n,l,m) .

Man beachte, dass gilt:

Hin,l,m)=H Z Crigngms [T Ty Tz
Ty Mgy M
3
= (ng +ny+n. + 5)71% Z Crigyngims [Ty Ty Mz
Ty Mgy T

ng +ny +nz=n

3
= (n + §)hw0|n7l7m> :

11



